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UN INTERVALLE BOOLEEN DE CLONES SUR UN UNIVERS FINI

Lucien Haddad et lvo G. Rosenberg

Abstract

Let B = {0,1,...,k-1} be a finite nonempty universe. A clone on B is
a composition closed set of finitary operationson B containing all projections.
The clones on B, ordered by inclusion form an algebraic lattice L. For k = 2
the lattice is countable and completely known (E. Post 1941) while for k > 2 it is
largely unknown. An interval I of L is large if there is an order embedding of
the lattice P of subsets of N = {1,2,...} (ordered by inclusion) into I. In
1959, Janov and MuCnik showed that for k > 2 the lattice of clones has a large
interval. One of the examples is the interval [E,F] generated by the clones of

all operations preserving the relation
= (8"\{0,1}") U { {0,1}": = 1} =
op = (B\{0, ) u (xl,...,xn) e 10, R SURAETRN A S 1}, (n=1,2,...).

We describe all the clones in this interval and find a clone T such that [E,T]

is boolean i.e., lattice isomorphic to P.

Résumé

Soit B = {0,1,...,k-1} un univers fini non vide. Un clone sur B est un
ensemble d'opérations finitaires sur B, fermé sous la composition et qui contient
toutes les projections. Les clones sur B, ordonnés par 1'inclusion, forment un
treillis algébrique L. Pour k = 2, ce treillis est dénombrable et a &té compldte-

ment décrit par E. Post (1941), mais on ne connait pas grand chose sur L pour
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k> 2. Un intervalle I de L est dit large s'il existe un plongement qui pré-
serve ltordre du treillis P des sous-ensembles de N = {1,2,...} (ordonné par
1'inclusion) dans I. En 1959, Janov et Mucnik ont montré que pour k > 2, L pos-
séde un intervalle large. Un des exemples est 1'intervalle [(E,F] engendré par les

clones de toutes les opérations qui préservent la relation

o, = B™{0,1M™ U {(x ox)) € 0,11 x, + ... +x_ =1}, (m=1,2,...).

1’ 1 n

Nous décrivons tous les clones dans cet intervalle et nous trouvons un clone T tel

que [E,T] est booléen, c'est-d-dire isomorphe & P en tant que treillis,

1. Introduction

Pour les notions requises d'Algé&bre Universelle, nous référons le lecteur
3 l'article Famille Larnge de clones sur un univers fini, qui a paru dans ce méme
journal.

N
Depuis le travail de Janov et Mucnik [11] (1959), on sait qu'il existe 2 °

clones sur tout univers fini 3 plus de 2 &léments (alors que sur un univers a 2 €l&-

ments, ceux-ci sont en nombre dénombrable et compl&tement décrits par E. Post [15]).
Dans cet article, nous nous penchons sur deux problémes:

1) Dans 1l'exemple de Janov et Muénik apparalt un ensemble dénombrable de

clones {Ci, i eN} o N=1{1,2,...} tel que pour tous X,Y c N,

n G = n C, <= X=Y
ieX jeY
8o
(voir le Lemme 7) qui induit une famille de 2 clones. Qu'est-ce qu'on peut

dire de 1'ensemble C = { N Ci: X c N}? Est-ce que C est un sous-treillis de L
ieX
ou encore un intervalle de L;? Pour montrer que la réponse est négative, nous

B

faisons bien plus en déterminant la structure de 1l'intervalle I = [E,F] de Lg

engendré par C. (Cette partie est plutdt technique et est basée sur la description

relationnelle des clones).
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2) Un isomorphisme d'ordre (ou plongement) du treillis P = (P(N),S)
(des sous-ensembles de N) dans LB est implicite dans Janov et Mu¥nik. La ques-
tion se pose: Existe-t-il un tel isomorphisme d'ordre de P dans un intervalle de

LB’ i.e. est-ce que LB posséde un intervalle qui est une copie de P? Nous ré&pon-

dons par 1l'affirmative, en effet cet intervalle est [E,T].

2. Opérations fn’ relations pm et lemmes techniques

Rappelons que pour un entier k > 2, nous considérons l'univers B = k =
{0,...,k-1}, oti 1'é1ément k-1 est dénoté par «. Pour tout entier m 2= 1, on

pose

m
_ m, ,m m, -
P, = (BN2) U {(xp,eenx)) e 20 izl x; = 1},

ol la somme est 1'addition ordinaire des entiers, et on définit sur B 1les opéra-
tions n-aires suivantes:

n

0 si J x,=1
. 1
i=1

fn(xl,...,xn) =
© sinon.

Pour X ¢ N = {1,2,...}, on pose

X(X) := n Pol pi,
ieN\X

la correspondance ¥ est une application monotone de (P(N),c) dans le treillis

des clones LB sur B (voir [11] et [18]).

La question se pose: Quelle est la structure de l'intervalle [M,N] dans
Ly of M= N x(X) et N= v x(X)?
XcN XcN
Nous allons déterminer cet intervalle.

LEMME 1 [18, p. 172]. Soit C :=Polp , m = 1. Alons

fn € Cm <>ni$m 0J
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Les trois prochains lemmes sont techniques, et seront treés utiles par la

suite.

Soit h un entier positif et H = {1,...,h}, ¢ une application non dé-
croissante de {1,...,a} dans H (i.e. 1<o¢(1) < ... <¢(a) < h). On dit que

o est presque 4njective si [¢'1(i)[ > 1 pour au plus un i e H.

Soit S := Imo = {sl,...,su} of 1<s,<...<s <h (dci u= [Im o |).

Pour 1<j<u et b>u, on définit une application ¢ de {1,...,b} sur S
PP b.
J

comme suit:
On pose c = b-u et

i pour i=1,...,j-1

wb_(i) H j pour 1i=3j,...,jtc
J
i-c pour i = j+c+l,...,b.
Il est clair que ¢, est presque injective (car [@él(j)l = c+l et Iogl(i)[ =1
j J J

pour i e S\{j}h.
Un exemple suit la démonstration du Lemme 2.

LEMME 2. Soit ¢ : {1,...,a}l = H une application non décroissante et non

presque injective, S =Ime, J=1{sce S, [w'l(s)[ >1} et b > |S|. Alons pour

tout (xp,...,xp) e gh

1 &

@(l),...,x

(@) € Pa < Uol )%
] J

)) € Py powr tout j e J.

DEMONSTRATION. Si pour au moins un s € S, on a Xg ¢ 2, il est clair que les deux

cotés de (1) sont vérifiés, et par conséquent on suppose que Xx_ € 2, pour tout

s
s € S.
a
Soit (x e . Alors X ... =1, c'est-d-dire qu'il
Co(1)r %o (@) € Pa L %o
dexiste un unique s € S tel que w—l(s) est un singleton et Xg = 1, tandis que
Xy = 0 pour tout t e S\{s}. Soit j e J, par la construction de @, ona

J
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]wg?(s)[ = 1 et donc
]

b
=1,
igl Yo, (1)
]

i.e. seees ce qui démontre que le c8té droit de (1) est vrai.
e (g )%y, () P 0@ ! -

J
La réciproque se fait de facon analogue. O

EXEMPLE 1. Soit ¢ : {1,...,5} > {1,...,5} d&finie par Tab. 1.

X 1 2 3 4 5 6

ox) |1 1 2 3 3 —

o, 1 1 1 1 2 3
6;

o, 01 2 3 3 3 3
65

Tab. 1

(i.e. (1) =9(2) =1, ¢(3) 2, ¢@(4) = ¢(5) = 3). Dans les conditions du

Lemme 2,

n
n

{1,2,3} et J=1{1,3}.

On pose b = 6. Alors c¢ = 6-3 = 3 et les applications et sont données
(961 ‘963

par Tab. 1. Du Lemme 2, on déduit que
(Xl’xl’XZ’x3’x3) €pg <=> (xl,xl,xl,xlxz,xs) € Pg et (Xl’XZ’XS’XZ’XS’XS) € 06.

LEMME 3. Soit ¢ : {1,...,a} > H et v : {1,...,d} > H non décroissantes.
Supposons S = Ime > Imy =T, et qul(t)] =1, pour tout t e T et s0it

b> [Imgl. Si (xpre..nxy) e B est tel que (yc1yr X)) € P @LoRs poun
fout j e S\T

2) (X@(l)""’xw(a)) € p, <= (wa.(1),...,x¢b‘(b)) € Py
J J

DEMONSTRATION. Comme dans la preuve du Lemme 2, on suppose que Xg € 2 pour tout

s € S.
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Soit (x

' (1),...,xw (b)) € pb pour tout j e S\T, donc pour tout
b. b.
J

J
j € S\T

b

Puisque |¢;1(j)[ > 1, 1'équation (3) implique que x; = 0.
j

D'autre part, par construction, [wgl(t)l =1 pour tout t e T, et ainsi
1'8quation (3) est réduite 3 ) X, = 1. Or d'aprés 1'hypoth&se, pour tout t e T,
teT
1'é1ément X¢ apparait une seule fois parmi xwtl)""’xw(a)’ et puisque xj =0

pour j € S\T on a

a

z b = Z x, =1,
£=1 @) teT °©

ce qui démontre que )) €P,- Réciproquement si

(xw(l)"";xw(a

(xw(l)""’xw(a)) €p,, ona L xw(i) = 1.

I1 en découle que 2 xg = 1 (puisque xg = 0 si [w-l(s)l > 1). D'une
seS
fagon analogue 3 la premiére partie de la preuve, on déduit de 1'hypothése

(x seeesX ) e p, que X x, = 1, ce qui implique que x. = 0 pour tout

¥(1) ¥ (d) d teT ¢ b j

j € S\T, et alors il est facile de voir que z wa @ = 1, donc pour tout
£=1 -

j € S\T, J

(wa.(l),...,wa.(b)) € Pp- a
J

J

EXEMPLE 2. Soit ¢ définie par Tab. 2.

P (x) 11 2 2 3 - -
o(x) 1 2 3 4 4 5 -

oo 0| 1 2 3 4 4 4 s
7y

#7500

Tab. 2
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Dans les conditions du Lemme 3, T = {1,2,3}c S={1,...,5}. On pose b= 7,

c= 7-5= 2, alors ¢4 et Ly sont celles de Tab. 2. On suppose que
4 5
(xl’xl’XZ’XZ’xs) € Os et 1'on a
(xl’xz’xz’x4’x4’x5) € 06 <= (xlxxznxs;X4:x4:X4:x5) € 07 et

(X19Xg5X55X4,Xg,Xc5Xg) € Pqe

v {1,...,5} > H non décroissante tels que Imy = Imo. Afors
4 e et . . . <= (x oo Xy . € p..
@ &y %) € Py Cyenyz s Xpy) € P57 By X)) © P
DEMONSTRATION. I1 suffit de démontrer ( <= ).
On pose S := Imge. Il n'y a rien & démontrer si Xg ¢ 2 pour un s € S.

Supposons donc que (xw(l),...,xw(j)) € pj n g?. Donc

% xw(mj = 1.

m=1

Comme dans la preuve du Lemme 3, on déduit que Z Xg = 1. Or ¢ est une bijec-
u seS
tion de {1,...,u} dans S, et alors X X = Z x_ = 1, ce qui démontre que
1 0 () ses °

(x@(l)""’x¢(u)) € P, 0

EXEMPLE 3. Soit ¢ et y définies par Tab. 3.

Le Lemme 4 dit que
(xl’XZ’XS) € Pg et (xl’xl’XZ’XZ’XS) € ps <=> (Xl’xl’XZ’XZ’XS) € Pg-

Soit T wune relation h-aire sans répétition, I un ensemble non vide tel que

N Pol p; © Pol t. Tout d'abord, nous allons déterminer la forme de T . Pour
iel
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cela, nous aurons besoin de la formulation suivante:

Soit H = {1,...,h} un ensemble fini non vide et ¢ un ensemble d'appli-
cations ¢ : {l,...,aw} + H. Si
T= {(Xy5.005%) € Bh : (x X ) €p pour tout ¢ € %}
17°°"*"h (1)’ " (a) a’ ’
[0} ¢
nous dirons alors que & détermine T.

EXEMPLE 4. Soit ¢ = ﬁpl,...,¢4} ol les ¢, sont données par Tab. 4.

X 1 2 3 4

wl(x) 3 4 - -
wz(x) 1 2 3 -

o) | 2 3 4 -

w4(x) 1 1 2 2
Tab. 4

(ici a =2, a =a =3, a = 4), Alors la relation
‘Pl ‘DZ @3 ‘94

T = {(xl’XZ’XS’X4) : (X3,X4) € 92: (Xlrxzxxs) € 03,
(X5:X5,X,4) € Pg,y (xl,xl,xz,xz) € Pyl

est déterminée par 9.

En utilisant les Lemmes 2 3 4, nous montrons que, sans perdre de généralité,

nous pouvons restreindre ¢ & un type assez particulier.

DEFINITION. Soit p une relation h-aire. On dit que p est fotalement
symétrhique si, pour tout (xl,...,xh) € P et pour toute permutation s de

{1,...,}1}, (Xs(l):---:xs(h))ep'

Tout d'abord, dii au fait que les relations oi (i2 1) sont totalement

symétriques, nous pouvons supposer que toute ¢ € @T est non décroissante.
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DEFINITION. 1) ¢ ¢ & est dite minimale pour ¢ si pour tout ¢ e @
ImypCImo =9y = 0.
2) ¢ est dite intrninséque pour ¢ si elle est injective et minimale.
Ce qui suit est la forme normale de T.

LEMME 5. Soit 1 déteminge par ®. On note L R'ensemble des applLica-
Ltions intruinséques de ¢ et

m := max{|Im ¢| : ¢ € ®\A}.

Alons pour tout b > m, La relation T est déterminge pan un ensemble d'applica-
tions non déenoissantes Y tel que:

1) A est L'ensemble des applications intrinséques de VY,

2) ftoutes Les applications de Y\N scnt des applications presque 4injec-
tives de {1,...,b} dans H, et vérnigient

{|Im | : @ € &\A} = {|Im | : ¢ e Y\A}.

DéMONSTRATION. Soit ¢ € & tel que z-1(p <b outel que ¢ n'est pas presque in-

jective. Par le Lemme 2, la relation T est déterminée par:

o' = {e\{o}} U {<pb , j e J}
j

od J et ¢, sont définis au Lemme 2 et ce qui le précéde. Il est clair que
j

chaque ¢ {1,...,b} > H est presque injective et satisfait
J

[tm oy | = [In o],
j

~

En répétant ce processus, on aboutit 3 un ensemble II tel que T est dé-
terminée par I, A c Il et toutes les applications non injectives de II satisfont

(2). Supposons que ¢ e II est injective et que Imy € Im¢@ pour un Y € II. On

pose

I = M{e}l U {wb , j e Imo\Imyl.
j
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De méme ici, toutes les ey sont presque injectives et satisfont (2). On répéte
ce processus jusqu'd obtenir un ensemble M tel que:

a) T est déterminée par M,

b) A C M,

c) toutes les applications non injectives de M satisfont (2),

d) il n'existe pas d'application injective ¢ € M tel que ImVy € Imeo

pour un Yy e M.

Finalement, soit ¢ ¢ M, ¢ injective et soit Im¢ = Imy pour un Y € M,
Y $# ¢. Par le Lemme 4, on peut €liminer o, i.e. la relation T est déterminée
par MJ{¢}. On peut ainsi aboutir 3 un ensemble V¥, vérifiant a), b), c), d) et
la condition suivante:

e) pour toutes applications ¢ et Y e ¥, ¢ injective, on a

Ime = Imy = o = Y.

Soit alors o ¢ Y ne satisfaisant pas (2). Alors o est injective et

ImBc Ima=> a =B pour tout B e ¥.

Par la construction, tout Yy e ¥Y\¢ satisfait (2) et ImYy = Imo pour un

¢ € &, il en découle que o est intrinséque pour &, i.e. a e A. [
DEFINITION. Soit h > 1. On pose
op = {(xl,...,xh) € Bh : (xl,xl,xz,...,xh) € ph+1}.
On a

LEMME 6. 1) Pouwr t>h=21,et 1<j<h,

(S) Oy = {(xl,...,xh) : (xz,...,xj_l,xl,...,xl,xj,...,xh) € pt}.
2)
(6) Pol 0, 2 Pol Ox > ...

DEMONSTRATION. 1) Découle du Lemme 2 et de la symétrie totale de p

.

t
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2) Soit h>1. Ona
oy = {(xl,...,xh) D(XpaXpaXgseeeaXy) € °h+1}

(ceci est un cas particulier du Lemme 2). Il en découle que Pol 02 > Pol 63 2 e

Démontrons que l'inclusion est stricte:
On définit une opération h-aire f par
f£(o0,0,...,0) = £(1,0,...,0) = £(0,1,0,...,0) = £(0,0,...,1) =0
et f(x) = » sinon.

Nous montrons que f e Pol Uh\Pol of
T

htl® Vu que les vecteurs colonnes

(0,1,0,...,O)T,(O,O,l,...,O) ,...,(0,0,...,0,1)T appartiennent 4 O© et que le

htl
vecteur colonne (0,0,...,0)T qui est formé par les valeurs de f n'appartient pas

~

Ope12 OM déduit que f ¢ Pol o On montre que f € Pol oh. Soit X := (xij)

h+l*
une matrice h x h sur B tel que (f(Xl*),...,f(Xh*)) ¢ 0+ Alors f(xl*) = ...

h
= f(Xh*) = 0, donc T = 21 xij < 1, pour tout i = 1,...,h.

I1 en découle que X5 € {0,1} pour tout i e {1,...,h} et j e {1,...,h}.
h

Si 1'une des colonnes a pour somme ¢ = ) X535 3 1, le résultat est démontré

i=1
puisque (xlj,...,xhj) ¢ Op+ On peut donc supposer que Cp = +ee =gy = 1. Ainsi
la matrice X contient exactement h é&léments 1 et par conséquent Ty =

T, = 1, c'est-3-dire xij =1 pour (un unique) 1 < j < h, et alors

(xlj""’xhj) ¢ Op» donc f e Pol 9 ]
Nous aurons besoin du lemme suivant:

LEMME 7. Soit X et Y deux sous-ensembles de N = {1,2,3,...}. Alons

N Pol py C N Polp <=>XDY. D
xeX yeY y

LEMME 8. Soit @ un ensemble d'applications o : {1,...,aw} > {1,...,h}

(o h et Les a, sont des entiens positifs), et so0it

(7 I={|Imr|, r intrinsdque pour ¢}
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et 1 La nelation h-aine sun B défindie par

' = h | 103
7" T {(xl,...,xh) € B : (%0(1)""’%D(a¢)) € pa¢, Yo € ®}.
ALons
(8) PolT ¢ N Polop,.

iel

DEMONSTRATION . D'aprés le Lemme 5, on peut supposer que & a la forme décrite dans
ce lemme, c'est-a-dire que tout ¢ € ® non intrinséque est une application presque

injective de {1,...,b} dans H, oi b est tel que défini au Lemme 5.

Soit ie I (voir (7)). Alors i = |Im rl pour un r € ¢, r intrinsé-

que pour &. On pose

(9 X oi= {(xr(l),...,xr(i)) P(Xpsex) € T}

et on montre que A = Ps-

D'abord XA ¢ p; car, pour (xl,...,xh) € T, par (7') on a
(xr(l)""’xr(i)) €0y Pour montrer que s < XA, on considére (yl,...,yi) €0y
arbitraire. On pose zr(j) = yj pour j =1,...,i et zm = © pour tout
m e H\Im r, et on montre que (zl,...,zh) e T. En effet, soit ye ®\{rl},
¢ : {1,...,p} » H. Puisque r est intrinséque on a que Im ¢y ¢ Im r et par consé-

quent il existe un m e Im Y\Im r. Il en résulte que zm = o, donc

(zwcl),...,iw(p)) € pp et par (7') on a (zl,...,zh) €T et (yl,...,yi) =

(zr(l)""’zr(i)) e A. Ce qui prouve que N c X et donc Py = A

Par (9), on a que Pol T ¢ Pol X = Pol s> et puisque i € I est considéré

arbitraire, (8) est démontré.

Par définition, N Pol 0; = 0.
ied

LEMME 9. Soit 9, I et 1 comme dans Le Lemme 8. S4i

(10) M:={|Im ul:u non-injective et minimale pour o}
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est fini et non-vide et m Le plus grand élément de M, alors

Pol T ¢ Pol 0m+1'

DEMONSTRATION. D'aprés le Lemme 5, on peut supposer que chaque U e M est presque
injective. Il yaun peM, p :{1,...,b} > H, u non injective et minimale tel
que m = |[Im yu|. Il existe un unique s e Imu tel que T := u-l(s) satisfait

t = |T| > 1. On pose
T = {d,d+1,...,d+t-1}, c = b-t+2
et on définit v : {1,...,c} > H par
v(x) = u(x) si 1< x<d+l et v(x) = u(x+t-2) sinon
(on remarque que Imv = Im u). On pose

(11) A= {(xv(l)""’xv(c)) : (xl,...,xh) € T}.

D'une maniére analogue 3 la preuve du Lemme 8, on montre que A = O

Soit (yl,...,yc) e A. Alors y; = (i=1,...,c) pour un certain

(1)

(xl,...,xh) € T. La condition en (5) appliquée & u dit que
CZEREED FTETS FTRRRIN 21 FTEFRERIS 25 - Pp- Par le Lemme 6 on déduit que
(yl,...,yc) € 0, cequi démontre que A €O,
' . . . _
Pour 1'inclusion inverse, soit (yl,...,yc) € Uc. On pose zv(i) =y

i = = i ' ! Y
pour i 1,...,c, et Zj o sinon. D'abord (z .,zu(m)) € om d'aprés le

u(1)’"”
Lemme 6. Soit ¥ e ®\{u}. Par la minimalité de py ona Imy i_Im W, et donc il
existe Y(i) ¢ Im u. Vu que Zy(i) = om déduit que (ZW(l)""’ZW(aw)) € pa(w),

ce qui prouve que (zl,...,zh) e T. et donc (yl,...,yc) el. Ainsi UC c A, i.e.

o, = A. De (11) on dé&duit que Pol T ¢ Pol A = Pol O~ 0

Le lemme suivant relie °y, et Gb-l'

LEMME 10. Soit ¢ : {1,...,b} + H presque injective mais non injective.

Alons AL existe V' : {1,...,b-1} > H tel que
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<= (

gy X)) € P 7 By X -1y € %baa

pour tous XpsoeeaXy € B. D

Soit P un ensemble d'entiers positifs. Alors max P est le plus grand
€lément de P si 0 < [P[ < No’ max P =0 si P=¢ et max P = No si P est

infini.

COROLLAIRE 11. Scoit ¢, I, M, m et T comme dans Le Lemme 8. On pose

i:=max I et n :=max{|Imo|, o € &, o non-injectivel. Alors

by
(12) i>n=>PolT= N Pol o~
iel
2)
(13) m=n21i=>Pol T = Pol Om N (N Pol pj).

jel

DEMONSTRATION. 1) Soit i > n. On peut choisir b = i et supposer que ¢ a la
forme décrite au Lemme 5. Ainsi toutes les conditions en (5) sont exprimées en ter-
mes de pj pour j € I, donc ‘ﬂI Pol pj < Pol 1, et le Lemme 8 achéve la preuve
de (12). o

2) Pour démontrer (13), soit m =n =z i et on choisit b = m+l. Par le
Lemme 5 on peut supposer que tout ¢ € ¢ non intrinséque est une application pres-
que injective, mais non injective de {1,...,m+l1} > H. Par le Lemme 6 on peut rem-
placer toute condition (xw(l)""’xw(m+l)) € Ppyp Par la condition
(xv(l),...,xv(m)) €0, oli- Vv est une application appropriée (pas nécessairement
non décroissante). Ainsi T est déterminée par o et {oj, j € I}, donc

Pol o N (N Polp.) < Polr.
m . j’ -
jel

L'inclusion inverse a &té démontrée au Lemme 9 et on a donc égalité. [l
EXEMPLE 12. Soit T = {(x,X;,X5,%,) @ (X[5X,) € Pyy  (X55X5,Xg) € O,

(x5,%5,%,) € Pz (Xy5%45X,) € Pg, (x5,%5,X,) € ps}. Alors ¢ = {wl,...,ws} ol

les ¢, sont données par le Tab. 5:
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Tab. 5

Dans ce cas, I = {2}, M ={2} etdonc m=n=1i=2. Par (13) cn a que

Pol T = Pol o, N Pol Py

REMARQUE. Soit T déterminée par ®¢. On suppose que T est donnée mais

qu'aucune information au sujet de ¢ ne soit disponible. Soit

S = {sl,...,st} oi 1 < Sp < een <5 < h

et soit
0g = {(xsl,...,xs ) € ZF : (xl,...,xh) €T, xj = o, pour tout j e H\S}.
t
On dit que S est astringent pour T si [as| < 2%, 11 est facile de voir que les
ensembles astringents minimaux (pour <€) S avec ISI = Iasl =t > 0, correspon-
dent exactement aux applications intrinséques og (définies par ws(i) =s; pour

i=1,...,t).

LEMME 14. Soit Y + ¢ un ensemble d'indices, Uy SN pour tout y eV,

et 40t U= N U_.
yeY y
S4 max U 2 max U, powtun zeY, alons

(14) v (N Pol ou) = N Polop .
yeY ueUy uel u

(Le sup est dans le treillis des clones). [0
L'équation (14) n'est pas nécessairement vraie dans d'autres cas:

EXEMPLE. Soit U, = {3}, v, = {4}. Alors Pol o, > Pol Py Vv Polop,

(ici U = ¢).
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3. Intervalle booléen de clones

DEFINITION 16. Soit E et F des clones sur B, EC F. On dit que
1'intervalle [E,F] (du treillis des clones Ly sur B) est booléen s'il est iso-
morphe (en tant que treillis) au treillis P des sous-ensembles de N (ordonné par

1'inclusion).

On pose

o o

(15) E= N Polp., F= v Polop..
. i . i
i=1 i=1

La correspondance

x: P > [E,F]
X~—> x(X) = N Polop.
jeN\X J

~

est un plongement (par rapport 4 l'ordre de P). Cependant X n'est pas surjective
et x(P) n'est pas un sous-treillis de LB (voir la Remarque 21). Par conséquent,
X ne peut &tre utilis€e pour montrer que l'intervalle [E,F] est booléen. Nous

allons y remédier en modifiant Y.

NOTATION 17. Soit T un clone. On note XT(X) = TN x(X) pour tout
X ¢ N. Notre but est de trouver un clone T tel que X est une bijection de P

sur un intervalle de LB'

8

Lo o]
Polp, et T= N Pol o. On pose
1 . m
1 m=2

THEOREME 18. Soit E =

nw o2

i
Xr* P - [E,F]

X+%.(X) =TN ( N Polp).
T xeN\X x

ALorns Xp est un Asomorphisme du trheillis (P(N),c) (des sous-ensembles de N)
sun L'intervalle [E,T]1 du theillis des clones. Donc [E,T]1 est un treillis boo-
LZen ot tout cfone C entre E ot T est de £a forme TN (N Pol ox) powr un

xeX
undique X ¢ N.
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DEMONSTRATION. Soit t une relation h-aire sans répétition tel que E € Pol T.
Alors T est construite par les relations Py (i=2,3,...). Par le Lemme 5 la
relation T est détermin€e par une famille & tel que toute application non intrin-
séque de ¢ est une application presque injective de {1,...,b} dans H = {1,...,h}.
Si I ={|Imzr|, r intrinsdque pour &}, on a par le Lemme 8 que
TN PolTc TN (N Pol pi).
iel
Soit 1 wune application non intrinsdque de ©®. Alors ¢ : {1,...,b} > H

est presque injective. Nous savons par le Lemme 10 qu'il existe

p' s {1,...,b-1} > H

tel que

<=> (x

(x¢(1),""xW(b)) € pb W'(l)""’xw'(b—l)) € Ob-l'

I1 est facile de voir que T peut &tre construite par les relations pi, iel
(o ¢]

et o Puisque T = N Pol o, On a que TN (N Pol pi) € Pol T et donc

b-1 m=2 iel .

TNPoltc TN (N Pol pi) € TN Pol T.
iel

Donc TN PolTt=TN (N Pol Di)'
iel
Ainsi 1'intervalle [E,T] est inf-engendré par le clone T Nl Pol T avec

Ec Pol 1t (i.e. tout clone dans cet intervalle est de la forme TN (N Pol 1)
TeR
ol R est un ensemble de relations finitaires T sur B tel que E < Pol 1).

On a donc démontré que chaque clone dans 1'intervalle [E,T] est de la

forme TN (N Pol px), en d'autres termes X7 est surjective. On a vu au début
xeX

de la Section 2 que X est croissante, donc l'est aussi; reste a montrer

X7

qu'elle est injective.

On montre d'abord que fm e T, pour tout m =21 (les fm ont été définies
a la Section 2). Pour montrer que fm e Pol 0., on considére une matrice A = [aij]
de type n X m et on suppose que le vecteur (fm(Al*),...,fm(An*)) (des valeurs

de f sur les lignes de A) n'appartient pas 3 O
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Alors fn(Ai*) ¥ o pour i= 1,...,n, donc par la définition de fn,
n

£ (A,) = 0 pour i=1,...,n. Par la définitionde £ ona ng ;% L,
i=1,...,n. Alors il existe un t tel que a, = 1. Comme ajt e {0,1}, pour
j=2,...,n, ceci montre que Axt = (alt,... ant) ¢ on (autrement, par la défini-

tion de o, on aurait (1,1,a ce qui est impossible). Ainsi

2t""’ant) € Dn+l

fm e T, ¥m =2 1. Pour achever la démonstration, on considére X, X' C N et

n e X\X'.
Par le Lemme 1 et ce qui vient d'€tre démontré, fn e TN (N Pol DX)
xeN\ X
tandis que fn ¢TN (N Pol px), donc fn € XT(X)\XT(X') ce qui prouve que

xeN\X'
X7 est injective. [

La remarque suivante est bien connue.

REMARQUE 19. On considére P(N) ordonné par 1'inclusion. Alors P(N)

admet une antichaine et une chaine qui sont de cardinalité la puissance du continu.

COROLLAIRE 20. L'intervalle [E,T] admet une chatne et une antichatne de
N
candinalite 2 °.

REMARQUE 21. x n'est pas une application surjective de P sur [E,TI.

DEMONSTRATION. Similaire 3 celle de la Remarque 7 de [22]. [}
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