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UN INTERVALLE BOOLÉEN DE CLONES SUR UN UNIVERS FINI 
Lucien Haddad et Ivo G. Rosenberg 

Abstract 

Let B = {O,l ,...,k-1) be a finite nonempty universe. A clone on B is 

a composition closed set of finitary operationson B containing a11 projections. 

The clones on B, ordered by inclusion form an algebraic lattice L. For k = 2 

the lattice is countable and completely known (ED Post 1941) while for k > 2 it is 

largely unknown. An interval 1 of L is large if there is an order embedding of 

the lattice 0 of subsets of N = {1,2,...1 (ordered by inclusion) into 1. In 

1959, Janov and MuEnik showed that for k > 2 the lattice of clones has a large 

interval. One of the examples is the interval [E,FI generated by the clones of 

a11 operations preserving the relation 

on = (Bn\{O,l)") U ((xl,...,x,) E {O,l)": xl + . . . + xn = 11, (n = 1,2,...). 

We describe a11 the clones in this interval and find a clone T such that [E,TJ 

is boolean i.e., lattice isomorphic to E. 

Résumé -- 

Soit B = (O,l,..., k-l} un univers fini non vide. Un clone sur B est un 

ensemble d'opérations finitaires sur B, fermé sous la composition et qui contient 

toutes les projections. Les clones sur B, ordonnés par l'inclusion, forment un 

treillis algébrique L. Pour k = 2, ce treillis est dénombrable et a été complète- 

ment décrit par E, Post (1941), mais on ne connaft pas grand chose sur L pour 



k*> 2. Un intervalle 1 de L est dit large s’il existe un plongement qui pre- 

serve l’ordre du treillis 0 des sous-ensembles de N = {1,2,. . .) (ordonne par 

1 *inclusion) dans 1. En 1959, Janov et Mucnik ont montré que pour k > 2, L. pos- 

sède un intervalle large. Un des exemples est 1 ‘intervalle CE,FI engendré par les 

clones de toutes les opérations qui préservent la relation 

‘n = (Bn\{O,ljn) U I(x, ,..., xn) E {O,l}“: xl + . . . t xn = 11, (n = 1,2 ,... ). 

Nous décrivons tous les clones dans cet intervalle et nous trouvons un clone T tel 

que CE,TI est booléen, c ‘est-à-dire isomorphe à P en tant que treillis. 

1. Introduction 

Pour les notions requises d’Algkbre Universelle, nous référons le lecteur 

à l’article Famue 4Wge de &onti acctr un utive~b hini, qui a paru dans ce même 

journal. 

Depuis le travail de Janov et Mucnik Cl11 (1959), on sait qu’il existe 2 NO 

clones sur tout univers fini à plus de 2 éléments (alors que sur un univers à 2 élé- 

ments, ceux-ci sont en nombre dénombrable et complètement décrits par E. Post WI). 

Dans cet article, nous nous penchons sur deux problèmes: 

1) Dans l’exemple de Janov et MuEnik apparaît un ensemble dénombrable de 

clones W., 
1 

i E N) où N = {1,2 ,... 1 tel que pour tous X,Y 5 N, 

Il Ci 
ieX = ” 5 <=’ ’ = Y j EY 

(voir le Lemme 7) qui induit une famille de 2 Ho clones. Qu 1 est -ce qu ’ on peut 

dire de l’ensemble C = { n Ci: X c NI? Est-ce que C est un sous-treillis de LB - 
i.cX 

ou encore un intervalle de LB? Pour montrer que la réponse est négative, nous 

faisons bien plus en déterminant la structure de l’intervalle 1 = CE,FI LB 

engendré par c. (Cette partie est plutôt technique et est basée sur la description 

relationnelle des clones). 
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2) Un isomorphisme d?ordre (ou plongement) du treillis 0 = (P(N),:) 

(des sous-ensembles de N) dans LB est implicite dans Janov et MuEnik. La ques- 

tion se pose: Existe-t-il un tel isomorphisme d'ordre de p dans un intervalle de 

LB, i.e, est-ce que LB possède un intervalle qui est une copie de P? Nous répon- 

dons par l'affirmative, en effet cet intervalle est CE,TI. 

2. Opérations f n' relations p, et lemmes techniques 

Rappelons que pour un entier k > 2, nous considérons l'univers 

Io ,...,k-1), où l'élément k-l est dénoté par Pour tout entier 

m 

'rn - = (Bm\2m) U ((xl,...,xm) E 2m: c xi = l}, - 
i=l 

où la somme est l'addition ordinaire des entiers, et on définit sur 

tions n-aires suivantes: 

n 
(0 si 1 x.=1 

fn(X1> . . ..Xn) = 
i 

i=l ' 
00 sinon. 

Pour X c N = {l,Z,...}, on pose - 

x(x) := n 
icN\X 

'01 Pi, 

la correspondance 

des clones 

est une application monotone de 

(voir Cl11 et C18I). 

(P(N) 9 => - 

B =k= - 

m 2 1, on 

les opéra- 

dans le treillis 

La question se pose: Quelle est la structure de l'intervalle CM,NI dans 

LB Où M = x;N X(X) et N = v x(X)? 
XcN - - 

NOUS allons déterminer cet intervalle. 

LEMME i [18, p. 1721. Sui.2 Cm := Pol P,, m 2 1. A~WU 

fnECm+=>n+m. 0 
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Les trois prochains lemmes sont techniques, et seront très utiles par la 

suite. 

Soit h un entier positif et H = {l,...,h), q une application non dé- 

croissante de dans (i.e. 1 5: ~p (1) I . . . 5 cp (a) 5 hl. On dit que 

-1 
cp est ptLMQUtZ htj&Xve si 19 (i)[ > 1 pour au plus un i E H. 

Soit s := IIWJI = {sl,...,su) où 1 I sl I . . . 5 su 5 h (ici u = IIm CPI). 

Pour lsj<u et b>u, On définit Une applkation qb de (1 ,...,b} sur S 
j 

comme suit: 

On pose C = b-u et 

1 i pour i = l,...,j-1 

'pb (i) := j pour i = j,...,j+c 
j 

i-c pour i = jtc+l,...,b. 

11 est clair que qb est presque injective (car 
j 

[q$(j)l = C+l et 
j 

pour i E S\{jl). 

Un exemple suit la démonstration du Lemme 2. 

LEMME 2. Suit cp : (l,...,a) -+ H une appkXcatLon non dQ’crto.h~ante e-t non 

pk~que tijetive, S = Im cp, J = is E S, I&s)[ >l) et b > [SI. A&&h POU~~ 

titi (x,,...,x,) E Bh 

(1) (X 9**=9 xq(a)) E pa +=’ cxrçb (l)>“‘>x<pb (b)) E Pb pum ‘ud j E Jo 
j j 

DEMONSTRATION. Si pour au moins un s E S, on a X 
S 

4 2 -, il est clair que les deux 

côtés de (1) sont vérifiés, et par conséquent on suppose que X s E 2, pour tout 

s E s. 

a 
Soit (x 

<o(l) 9...,xQ(a) ) E p,. Alors 1 x 

-1 
i=l (rCi) 

= 1, c'est-à-dire qu'il 

a existe un unique s E S tel que cp (s) est un singleton et xs = 1, tandis que 

Xt = 0 pour tout t E S\k). Soit j E J, par la construction de qb on a 
j 



= 1 et donc 

b 

i=l "pb 1 Cl) = " 
j 
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i.e. (x 
'Pb (1)9".>x~b cb) ) E+, ce qui démontre que le côté droit de (1) est vrai. 

j j 
La réciproque se fait de façon analogue. 0 

EXEMPLE 1. Soit cp : il,...,51 -+ {1,...,5) définie par Tab. 1. 

X 12 3 4 5 6 

cp(x).l 1 2 3 3 - 

'pg (x) 1 1 1 1 2 3 
1 

'p6 (x) 1 2 3 3 3 3 
3 

Tab. 1 

(i.e. <p(l) = ~(2) = 1, q(3) = 2, ~(4) = C~(S) = 3). Dans les conditions du 

Lemme 2, 

S = {1,2,3) et J = (1,3}. 

On pose b = 6. Alors c = 6-3 = 3 et les applications ~p 
% 

et 06 sont données 
3 

par Tab. 1. Du Lemme 2, on déduit que 

LEMIME 3. SaLt cp : {l,...,a) + H ti $ : {l,...,d) + H non cf~c’m~~ati~. 

Suppobanb S = Imcp 2 Irnq =T, ti [&'(t)[ = 1, patcrt Jtati t E T ti hoti - 

b > [Imcp[. Si (x1,.*.,x,) E Bh U/t: 2k.t que (x 
WI #**'9 x,J,(d)) E Pd, atotta pocLtL 

&ut j E S\T 

(2) (X dl) 9”.9 xq(a)) 6 Pa <=’ (x 
(!j,. (l) ’  l  ’  l  ’  

xqb (b)) ' 'b' 
3 j 

DÉMONSTRATION. Comme dans la preuve du Lemme 2, on suppose que xs E 2 pour tout - 

s E s. 

- ‘ ,  
,- 
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j E S\T 

Puisque 

Soit (x 
‘Pb (1) ’  l  l  l sx’pb (b) ) E ob pour tout j E S\T, donc pour tout 

i i 

j”il( > j j 

b 

> 1, Féquation (3) implique que ‘j = 0. 

D'autre part, par construction, ($'(t)l = 1 pour tout t E T, et ainsi 

l'équation (3) est réduite à 1 x, = 1. 
j 

Or d'après l'hypothèse, pour tout t c T, 

l'élément Xt apparaît une seule fois parmi x~(l),'.',X~(a)' et puisque ‘j = 0 

pour j E S\T on a 

a 
c &l '@) = tET Xt = " c 

ce qui démontre que (X 
Q(l) 

9".9 
axQ (4 1 6 P,. Réciproquement si 

(X cp(l) '".'x~(a) > E P,, on a 1 X i-1 cp(i) 
= 1. 

Il en découle que 1 xs = 1 (puisque xs = 0 si [q?(s)[ > 1). D*une 
ses 

façon analogue a la première partie de la preuve, on déduit de l'hypothèse 

s*-*> x$,(d)) E Pd que 1 xt = 1, ce qui implique que x. = 0 pour tout 

tcT b 3 
j E S\T, et alors il est facile de voir que 1 X = 1, donc pour tout 

czl qb ('1 ; 
j E S\T, J 

(X ‘Pb (l)>“*‘x@b cb) > E Pb’ 0 

j j 

EXEMPLE 2. Soit $ définie par Tab. 2. 

X 

wd 

CD(x) 

'PT (x> 
4 

(p75(x) 

12 3 4 5 6 7 
- 

11223-- 

12344s- 

1 2 3 5 

12 3 4 s s 5 

Tab. 2 
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Dans les conditions du Lemme 3, T = { 1,2,3} c S = { 1,. . . ,5). On pose b = 7, 

c= 7-5= 2, alors cp 
74 

et ‘p7 sont celles de Tab. 2. On suppose que 
5 

(Xl,Xl’X2’X2’X3) E PS et l’on a 

LEMME 4. SaU ~p : { 1,. . . ,u) -+ H hMjec&Lve non dkmhnatie et 

$J 
. . Il ,...,j} + H nun d&xuiuatie M!A que Im tc) = Im cp . A&U 

(4) ‘x~(l)“o*~x~(U)) ’ PU et (x$(l)>***9xJl(j)) ’  Pj ‘= ’  (‘~(l),*~‘,‘~(j)) ’  Pj' 

DÉMONSTRATION. Il suffit de démontrer ( <= ) . 

On pose S := Im cp. Il n’y a rien à démontrer si xs 4 2 pour un s E S. 

Supposons donc que 
(xq,(l) 3. l  l ,XJl(j)) E Pj n  

j 
2 l  Donc 

. 
m=l xvm = l* E 

Comme dans la preuve du Lemme 3, on déduit que c x5 = 1. or est une bijec- 
U ses - 

tion de (1 ,...,d dans S, et alors 1 x 
t-l cpw = 1 xs 

= 1, ce qui démontre que 
sd3 

(X ~(l)““‘x~(u) > E Pu* cl 

EXEMPLE 3. Soit cp et $J définies par Tab. 3. 

Tab. 3 

Le Lemme 4 dit que 

(x1’X2’X~l E P3 et (Xl,Xl,X2,x2,X3) E Pg ‘==’ (X19X19X29X29X3) E PS* 

Soit 1: une relation h-aire sans répétition, I un ensemble non vide tel que 

n Pol p. c Pol r. 
l- 

Tout d’abord, nous allons déterminer la forme de r . Pour 
ix1 



218 

cela, nous aurons besoin de la formulation suivante: 

Soit H = 11 , . . .,h} un ensemble fini non vide et @ un ensemble d’appli- 

cations cp : El,. . .>a,p) + H. Si 

r= I(x h . 
1 ,...,xh) E B . (x 

<P (1) 9.“) ‘q(a.$) pour tout cp E Cp}, 

nous dirons alors que @ détermine ‘I:. 

EXEMPLE 4. 
.L 

X 

cD1bo 

‘02 (xl 

(P3w 

cp,(x) 

où les 

1 2 3 4 

sont données par Tab. 4. 

3 4 - - 

1 2 3 - 

2 3 4 - 

1 1 2 2 

Tab. 4 

(ici a =2, a = a Alors la relation 
‘pl @2 q3 

=3, a 
(p4 

= 4). 

r= {(x 1,X2,X3,X4) : (X39X4) E P-29 (Xl>X2>X3) E 039 

(X2,X3*X4) E Pg, (Xl’Xl’X2’X2) E 041 

est déterminée par 0. 

En utilisant les Lemmes 2 à 4, nous montrons que, sans perdre de généralité, 

nous pouvons restreindre cp à un type assez particulier. 

DÉFINITION. Soit p une relation h-aire. On dit que p est ;to;tak.meti 

&p&tk~ue si, pour tout (xl90 . . ,xh) E P et pour toute permutat ion s de 

11 ,...,h), (Xs(~)‘.“‘xs(h)) E p- 

Tout d’abord, dû au fait que les relations 

symétriques, nous pouvons supposer que toute 

%. (i 2 1) sont t ot a1 ement 

est non décroissante. 
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DEFINITION. 1) cpc@ est dite ntivtim&e pour @ sipourtout qc@ 

2) est dite hdth~&~e pour si elle est injective et minimale. 

Ce qui suit est la forme normale de ‘1:. 

m := max{[Im cp[ : <p E @\A). 

DÉMONSTRATION. Soit CP E Q> tel que a < b ou tel que cp n’est pas presque in- 
cp 

j ective. Par le Lemme 2, la relation 7: est déterminée par: 

0’ = {@\{Cp)) u (“b , j E J) 
j 

Où J ‘b. sont définis au Lemme 2 et ce qui le précède. 
J 

chaque ‘Pb : {l,...,b} -t H est presque inj ective et satisfait 
j 

1 Im (pb 1 = 1 Irn q 1 ’ 
j 

En répétant ce processus, on aboutit à un ensemble n 

Il est clair que 

tel que r est dé- 

terminée par Acrr et toutes les applications non inj ectives de II satisfont 

(21 . Supposons que est inj ective et que Im 9 C Imcp pourun $~l?. On 

pose 



De même ici, toutes les ‘pb sont presque inj ect ives et satisfont (2) . On répète 
j 

ce processus jusqu’à obtenir un ensemble M tel que: 

a) ‘I: est déterminée par M, 

Cl toutes les applications non inj ectives de M satisfont (2)) 

dl il nOexiste pas d’application injective q E M tel que Im $ C Im cp - 

pour un $J E M. 

Finalement 9 soit cp E M, cp inject ive et soit Imcp = Im $J pour un rl) E M, 

9 + CPS Par le Lemme 4, on peut éliminer (9, i.e. la relation T est déterminée 

par MPI. On peut ainsi aboutir à un ensemble Y, vérifiant a), b) , c) , d) et 

la condition suivante: 

e) pour toutes applications cp et $ E Y, 9 inj ective, on a 

Imcp = Im$=> cp = $. 

Soit alors aeY ne satisfaisant pas (2) . Alors 

Im f3 c Im a => (3 = B - pour tout f3 E Y. 

Par la construction, tout 

est inj ective et 

satisfait (2) et 

cp E @, il en découle que a est intrinsèque pour 

Im y = Im cp 

0, i.e. ctEA.0 

DÉFINITION. Soit h 2 1. On pose 

ah = {( X1,“-,Xh) c  B 

h . 
l  (X1’X1’X2’“‘,Xh) ’  Ph+l 

Ona 

LEmE 6. 1) ?‘uu~ t>hrl,ti lrjrh, 

ah = {( x1 ,..., xh) : (x2 ,..., xj_l,x1,,..,xl,xj ,..., 

2) 

(61 Pol a2 2 Pol a3 3 . . . . 

pour un 

DÉMONSTRATION. 1) Découle du Lemme 2 et de la symétrie totale de Q. 
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2) Soit h > 1. On a 

(ceci est un cas particulier du Lemme 2) . 

Démontrons que l’inclusion est stricte: 

et 

On définit une opération h-aire 

Il en découle que 

f Par 

Pol o2 ’ Pol CI 32”’ . 

f(O,O ,..., 0) = f(l,O ,..., 0) = f(O,l,O )..., 0) = f(O,O,...,l) = 0 

f(x) = 00 - 

Nous montrons que f E Pol oh\Pol oh+l. Vu que les vecteurs colonnes 

(O~l~O~~~~~O)T~(O~O~l~~~~~O)T~~~~~(O~O~~~~~O~l)T appartiennent à oh+1 et que le 

vecteur colonne ULO , . . . ,o)T qui est formé par les valeurs de f n’appartient pas 

’ oh+l’ on déduit que f 4 Pol oh+l. on montre que f 6 Pol oh’ Soit x := (xij) 

une matrice h x h SU?T B tel que (f(x,,), . . ..f(Xh*)) 4 oh. Alors f($) = . . . 
h 

= fIx,*) = 0, donc ri = 1 xij 5 1, pour tout i = l,... ,h. 
j=l 

Il en découle que x.. E tO,l) pour tout i E {l,...,h) et j E (I,...,h). 
13 h 

Si 1 ‘une des colonnes a pour somme ci = 1 x. . 
1J 

+ 1, le résultat est démontré 
i=l 

puisque (‘lj, “’ ,Xhj) 8 oh’ On peut donc supposer que cl = . . . = Ch = 1. Ainsi 

la matrice X cent ient exactement h éléments 

rh = 1, c’est-à-dire x =l ij pour (un unique) 

1 et par conséquent 

1 5 j I h, et alors 

rl = . . . = 

(X lj ’ ““xhj 
oh, donc f E Pol oh. 0 

Nous aurons besoin du lemme suivant: 

LEMME 7. Soi/t x et Y deux Aou-evmmb.kh de N = {1,2,3,. . .) Abu .* 

n Polp 
X5 

n Pol py <=> x -7 Y. 0 - 
xcx YCY 



(7’) T = 1 (Xl ,...,xh) E B h . . 
‘“cp (1) s’**B 

(8) POlTC n ‘Olpi* 
iCI 

DÉMONSTRATION. D’après le Lemme 5, on peut supposer que @ a la forme décrite dans 

ce lemme, c’est-à-dire que tout cp E B! non intrinsèque est une application presque 

inj ective de 

que pour 

H, où b est tel que défini au Lemme 5. 

Soit i E 1 (voir (7)). Alors i = [ Im ri pour un r E @, r intrinsè- 

0. 

(9) x := Xr(l)9”‘9xr(i) 1 ’ (X x ) l’*‘*’ h 

et on montre que X = p.. 
1 

D’abord 1 5 pi Car, pour (xl,-- l ,x$ E L par (7’) on a 

(X r(l) 9 l  l  l  jXr(i) 1 ' Pi' Pour montrer que pi C X, on considère - (y,, . . . ,yi) E pi 

arbitraire. On pose . z r(j) = Yj Pour 3 = 1 9’**9 i et 2 m = 00 pour tout 

m E H\Im r, et on montre que (zlsq .. ,zh) c ‘I:. En effet, soit 9~ @\h), 

$J : (1 ,...,p} -+ H. Puisque r est intrins’eque on a que Im Q Q Im r - et par consé- 

quent il existe un m E Im q\Im r. Il en résulte que zm = 00, donc 

(z$(l) s**** Q(P)) E pP 
et par (7’) on a (zl,qea9zh) c T et (yl,...,yi) = 

(2 r(l) 9.**3 ‘r(i) > E x, Ce qui prouve que pi 2 X et donc pi = X . 

Par (9)) on a que Pol T 2 Pol X = Pol pi, et puisque i E 1 est considéré 

arbitraire, (8) est démontré. 0 

Par définition, n Poip.=o. 
ia$ 1 

LEMME 9. 

(10) M { .- .- Im 

Q, 1 T comme danA .& Lemme 8. Si. 

nun-hzjetive. ti mhùmal~ pot& 
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Pol '1: c Pol om+l. - 

DÉMONSTRATION. D'après le Lemme 5, on peut supposer que chaque 1-1 E M est presque 

injective. Ilyaun ~EM, u :{l,...,b}+H, v non injective et minimale tel 

que m = IIrn~i. Il existe un unique s E Im u tel que T := 1-1 -1 (s) satisfait 

t= IT[ > 1. On pose 

T = {d,d+l,...,d+t-11, c = b-t+2 

et on définit v : (l,...,c) -+ H Par 

v 00 = p(x) si 1 5 x 5 d+l et v(x) = u(x+t-2) sinon 

(on remarque que Imv = Imp). On pose 

x = {(x v(l) se*‘9 xv(c) : (X x ) l’***’ h E TL 

D*une manière analogue à la preuve du Lemme 8, on montre que x = CI 
CO 

Soit (~~,...,y,) EX. Alors yi = x 
v(i) 

(i = 1 ,...,c) pour un certain 

(X 1 ,...,xh) E T. La condition en (5) appliquée à 1-1 dit que 

(Y 1 ,...,yd-l'Yd'"*'yd'yd+l'""y,) ' Pb- Par le Lemme 6 on déduit que 

(Y 1 9 l  ‘* ,Y,> E (JC 
ce qui démontre que Xca - C0 

Pour l'inclusion inverse, soit (yl,...,yc) E oc. On pose 'v(i) = yi 

pour i = l,...,c, et z. = 00 sinon. D'abord 
3 

(z 
P(l) 

s-*.9 z~(~)) E p, d'après le 

Lemme 6. Soit $ E Q\(u). Par la minimalité de p on a Im $ $ Im p, et donc il 

existe q(i) 4 Im 1-1. VU que Z~(i> = Y on déduit que ~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 6 Par 

ce qui prouve que (z 1 ,...,z ) E T. et donc h (y ,...,Y~) EX. 1 Ainsi oc c h, i.e. - 

CT 
C 

= A. De (11) on déduit que Pol 'c c Pol X = Pol oc. c] - 

Le lemme suivant relie ob et ob 1' 

LEMME 10. su/i/z: $ : (I,...,b) + H pmmp.~e i.njetive main nun hzjecthe. 

A&ottn Lt exdte $' : {l,...,b-1) + H ct& que 
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POUJL tauA xl,...,xb E B. 0 

Soit P un ensemble d’entiers positifs. Alors max P est le plus grand 

élément de P si 0 < /PI < Ho, max P = 0 si P = 4 et max P = Ho si P est 

infini. 

COROLLAIRE 11. Sou Q,, 1, M, m ti ‘I: comt,e dati Le fmme 8. Un pobe 

i := max 1 Iz/t n := max{ IIm cpi, q E a, cp non-tijec/tiv& MOU 

11 

i>n => Pol ‘1: = n ~01 P.. 
k 1 1 

2) 

(13) m =n2i => Pol “c = Polamn (n POIPj). 
jd 

DÉMOhJSTRATWiV. 1) Soit i > n. On peut choisir b = i et supposer que @ a la 

forme décrite au Lemme 5. Ainsi toutes les conditions en (5) sont exprimées en ter- 

mes de p j pour jEI,donc n Pol Q . c Pol T, 
jd J- 

et le Lemme 8 achève la preuve 

de (12). 

2) Pour démontrer (13), soit m = n i? .i. et on choisit b = m+l . Par le 

Lemme 5 on peut supposer que tout q E Cp non intrinsèque est une application pres- 

que in j ective, mais non injective de (1, . . .,m+l) -+ H. Par le Lemme 6 on peut rem- 

placer toute condition (x 
CPU) 9.0.9 ‘q(m+l)) ’ ‘m-t1 par la condition 

(xV(l) )***a 
xv (ml 

)Ca où v m est une application appropriée (pas nécessairement 

non décroissante). Ainsi ‘2: est déterminée par o et (o., m J 
j c 11, donc 

Pol Om n ( fl Pol Pj) c Pol T. - 
je1 

L’inclusion inverse a été démontrée au Lemme 9 et on a donc égalité. C 

EXEMPLE 12. Soit ‘I: = ~(xl,x2,x3,x4) : (x1,x,) E p2, (x2,x2,x3) E P39 

(x2,x2,x4) E P3’ (x29x49x4) E P3’ (x3,x3,x4) E p,}. Alors @ = $,.. .,cp,} où 

les ‘pi sont données par le Tab. 5: 
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X 
I 

'p1 'p2 'p3 'p4 'pg 

11 2 2 2 3 
Tab. 5 

2 2 2 2 4 3 

3- 3 4 4 4 

Dans ce cas, I = {2}, M = (2) et donc m = n = i = 2. Par (13) on a que 

Pol T = Pol a2 n Pol p2. 

REMARQUE. Soit 'I: déterminée par @. Qn suppose que T est donnée mais 

qu'aucune information au sujet de @ ne soit disponible. Soit 

et soit 

s = Isl,..., st) où 15s <...<s <h 1 t 

as  = 

t . 
xsl$. . . ,xst)  E 2. l  (xl,...>xh) E T, x j  =O”# pour tout j E H\S). 

Qn dit que S est a;trLing& pour 'I: si [asI < zt. Il est facile de voir que les 

ensembles astringents minimaux (pour 5 ) S avec Isl = bsl = t > 0, correspon- 

dent exactement aux applications intrinsèques vs (définies par vs(i) = si pour 

i=l ,...,t). 

LEMME 14. So&t Y + 4 un ememb&e d’hzdic~, uy c N Paul tati y E Y, - 

tid0ti U= n U. 
yéy y 

Si max U 2 max Uz pOuA un z E Y, deohb 

(14) V ( n Pol PJ = n Pol p 
ye.Y udJy UdJ 

If 

CL e sup est dans le treillis des clones). 0 

L'équation (14) n'est pas nécessairement vraie dans d'autres cas: 

EXEMPLE. Soit U1 = (31, U2 = 14). Alors Pol o2 7 Pol p3 V Pol pq - 

(ici U = $). B 



3. Intervalle booléen de clones 

DÉFINITION 16. Soit E et F des clones sur B, E c F. On dit que 

l'intervalle CE,FI (du treillis des clones LB sur B) est bu&& s'il est iso- 

morphe (en tant que treillis) au treillis 0 des sous-ensembles de N (ordonné par 

l'inclusion). 

On pose 

(1s) 

00 
E= n" Pol p., F = 

i=l 1 
v Pol pi. 

i=l 

La correspondance 

x= p -> CE,FI 

X---+X(X) = n Polp. 
j cN\X J 

est un plongement (par rapport à l'ordre de p>. Cependant X n'est pas surjective 

et x(O) n'est pas un sous-treillis de LB (voir la Remarque 21). Par conséquent, 

X ne peut être utilisée pour montrer que Vintervalle CE,FI est booléen. Nous 

allons y remédier en modifiant X. 

X c N. - 

NOTATION 17. 

Notre but est de trouver un clone 

Soit T un clone. 

sur un intervalle de 

MotlA 

LB' 

On note 

T 

XT (‘1 = T n X(X) pour tout 

tel que xT est une bijection de 

a3 00 

THÉORÈME 18. S&ix E = n Pol pi ,ti T = n Pol a . ch PU442 
i=l m=2 m 

XT’ - l  P -+ CE,FI 

’ + x,(x> =Tn( n 
xcN\X 

Pol P,) * 

(P(N) SC> - (de4 &XL&-eMnembLea de NJ 

autr Kinttiv&e CE,TI du JtrtG,Uh du duna. Vanc CE,TI eH un ,trtekU% boa- 

&%z et A%.& tione C tic E eZ T tilt de lea Bo&rne T n ( n Pol p ) 
X 

puuh un 
xcx 

unique X‘N. - 
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DÉMONSTRATION. soit r une relation h-aire sans répétition tel que EC Pol T. - 

Alors ‘I: est construite par les relations pi (i = 2,3,...). Par le Lemme 5 la 

relation T est déterminée par une famille Q tel que toute application non intrin- 

sèque de est une application presque injective de (1 ,...,b) dans H = {l ,...,h). 

Si 1 = IIIm ~1, r intrinsèque pour Q), on a par le Lemme 8 que 

Tn Pol~c_Tn (’ POlpi). 
ic1 

Soit + une application non intrinsèque de @. Alors 9 : ( 1,. . . ,b) + H 

est presque inj ective. Nous savons par le Lemme 10 qu’il existe 

+J 1 . 
. 11 , . . . ,b-1) -+ H 

tel que 

Il est facile de voir que ‘f peut être construite par les relations fX, i E 1 
00 1 

et ‘b-1 l  

Puisque T = n 
m=2 

Pol am, on a que T n ( 0 Pol pi) c Pol T et donc - 
iE1 .’ 

T n Pol T c T fi ( n Pol pi) c T fl Pol T. - - 
ic1 

Donc T n Pol ‘I: = T Il ( n Pol pi). 
ici: 

Ainsi l’intervalle [E,TI est inf-engendré par le clone T n Pol ‘I: avec 

E c Pol ‘I: - (i.e. tout clone dans cet intervalle est de la forme T n ( Il Pol -r) 
WR 

où R est un ensemble de relations finitaires ‘L: sur B tel que E C Pol T) . - 

On a donc démontré que chaque clone dans l’intervalle CE,TI est de la 

forme T n ( n Pol p,) , en d *autres termes 
xcx 

xT est surjective. On a vu au début 

de la Section 2 que x est croissante, donc xT l’est aussi; reste à montrer 

qu’elle est injective. 

On montre d’abord que fm E T, pour tout m 2 1 (les fm ont été définies 

à la Section 2). Pour montrer que fm E Pol on, on considère une matrice A = Caij 1 

de type n x m et on suppose que le vecteur 
(f,(A1*) 9  l  l  l  9  

fm(An*)) (des valeurs 

de f sur les lignes de A) n’appartient pas 3 On. 
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Alors fn(Ai*) + 00 pour i = 19...,n, donc par la définition de fn, 
n 

f CAi*) n 
= 0 pour i = l,...,n. Par la définition de fn on a 1 aij = 1, . -n- 1 

J-A 
i = l,...,n. Alors il existe un t tel que ait = 1. Comme a. E {O,l), pour 

3t 

j = 2 Y***9 n, ceci montre que A*t = (ait 8***# a nt > B CT n (autrement, par la défini- 

tion de an on aurait (l,l,a2ta...,ant) E pnfl ce qui est impossible). Ainsi 

fm E T, Vm 2 1. Pour achever la démonstration, on considère X, Xt c N et - 

n E X\X'. 

Par le Lemme 1 et ce qui vient d'être démontré, fncTn( n 
xcN\ X 

Pol Px) 

tandis que fn 4 T n ( n ce qui prouve que 
xcN\X' 

Pol px), donc n f E X,(x)\X,(X'> 

XT est injective. [3 

La remarque suivante est bien connue. 

REMARQUE 19. On considère P(N) ordonné par l'inclusion. Alors P(N) 

admet une antichaîne et une chaîne qui sont de cardinalité la puissance du continu. 

COROLLAIRE 20. L’itiahmUe CE,TI acheZ une cha.Zne et une antichtine de 

CtiWE 2 HO . 

REMARQUE 21. X n'est pas une application surjective de p sur CET]. 

DÉMONSTRATION. Similaire à celle de la Remarque 7 de C221. 0 
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