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PROPRIETES ET THEOREMES DE CONVERGENCE
POUR UNE INTEGRALE DE TYPE RIEMANN GENERALISEE*

J. Dubois et A. M’Khalfi

Abstract

In this paper we show that the integral we have defined in [2] is absolutely
continuous, countably additive and has the restriction property. Furthermore, we
prove two convergence results for this integral; one of which being a dominated con-

vergence theorem.

Résumé

Dans ce travail nous montrons que 1l'intégrale que nous avons introduite
dans [2] posséde toutes les propriétés désirées: propriétés de restriction, d'addi-
tivité, de continuité absolue et d'additivité dénombrable. De plus, nous &tablis-
sons deux théor&mes de convergence pour cette intégrale dont en particulier un théo-

réme de convergence dominée.

1. Introduction

Dans [2] nous avons introduit une nouvelle définition pour 1'inté&gration
des fonctions définies sur un intervalle de R et i valeurs dans un espace de
Banach. Nous y sommes arrivés en combinant deux approches différentes; une appro-
che initiée par J. Kurzweil [5] et R. Henstock [3,4] basée sur la notion de jauge
et une approche due d R.S. Phillips [8] basée sur la notion de série approximative-

ment inconditionnellement sommable. Nous avons ainsi obtenu une classe de fonctions
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contenant la classe des fonctions intégrables au sens de Birkhoff [1]. Dans ce tra-
vail, nous poursuivons 1'étude de cette intégrale en y €tablissant les principales

propri&tés et certains théorémes de convergence.

C'est ainsi qu'd la Section 2 nous montrons que 1l'intégrale ainsi définie
posséde toutes les bonnes propriétés habituellement désirées: celles de restriction,
d'additivité, de continuité absolue et de 0-additivité., Par la suite, dans la der-
niére section, nous &tablissons un théor&me de convergence dominée ainsi qu'un autre
théoréme de convergence valable dans le cas ol 1'intervalle de définition de la
suite de fonctions intégrables est de mesure finie et qui, dans ce cas, est une gé-

néralisation du thé€oréme de la convergence dominée.

Nous sommes conscients qu'il est possible d'€tendre cette théorie sans trop
de complications au cas des fonctions définies sur un intervalle de R" et 3 va-
leurs dans un espace localement convexe complet. D'ailleurs les preuves que nous
allons présenter sont congues dans cet esprit. Signalons également qu'une grande
partie des démonstrations que nous allons présenter sont des adaptations et des gé-
néralisations des démonstrations de résultats correspondants pour 1'intégrale i la

Kurzweil-Henstock (telles qu'on les retrouve dans [6] ou [7] par exemple) tandis que

d'autres sont des adaptations de démonstrations que l'on retrouve dans Phillips [8].

Les notations utilisées dans ce travail sont tout 3 fait cohérentes avec
celles qui ont &té introduites dans [2]. Ainsi:
* X dénotera un espace de Banach réel ou complexe avec norme | .|,
. S,S',Sl,S2 dénoteront des intervalles de R,

* M(S) (simplement M lorsqu'aucune confusion ne sera possible) dénotera

la classe des ensembles (Lebesgue-) mesurables de S,
«si EeM, L(E) dénotera la mesure de Lebesgue de E,

. D,D',Dl,Dz représenteront des divisions étiquetées (voir définition 1 de
[2]1) de S et nous noterons toujours D = {(zi,Ji)}, AN {(zi,Ji)},

11
D, = {(zi,Ji)}, etc.,
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° Y,Y',YI,YZ représenteront des jauges de S (voir dé&finition 2 de [2]),

- D étant un ensemble dénombrable (ou fini), F(D) dénotera 1l'ensemble des
parties finies de D, ordonné par inclusion et H,H',Hl,HZ,H(D),Hl(D),... représen-
teront des éléments de F(D). Le plus souvent D sera une division étiquetée D
et ainsi lorsque nous &crirons II > (D), il sera implicite que Il € F(D),

(D) ¢ F(D) et que nous avons II > (D).

De méme si D et D' sont deux ensembles dénombrables, on notera par
nm,b"), Hl(D,D'),... des éléments de F(D) x F(D'). Ainsi lorsque D' et D
seront deux divisions &tiquetées et que nous écrirons (HI’HZ) > I(',0"), il sera
implicite que I(D',D") = (II',I") ou II' € F(D'), II" e F(O™M), Hl e F(D"y,

>, I, >,

I, e FO") et que I )

1

« étant donnée une fonction f: S »> X, la somme de Riemann formelle associée
a f et D={(z;,J;)} sera notée Z £(z;)L0;) = g £(z)LJ) = % £(0). D'autre
part, si II € F(D) il est clair que %lf(v) dénotera 1'élément de X défini par
n

f(zik)L(Jik) od les z, et les J, sont tels que I = {(zi D PR

k=1 k k 1 1

(zin,Jin)},

* si A est un sous-ensemble d'un espace topologique nous noterons comme i
1'accoutumée par A 1la fermeture de A, par °A son intérieur, par 9A sa fron-

tiére et par CA le complémentaire de A.

Avant de d&buter, il est en outre essentiel de rappeler ici la définition
centrale de [2]. Une fonction f: S » X est dite {ntégrable sur S s'il existe
un €lément de X noté f f vérifiant la propriété suivante: Ve > 0, 3y une
jauge sur S telle que pzur toute division &tiquetée D de S plus fine que Y,

M e F(D) satisfaisant |} £(0) - f fll <e, VI>1.
I s

De méme il est tr&s important de signaler que lorsque nous dirons qu'une
fonction est intégrable nous entendrons toujours 1'intégrabilité dans le sens de
cette définition que nous venons de rappeler. Lorsqu'il s'agira d'une autre inté-
grale nous le préciserons explicitement. Enfin rappelons que D est dite plus fine

que Y (ou Yy-fine) si (z,J) € D= J ¢ y(z).
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2. Propriétés principales de 1'intégrale

Dans cette section nous montrerons que l'intégrale introduite dans [ 2] pos-

séde toutes les propriétés désirées d'une intégrale.

LEMME 1. Soit S'c S et s0it v une jauge sur S telle que pour toutes
divisions étiquetées D et D' de S plus fines que Y ona que ) £(0) et
%’ £(0') sont inconditionnellement proches rnelativement & € > 0. AZonb, pour
toutes divisions Ctiquetées E et E' de S' plus fines que Ylg, ona que
% f(E) et é' £(E') sont aussdi inconditionnellement proches relativement a .

n QTN AMT AN D cmm o b el P TIPS | e et r oy r R IR I S S S
DENMUNOIRAL LUN rosvuins Y =9 ls' cL \ Y IS—S' cL S01L (= cL S acsds divisSions
étiquetées de S' plus fines que Y'., Puisque S-S' est une réunion d'au plus

deux intervalles disjoints, on peut choisir une division étiquetée C de S-S' qui
est plus fine que Y'". Posons D =EUC et D' =E'"UC;ce sont deux divisions
étiquetées de S plus fines que Y. Par hypothése, il existe I (D,D') =

(Im@o),n(P')) tel que:

V(L) 2 N@,0') ona |F £D) -] £0)] <e.
I i
1 2
Posons II(E,E') = (I(P) N E, I(P') N E"), IN(D,0') - N(E,E") = (ﬁi,ﬁé) et
m* = T, UT,. Remarquons qu'alors ] £(D) =] £(D') et donc si (I',I") = II(E,E")
1V £, L,
I O£ -

il vient: ||J £(E) - ] f£(EN| = | T OfODl <e. O
II' ]‘[n ]'[ IUH *

I

Le lemme précédent et le théoréme 3 de [2] nous permettent alors d'obtenir

la proposition suivante:

PROPOSITION 1 (propriété de restriction). S{ S' est un sous-intervalle

de S et si f est intégrnable sun S, alorns £ est intéghable sur S'.

PROPOSITION 2. Si f est intégrable sun S, continue d droite en z, €S,

alorns lim 1

lin, £=£(z).

I[zo,zo+h]

DEMONSTRATION. Soit € > 0. Prenons & > 0 tel que
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zeS et 0<z-z <§ = Hf(z)-f(zo)” < g/2.

Pour h quelconque, 0 < h< §, la fonction z+ 1/h (f(z)—f(zo)) étant intégrable
sur [zo,zo+h] (prop. 4 de [2] et prop. 1) prenons Y une jauge sur [zo,zo+h],

D = {(zi,Ji)} y-fine et IN(P) tels que

(£(z;)-£(z)) (£-£(z))
() ——T—L(J.)-[ — <e/2.
nw) 1 [z ,z +h]
I1 suit que:
f-f(z ) £f(z.)-f(z)
I|H £ - £z )l < llf — - LIl
[zo,zo+h] [zo,zo+h] no)
£(z.)-£(z )l
+ — 5 LUy
)
L(J;)
<€/2+€f2 ] —=<e. 0
n)

PROPOSITION 3. S4 S = S1 U S2 od Sl n S2 =P et si £ est intégrable

et S, alorns £ est intégrable sur S et on a:
I f = I f+ J f.
S S S

DEMONSTRATION. Soit z, 1'unique point de BSl n 852 que l'on peut supposer ap-

st chacun des intervalles S,

partenant & S,. On remarquera que f est intégrable sur §; =58 U {z } et que

Lol

1

Soit € > 0. f @&tant intégrable sur S (respectivement S,), le théoréme
3 de [2] nous assure qu'il existe Y, (respectivement Yz) des jauges sur Si et
S, telles que: Yo, D', yk—fines (k =1,2) onaaque ) £(D) et [ £f(D') sont

inconditionnellement proches relativement 4 ¢€/2.

Définissons une jauge Y sur Si U 82 de la facon suivante:
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Yl(s) n CS2 si s € S1
Y(s) =4 Y,(s) N Cg& si ses, - {zo}

Yl(s) n Yz(s) si s = Zg-

Soient D et D' deux divisions &tiquetées de S plus fines que Y.
Observons tout d'abord que d'aprés la définition méme de Y, z est nécessairement

une étiquette d'un &lément (zo,Ji ) de D et aussi d'un €lément (Zo’Ji ) de D'.
1

)
Posons E, = {(zi, J.N S5 (z,05) €D, 2z € Si} (on dira que E;
c s s a1 P - plat 1= pr]ar !
est la restriction de 0D i S et on &crira El D!Sl), E1 D [Sl. E2 et E2

seront définies de fagon analogue. Pour k = 1,2 ce sont des divisions &tiquetées
de Sy qui sont Yk-fines et donc ZBH(Ek;Ei) tel que, V(I',lI") > H(Ek,Ei) on a:
L £EY - L £EDI < e/2.
i ikl
Posons II(p,p') = H(El’Ei) U H(EZ’Eé) U ((zO,Jio), (Zo’Jil))' Ainsi si
@@,y = I1@©@,0') on a, en posant Hi = {(zi,Ji) e ', z; € S{, z4 3 zo} et si-

milairement pour les autres,

"

f(Ez) + f(zo)L(Ji )

IZ €0y - F €0 =] £E) +]
I il e Hé [o)

1
-1 £E]) - %H £(E)) - f(zo)L(Jil)H

7"
1-[1 2

IA

12 £ + £GILE; N8P -1 £ED - £z LG NS
m; o my 1

I £(E) + £z LU, NSy) - £EY - £z ILEL NS
i o HE 1

<e/2 +¢e/2
ce qui montre que f est intégrable sur S.

On démontre alors facilement que j f = J f + J f. 0
S S S2

PROPOSITION 4. Si f eat intégrable sun S et s4 g(z) = f(z) saug

peut-gtne sur un ensemble dénombrable, alorns g est integrable suwr S et on a:
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ey

DEMONSTRATION. Soit D = {d e85 n=1,2,... et g(d) # £(d)} et soit e > 0.

n+2 Soit de plus

Pour n = 1,2,..., soit Gn > 0 tel que Hf(dn)—g(dn)uén <€ef2

Y une jauge sur S telle que YD y-fine la série f(P) est inconditionnelle-

ment sommable vers J f relativement & e/2. Dé&finissons alors une jauge Y sur
S

S de la facon suivante:

_ Y (2) si z e S-D
v(z) = ]
Y(dn) n (dn-én, dn+6n) si z=d_ e D.

Soit D wune division &tiquetée de S qui est y-fine. Alors D est y-fine et

3n() tel que H% £(0) - J fll <e/2, VI =2 N(D). Ainsi pour I 2T(D) on a:
S

N

15 e [ fl <15 g@ - £ + 1] £ f g
I S il i i S

A

2] llg@)-£@)I8, + e/2 <es
n

ce qui montre que g est intégrable sur S et que son intégrale est I £. 0
S

THEOREME 1 (Continuité absolue sur les intervalles). S{ f est intégra-
ble sun S, alorns Ye > 0, 38 > 0 fLel que 44 1 est un sous-intervalle de S

verniglant L(I) < 6, on a HI fll < €.
I

DéMONSTRATION. Soit € > 0. Fixons un entier N tel que 9/N < e. Soient Yy

une jauge sur S, D = {(zi,Ji)} une division &tiquetée Yy-fine et M e F(DN)

tels que |} £0) - j f|| < 1/N, VI 2 My . Remarquons alors que Nz f(DN)” < 2/N,
n S m

YII' € F(DN) tel que ' N HN = f. On peut de plus supposer que Yy est telle que

pour tout D, D' YN—fines J £(D) et Z f(D') sont inconditionnellement proches

relativement 4 1/N.

Soit § > 0 choisi tel que &M < &/9 ol M = max Hf(zi)H. Soit I un

sous-intervalle de S tel que L(I) < § et montrons que Hf fll < e. A cette
I

fin, prenons:
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Y une jauge sur I que 1'on peut considérer plus fine que YN[I’

DI une division &étiquetée de I qui est YI-fine et H(DI) € F(DI) tels

que [|} £(Dp) -I £l < e/3, VI 2T(D)).
I I

Si on pose I= [a,8], alors 3i, et i, tels que o e J., et Be J. .
1 2 i i,
On devra considérer beaucoup de cas différents suivant que 1'intervalle I est ou-

vert ou fermé 3 gauche, ouvert ou fermé i droite, que les &léments (zi ,J. ) et

1

(zi ,Ji ) ont leurs étiquettes 3 1'intérieur ou 3 1'extérieur de I. Tous ces
2 2

cas peuvent cependant se ramener aux deux cas suivants ou 3 leurs combinaisons.

- ' N 1 = .
Posons E = {(zi J; nen, (ziz,Jiz ncnltu p; Uy ob N {(zi,Ji),

1 1
J.NI=p et it¢ il’ it iz}. Alors E et DN sont Yy, -fines et

i
EH(E,DN) = (H(E),H(DN)) vérifiant

nIZI £(E) IZI £ < 1N, V(LI 2 T(E,D).
1 2

On peut prendre H(E,DN) de telle maniére que II(E) comprend tous les &léments de

H(DI) ainsi que i1 et i2 et de plus de telle maniére que les restrictions de
NM(E) et H(DN) a S-(1u Ji U Ji ) soient identiques. Alors si on pose:
1 2
Hl = la restriction de II(E) a 1 U (zi ,Ji )y u (zi ,Ji )
1 1 2 2
m, = n(E) - i
H3 = la restriction de H(DN) a 1u (zi ,Ji ) u (zi ,Ji )
1 1 2 2
H4 = H(DN) - Hs’
on note que ﬁa = ﬁé et on aura donc:

IN

||fI £l

I e-1 fopi + 13 £opi
1 1

e/3 + 1] £0)) + £(z; LU,
T 1

I

N

Nen + £(z, JLE, NCD) + ) £(0))
1 2 2 =
1 T
-y £ - ) £(D) - f(z, )L, ) - £(z, )L, )

% N z N i i i, i,

3 m,
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+ f(zil)[L(Jil) - L(Jil ncnl + f(ziz)[L(Jiz) L(J12 nend+ g £l

T

A

<e/3+ [} £fE) - IZI OO+ IF £0I + ufczil)uL(Ji1 ni
H -—

1 2 HS

+ I!f(ziz)IIL(Jiz NI o (I,0,) > NEDY

IA

€/3 + 1/N + 26:M + |I] £O I

Or si on pose HS = II3 n HN, H6 = II3 - HS, on a:

I £l = T I£E)ILE) + 1T £0)] < M-8 + 2/

I Ig e

et donc finalement:

HJ fll < €/3 + 3/N + 38M < €.
I

Dans ce cas DI est une division étiquetée de I qui est YN-fine, de
méme que la division étiquetée de I définie comme suit:
D1 = {(zi,Ji) e D I3 ¢ 1} U {(zil,JjL1 nin, (Ziz’Jiz nonik.

D'aprés le Lemme 1, BH(DI,DNI) = (Hl,Hz) tel que:

% £00) IZI £0y Il < e/3.
1 2

I1 suffit alors de procéder comme dans le premier cas pour obtenir 3 nouveau que

u[I fl <e. O

Par la suite, il sera nécessaire d'étendre la notion d'intégrabilité sur
des domaines plus généraux que des intervalles, par exemple sur des ensembles me-

=~

surables de R. On procéde a cette extension de facon tout & fait naturelle.

Soit f: E = X, oi E est un ensemble mesurable de R. Prenons un inter-

valle I > E et posons
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{ f(x) si x e E
g(x) =l0

si x e I-E.
On dira que f est intégrable sur E s'il existe un intervalle I 2 E tel que g

est intégrable sur I et on pose alors: I f = J g.
E I

Les Propositions 1 et 3 nous assurent que cette définition est indépen-
dante du choix de l'intervalle I contenant E sur lequel g est intégrable.
On vérifie aussi sans peine que les propriétés établies telles la lin&arité, 1'ad-

ditivité et la continuité absolue de 1'intégrale demeurent valides.

De méme, 3 1'aide de la Propositi
tie dénombrable d'un intervalle S sur lequel f est intégrable, alors f est

intégrable sur S-D et on a I f = J f.
S-D S

Nous sommes maintenant en mesure de montrer une généralisation importante

du Théoréme 1.

THEOREME 2. Soit {fn}::1 une suite de fonctions intéghables sun S
ainsi que sun tout sous-ensemble mesurable E de S. S4 {J fn} est une suite
E
de Cauchy de X pour chaque sous-ensemble mesurable E de S, alons Les intégha-
Les [ £ sont Cqui-absofument continues, c'est-a-dire:
E
ve > 0, 38 >0, t.q. EeM et L(E) <$= Hf an <g, VYn=1,2,...
E

DEMONSTRATION. Munissons M de la pseudo-distance: d(El,Ez) = L(El A EZ) ou A
désigne la différence symétrique. Il est bien connu que (M,d) (1'espace quotient)
est un espace métrique complet. Soit € > 0. Pour chaque entier k posons
Mk = {E e M; HFn(E)-Fm(E)H <¢€/3, n,m >k} o Fn(E) = JE fn. Nous avons alors
par hypoth&se que U Mk = M. De plus Mk est fermé dans M (ceci découle facile-
ment du théor&me précédent). Le théordme des catégories de Baire nous assure donc

que 3N entier, 3r > 0, 3JE_ e M tels que B(E,1) = {E e M; L(EAE ) < r} E-MN'

Pour chaque k, 1 < k <N, prenons 6k > 0 tel que
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Ee M et L(E) < 6k==> IF (B < e/3

et posons § = min{Gl,...,GN,r}. Alors si Ee M et L(E) <&, ona UFn(E)H <€

si 1< n < N. De plus, les ensembles E1 = EU (EO—E) et E2 = Eo - E appartien-

~

nent alors a B(Eo,r) et donc si n>= N on a:

IE, (B = IF () - F_(Ep) - Fy(E;) + Fy(Ey) + Fy(Bl

A

Iy (B)) - Bg(EDI + I (By) - Bl + IE ) s €. D
Une autre propriété fondamentale de 1'intégrale est la suivante:

THEOREME 3 (Additivité dénombrable sur les intervalles). S4i f es8t inte-

L)

grable sun S = U sn o S est un intervalle, Sy sont des interwvalles tels que

n=1 ®©
S, n Sy © P (44 n % m), alons on a J £= 7 J f et La convergence est incon-
S n=1"S§

ditionnelle. n

DEMONSTRATION. On peut supposer que chaque Sn’ n > 1, est ouvert. Posons So = S.
Soit € > 0. Pour k = 0,1,2,... prenons Yk une jauge sur Sk telle que pour

toute division €tiquetée Dk de Sk qui est Yk-fine, la série X f(vk) est in-

~

i3 : +
conditionnellement sommable vers f relativement a 6/2k 2.
S
k

Si s e S, alors s € Sn pour un certain n et on pose alors Y(s) =
Y, (5) n Yn(s) n S,- Fixons une division étiquetée D = {(zi,Ji)} de S qui est

Y-fine et observons que si (zi’Ji) eD et z; € Sj alors Ji € S., ce qui nous

J
permet de dire que Ek = D]Sk, la restriction de D i Sy» est une division &tique-

tée de Sk qui est Yk-fine (k = 1,2,...). Soit M) ¢ F(D) choisi tel que

H% £f(0) - fs fll <e/4, VI >TI@P) et pour k = 1,2,... . Soit I e F(Ek) (ol on
peut supposer que Hk D la restriction de II(D) a Sk) tel que
If £EY - j £l < e/2¥*2,
oK s
k k

La somme Z f(0) ne fait intervenir qu'un nombre fini d'étiquettes et
U]
donc il existe un entier N tel que ces &tiquettes sont incluses dans

S, U s, u...u sN. Alors si T e FN) et I > {1,2,...,N} on a:
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||J f—ZI fHSHI £- 7 fO0 +1 ] f(D)—ZJ fll
S /s S o) nwm m’s;

<e/4+| ] £0 - cf £-7 £E) - 1 ] £EDI
o) iel 7s; Iy iell T,

<e/d+ | Ilf £-7 £EDI + I fm - § ] £(E )
i=1 ‘s I, nwo) iell T,

i i i

<e/b +e/4+||] £ od N'eF@®) et M NI =9
Hl

<€e/4 +€/4 + £€/2 = €, ce qui établit le résultat. [J

Notons que lorsque S est de mesure finie, le Th€oréme 3 est une consé-

quence triviale de la continuité absolue. En effet si

[ee]
S= U S. ol Si Ns. =@ si i+ j et si € >0,

on choisit &6 > 0 tel que Be M et L(B) < § = HI fll < €. Soit alors N un

© B
entier tel que k >N = L( U S,) <38 et posons Il = {1,2,...,N}. Alors si
i=k
MT>I on a:
o
T R I | B
iell /S S uUs.

i i

i¢ll

ce qui montre que la série Z J f est inconditionnellement sommable vers f f.
S

. S
i

3. Propriétés de convergence

Dans cette section nous allons &tablir qu'un thé€oréme de convergence dominée
a lieu pour notre intégrale. De plus, dans le cas oi S est de mesure finie, nous

établirons un autre théoréme encore plus fort,

Tout comme c'est le cas pour l'intégrale de Riemann généralisée, le lemme
de Henstock joue un rdle essentiel dans la plupart des résultats importants. On com-
mence donc par présenter la version de ce lemme dans notre cadre. La preuve est mo-

delée sur celle que l'on retrouve dans [7].
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REMARQUE. Si nous considérons la fonction f sur [0,1] introduite dans
1'Exemple 1 de [2], on vérifie que si (z,J) est un €lément d'une division étique-
tée de [0,1] on a alors | f(z)L(J) - j f|l > L(J)/2. Dans notre cadre, on ne peut
donc espérer obtenir un analogue 3 la deixiéme partie du lemme de Henstock tel qu'il
est énoncé par exemple dans [6] ou [7]. Signalons aussi que ce m8me exemple fournit

une illustration trés intéressante du lemme tel que nous venons de 1'énoncer.

THEOREME 4 (de convergence dominde). Soit {fn}:=1 une suite de fonctions
de S vers X telles que:

1) fn est une fonction intégrable, n = 1,2,... ;

2) 3g: S~ R, Lebesgue-intégnable, telle que Ilan <g, n=1,2,...;

3) an—me: s >R est une fonction mesurable pour n, m = 1,2,... ;

4) fn(s) + f(s), Vs e S.

Alons £ est intégrable sur S et on a 1lim f f = J £f.
n»e ’§ S

DEMONSTRATION. La démonstration se fait en trois étapes dont la premiére est en
fait la clé de la démonstration. Cette &tape consiste & €tablir 1'existence d'une

jauge sur S qui est uniforme par rapport & n. De facon précise nous montrons que

Ye > 0, 3y une jauge sur- S, ne dépendant que de €, telle que:
(=) VYD Y-fine, Yn =21, 3M_(0): [} £ @O - J fll <e, VOI2T (D).
n in g 1 n

Remarquons au départ que g: S >R étant Lebesgue-intégrable, g est in-
tégrable et son intégrale J g n'est autre que 1l'intégrale de Lebesgue de g sur
S
S (Théoréme 2 de [2]). La méme remarque s'applique pour les fonctions hj que

nous introduirons au cours de la démonstration.



N
(=]
(7]

Soit donc € > 0. Posons fo =g et pour n= 0,1,2,... prenons Y, une
jauge sur S telle que pour toute division étiquetée D Yn-fine, on a: BH(n)G7)

tel que | £ ) I £l <e/2" si 121Mp).
I S

D'autre part, Hfﬁ(s)-fm(s)ﬂ < 2g(s), VYn,m, Vs e S, et donc la fonction

hy (s) =  max £ (s)-f (s)ll est Lebesgue-int&grable et converge (pour j fixé,
J jsmsngk n m
lorsque k + «) vers une fonction hj(s) qui, par le théoréme de convergence mono-

tone de Lebesgue, est donc intégrable. On remarque aussi que hj+1(s) < hj(s) et

que 1lim h.(s) = 0. Une autre application du théoréme de convergence monotone donne
Jroo
Iim l‘ h: = 0.

Jro 7S

Fixons un entier N tel que f hN < € et pour n = N, posons
S
Fn = {se S; ka(s)-f(s)H < eg(s), Yk =2 n}. On a que la suite d'ensembles Fn est

une suite emboit&e croissante vers S, et donc si on pose EN = FN et En = Fn-F

pour n = N+l, on voit que les En (n 2 N) forment une partition de S. On dé-

n-1

finit alors une jauge Yy sur S de la fagon suivante:
Y(s) = Yo(s) n Yl(s) n...n Yn(s) si s e E (n2N)
et nous allons montrer que Y satisfait la propriété (x).

Soit donc D = {(zi,Ji)} Y-fine. D est alors Yj—fine pour j =1,...,N

et alors: VYj <N, 3M.(D): |) £.(D) -J £ < e/Zj <e, VI =21, (D).
j i3 g j

La propriété (*) est donc satisfaite pour n < N et il reste 3 montrer

qii'elle est aussi satisfaite pour n > N.

Soit donc n > N et posons: Dy = {(zi,Ji) €eD; z; ¢ Ek} (k 2 N),

E= U D, E = U D,.
N<k<n-1 k k>n k
Chaque Dk est Yl,YZ,...,YN,YN+1,...,Yk-fines et donc E' est Y15Ygsee oY ~fine.

(Noter cependant que E n'est pas nécessairement Yn-fine.) De plus E' est une
partie d'une division &tiquetée qui est Yn-fine et donc d'aprés le lemme de

FHenstock (appliqué &3 £ et Y ): 3P1 e FON) tel que HZ [£ (E") - f £ 1] < 3e/2™
n n n pm j. D

i
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pour P > Pi (bien entendu il faut comprendre ici que les Ji dont il est question

sont parmi ceux dont 1'étiquette z; appartient a u E, ). D'autre part, 1'inté-
k>n

grale €tant o-additive sur les intervalles (Théoréme 3), BPi tel que

2

H% jJ £ - Is fnll <€ pour P2 P/. Donc pour

Te (2,305 iepluriun®m)y ™oy u... u 1"V =1 @),

IA

£ (D) - f
1] £, js | ) .

1, -1 AR XU !
i

A

€+ Hg £ (E") - JJ £l +ng £ (E) - JJ £l

1 i 2 i

A

n
e+ %x/2 +Hg [£ (E) -JJ gg”
2 i

oll bien sfir P = {i; (z;59;) € nl, P, = {i; (z;,9;) el N E'}, P, = {i;

(z;,9) el N E}.

Or en posant P2,j = {ie Pys z; € Ej} pour j = N,...,n-1, on a:

IA
~
~

- |
,0p - |5l

I} C£,® - JJ £1
2 2, i

i j=N ieP

IA

n-1
LI mepmepn el ooy - g

PZ,j 1eP2’j Ji

£, - £}
| Y
2,j Ji i

n-1 .
Il ] g(z )L + /20 + ]

j=N 1eP2,j 1€P2,j i

N

(en effet, il suffit de remarquer ici que si z; € Ej on a d'aprés la définition

méme de Ej’ an(zi) - fj(zi)H < Zeg(zi) puisque n 2 j, ce qui fournit la majora-
tion pour le premier terme. Quant au terme central, on observe que Dj est Yj—
fine et il suffit alors d'appliquer encore une fois le lemme de Henstock. Pour le

troisiéme terme c'est clair.)

< 2% . %p g(z,)L(I) + 3¢ + I hy < de + 2€(fs g+ €)

270 S
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(nous avons posé P = {i; (z;,9;) € H(O)(D)} et utilisé la positivité des fonc-
tions g et hN ainsi que le fait que D est en particulier Yo-fine). Donc fi-
nalement nous obtenons que si D est y-fine et si n > N alors pour II 2 Hn(D)

on a:

g+€)<2€(5+J g)

Iy £ (O -J £ || <e+3e/2" + 4 +2€(I
n " s " S

S
ce qui établit la propriété (*).

Dans la deuxiéme étape nous montrons que f est intégrable sur S. Pour
cela, on procéde de la facon suivante: € > 0 &tant donné, on choisit un entier N

N
ﬂfN(z)—f(zﬂl < hN(z) pour chaque z ¢ S (d'aprés la définition méme de hN et de

tel que I hN < €. Alors utilisant le fait que £, est de classe I et que
S

f) on peut conclure (& 1'aide de raisonnements maintenant familiers que nous lais-

sons au lecteur) que f est également de classe 1.
Enfin on démontre que J f = lim f fn.
S S

Ceci est Egalement tré&s facile et dépend de fagon cruciale de la premigre
€tape de la démonstration. Pour bien montrer ce fait nous allons présenter les dé-
tails. Soit € > 0. Prenons N un entier tel que j hn <€ pour n = N. Pre-
nons de plus une jauge Y sur S (qui ne dépend pas 32 n) telle que VYD Y-fine,
Yn > 1, HHn(D): H% fn(D) - Js an <€g, VIl > Hn(D) et prenons &galement Y, une
jauge sur S telle que YD Y, -fine, HHO(D): H% £f00) - Js fll <e, VI > Hocp),

De plus ce que nous avons fait dans la deuxiéme &tape avec la suite {fn} peut
(encore plus simplement) &tre fait avec la suite {hn}. On peut donc choisir une

jauge ¥ sur S (indépendante de n) telle que YD ;—fine, Yn > 1, BEH(D):

H% h @) - JS hll <e, vI=1 (@).

Posons y = y N Yo Ny et fixons une division €tiquetée D qui est

y-fine. Alors si n2 N on a, en prenant I = HO(D) u Hn(D) U ﬁn(D),

i & -] o

IN

| £ - I 6,0+ 17 g0 - [ el +1] £y - | ol
S I I I I S

in

2e + IZI an(zi)—f(zi)HL(Ji) < 2 + Iz[ h (@) < 3¢ + f h) <4e. O
S
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REMARQUE. Notons que si {fn}:=1 est une suite de fonctions de S vers
X qui satisfait les hypothé&ses du théoréme de convergence dominée et si E est un
sous-ensemble mesurable de S alors la suite {J fﬁ} d'éléments de X est une
suite de Cauchy. (En effet, au tout début de la gémonstration du théoréme de conver-
gence dominée nous avons montré que
lim JS I£5-£, ]l = 0.)

iskow

j<k

Donc si S est de mesure finie et si la suite {f } est intégrable sur tout sous-
ensemble mesurable, le théor&me de convergence dominée est en fait un corollaire du

théoréme suivant:

THEOREME 5. Soit S un intervalle de R de mesure finie. Soit {fn}:=1
une suite de fonctions de S vers X felles que:

1) f est intégrable sun tout sous-ensembLe mesurable de S pour
n=1,2,..

2) {I fn} est une suite de Cauchy dans X pour chaque sous-ensemble me-
sunable E de ES.

3) an-me: s >R est une fonction mesurable pour n,m = 1,2,...

4) fn(s) + f(s), Vs e S.

Alons £ est intlgnable sur tout sous-ensemble mesurable E de S et on a

j f = lim j fn.
E n ‘E

DEMONSTRATION. Pour chaque E € M posons I(E) = lim J fn € X. Nous allons com-
n °E
mencer par démontrer que cette limite est uniforme dans le sens suivant:

(*) Ye > 0, 3N tel que: HJ £ - I(B)|| <e, ¥n =N, VYE e M.
E

C'est 1'étape cruciale. Une fois ce fait &tabli on pourra procéder en
adaptant essentiellement les idées que nous avons développées dans la démonstration

du théoréme de convergence dominée.
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Soit € > 0. Prenons 8§ > 0 t.q. EeM et L(E) <8 = HI an <e,
E
Yn e N (voir le Théoréme 2) et posons:

E = {se S;l£(s)-£(s)l 2 e, Vk=2n}, F = S-E_.

D'aprés les hypoth&ses 3 et 4, {En} forme une suite d'ensembles mesurables telle

que L(En) + 0. Soit donc Ne N t.q. n2 N= L(En) < §/2. Alors si m,n 2> N

et si Ee M on a, en posant an = Fn n Fm’
S AT leel o1 el
nm nm
< 2eL(S) + uj £l + uj £l
fCF._ 1 ;119
nm nm

Or L(ENCF_)=L((ENCE)U (ENCE)) < LENE)+LENE)<S et done:
HJ (fn—fm)H <2 (L(S) +1) VYn,m=N, 3EeM. Par conséquent si Ee¢ M et si on
E

choisit n(E) 2 N tel que HI f - I(B)l < ¢, on aura que:
g n(E)
R Y ST 1] oy - 10 = a1,
ce qui &tablit la propriété (x).

Ce que nous venons d'é€tablir ainsi que le fait que fn(s) + f(s) nous as-

0o
sure de 1l'existence d'une sous-suite {fn }k=

de la suite {fn} telle que pour
k

1
k=1,2,...

(i) HJE £ - 1E) < 1725, VEe M,

(ii) ank(s)-f(s)” < 1/2kL(S) pour s € Fnk =S - Enk,

oli, rappelons-le, Enk ={ses; ”fm(s)—f(s)” 2 l/ZkL(S), Ym 2 nk} et ol de plus
n,  peut &tre supposé choisi tel que L(Enk) < 1/2k. Pour ne pas alourdir inutile-
ment les notations on peut supposer que n = k. Soit € > 0. Prenons & nouveau
§>0 t.q. EeM et L(E) < §= ”J ka < e, Vk, et fixons un entier K tel

E
que 27 X)) t<e, 2K<ce, 27K s,

Ce choix de K &tant fait, indiquons comment choisir une jauge Yy sur S

telle que YD vy-fine, 3NM(D) vérifiant [[] £(0) - 1(S)l< e, VI 2 I(D), ce qui
it



montrera que f est int€grable sur S et que [ f = I(S) tel que désiré. En

°S
posant: GK = FK’ GK+j = EK+j—1 - EK+j pour j = 1, on forme une partition de S
et on choisit des jauges YK+j sur GK+j (j 2 0) telles que pour toute division
gtiquetée DK+j de GK+j la série z fK+j(DK+j) est inconditionnellement proche

de £ . relativement i 2"(K+J). I1 suffit alors de définir vY(s) = 7Y, .(s)
G KrJ K+j

K+j

si se GK+j'

Ainsi si D = {(zi,Ji)} est Y-fine alors pour II(D) convenable et

I 2 N(DP) on aura, en posant pour j = 0,

gK+j(s) = fK+j(s) si se GK+j

=0 autrement

et en identifiant T avec {i; (25,95 € I}:

r

17 £z - g ILEDN + I gz LOy) - JF £l

. HJFK N RN O] '

IA

n% £(z )L, - 19

K

IA

Polf(zp) - ge(z)ILE) + 1 £zILEDI + e+ e+ 1/2
I.[1 n2

ol Hl = {i e I; z; € FK}’ Hz =1 - Hl

A

I /2usniay + se + 1] £z )L
T e

N

e + ||} £z L.
n2
Or,

M
n% £z )L < '21 {HZ 1€Gz5) - gy, (2DILE )
2 772 T

I, . J.
)J 1

i
. f g
S S K+l
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ol les 1€ H2 sont tels que les z; appartiennent a EK+i ,...,EK+i (et on sup-

1
pose encore une fois pour ne pas alourdir les notations que il = 1,...,iM =M et
Hz,j = {i; z; € Ek+j}; ce qui, par le lemme de Henstock, donne:
M L(E,. . M .. M
< _.;T‘S:.J.)_.+ ;o273 oy I £l
j=1 2" 1) j=1 j=1 A J
oli
A. = (U J)NC, .
I iem, . 1 K+J
2,3
<2 + | j £,..0 <2 + I £, . - £ + || J £
521 Aj K+j =1 Aj K+j ¥ j=1 Aj K

Goi K est un entier assez grand pour que sur Aj on ait

II€ - g(s)l < 27D 7KK pm (KA

ks (5)
M
< 2 + 2 + HJ ff“ < 5¢, puisque L(B) <68, (oi B= U A.).
B j=1
Nous venons donc d'établir 1'inégalité désirée: ||} £(D) - I(S)| < 9e.
I

Enfin, ce que nous venons de faire pour S peut 8tre fait pour toute par-
tie mesurable de S. [J
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