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PROPRIÉTES ETTHÉORÈMES DE CONVEPGENCE 
POUR UNE INTEGRALE DE TYPE RIEMANN GENERALISÉE* 

J. Dubois et A. M’Khalfi 

Abstract 

In this paper we show that the integral we have defined in [21 is absolutely 

cent inuous, countably additive and has the restriction property. Furt hermore, we 

prove two convergence results for this integral: one of which being a dominated con- 

vergence theorem. 

Résumé 

Dans ce travail nous montrons que l’intégrale que nous avons introduite 

dans c2 1 possède toutes les propriétés désirées: propriétés de restriction, d *addi- 

tivité, de continuité absolue et d’additivité dénombrable. De plus, nous établis- 

sons deux théorèmes de convergence pour cette intégrale dont en particulier un théo- 

rème de convergence dominée. 

1. Introduction 

Dans c21 nous avons introduit une nouvelle définition pour l’intégration 

des fonctions définies sur un intervalle de lR et à valeurs dans un espace de 

Banach. Nous y sommes arrivés en combinant deux approches différentes; une appro- 

che initiée par J. Kurzweil [SI et R. Henstock C3,41 basée sur la notion de jauge 

et une approche due à R.S. Phillips [SI basée sur la notion de série approximative- 

ment inconditionnellement sommable. Nous avons ainsi obtenu une classe de fonctions 
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contenant la classe des fonctions intégrables au sens de Birkhoff cl]. Dans ce tra- 

vail, nous poursuivons l’étude de cette intégrale en y établissant les principales 

propriétés et certains théorèmes de convergence. 

C’est ainsi qu’à la Section 2 nous montrons que l’intégrale ainsi définie 

possède toutes les bonnes propriétés habituellement désirées: celles de restriction, 

d’additivité, de continuité absolue et de o-additivité. Par la suite, dans la der- 

nière section, nous établissons un théorkme de convergence dominée ainsi qu’un autre 

théorème de convergence valable dans le cas où l’intervalle de définition de la 

suite de fonctions intégrables est de mesure finie et qui, dans ce cas, est une gé- 

ntialisation du théorème de la convergence dominée. 

Nous sommes conscients qu’il est possible d’étendre cette théorie sans trop 

de complications au cas des fonctions définies sur un intervalle de Rn et à va- 

leurs dans un espace localement convexe complet. 

allons présenter sont conçues dans cet esprit. 

D’ailleurs les preuves que nous 

Signalons également qu’une grande 

partie des démonstrations que nous allons présenter sont des adaptations et des gé- 

néralisations des démonstrations de résultats correspondants pour 1 f intégrale à la 

Kurzweil-Henstock (telles qu’on les retrouve dans C61 ou C7l par exemple) tandis que 

d’autres sont des adaptations de démonstrations que l’on retrouve dans Phillips [8I. 

Les nomona utilisées dans ce travail sont tout à fait cohérentes avec 

celles qui ont été introduites dans C21. Ainsi: 

l X dénotera un espace de Banach réel ou complexe avec norme 11 .I(, 

. w+s2 dénoteront des intervalles de R, 

l Ns) 
(simplement M lorsqu’aucune confusion ne sera possible) dénotera 

la classe des ensembles (Lebesgue-) mesurables de 

l si E E M, 

l W,D,,V, 

s, 

L(E1 dénotera la mesure de Lebesgue de L 

représenteront des divisions étiquetées (voir définition 1 de 

C21) de S et nous noterons toujours P = ( (Zi,Ji)}, V = {(zf,Jf)), 

D1 = I(z:,J:]}, etc., 
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l Y >Y’>YpY2 
représenteront des jauges de S (voir définition 2 de C2l) , 

l D étant un ensemble dénombrable (ou fini), mu dénotera 1 ‘ensemble des 

parties finies de D, ordonné par inclusion et ll,P ,IIl,I12,fl(D) ,n,ID), . . . représen- 

teront des éléments de F(D). Le plus souvent D sera une division étiquetée P 

et ainsi lorsque nous écrirons n 2 Il(P), il sera implicite que n E WJ) 9 

II(P) E F(V) et que nous avons II -3 II(V). - 

De même si D et D' sont deux ensembles dénombrables, on notera par 

n(D,D'), fll(D,D'),... des éléments de F(D) x F(Dl) . Ainsi lorsque V f et V** 

seront deux divisions étiquetées et que nous écrirons (n,J,) 2 ~(V*,V**), il sera 

implicite que IQV*,P*) = (IP,P) où IV E QV), P’ E F(V”), n1 E F(V’), 

II2 E F(P) et que II1 3 II* , II2 3 P, - - 

l étant donnée une fonction f: S + X, la somme de Riemann formelle associée 

à f et à P = ‘(zi,Ji)’ sera notée 1 f(zi)L(Ji) = 1 f(z)L(J) = 1 f(V). D’autre 
i V V 

part, si II E F(V) il est clair que 1 f(v) dénotera l’élément de 
Il 

X défini par 

kîl f(ziklL(J* 1 où les z. 
‘k 

et les J. sont tels que n = ((z. ,J. ) 
= ‘k ‘k ll l1 '***' 

(Z* ,J. )L 
11 n n 

l si 

1 ‘accoutumée par 

tière et p.ar CA 

est un sous-ensemble d’un espace topologique nous noterons comme à 

A la fermeture de A, par 

le complémentaire de A. 

OA son intérieur, par aA sa fron- 

de débuter, il est en outre essentiel de rappeler ici la définition 

centrale de C21. Une fonction f: S -+ X est dite h%@gka& hcctr. S s’il existe 

un élément de X noté 
f 

f vérifiant la propriété suivante: VE > 0, 3Y une 
S 

jauge sur S telle que pour toute division étiquetée V de S plus fine que y, 

3no c f(V) satisfaisant III f(Q) - 
f 

fil < &, VII 2 II 
ll S 

0. 

De m&ne il est très important de signaler que lorsque nous dirons qu’une 

fonction est intégrable nous entendrons toujours l’intégrabilité dans le sens de 

cette définition que nous venons de rappeler. Lorsqu f il s’agira d’une autre inté- 

grale nous le préciserons explicitement. Enfin rappelons que V est dite plus fine 

que y (ou y-fine) si (z,J) E V => J c Y(Z). - 
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2. Propriétés principales de l'intégrale 

Dans cette section nous montrerons que l'intégrale introduite dans c21 pos- 

sède toutes les propri6tés désirées d'une intégrale. 

LEMME 1. SUti S’ c s - ctnati y une jauge QUA S 

E E’ de un a que 

DÉMONSTRATION. Posons y* = yis, '2-t Y" = YIs Sf et soit E et E' des divisions 

étiquetées de S' plus fines que y'. Puisque S-S' est une réunion d'au plus 

deux intervalles disjoints, on peut choisir une division étiquetée C de S-S qui 

est plus fine que y? Posons V = EUC et V'= E' U C;cc sont deux divisions 

étiquetées de S plus fines que y. Par hypothese, il existe TI(V,V) = 

(lT(V)J(V’)) tel que: 

W1J21 2 W,V’) on a 111 f(V) - 1 f(V’)l < E:. 
l-5 IT 2 

Posons II(E,??) = (Il(V) il E, TI(V') fl El), Jl(V,V’) - n(E,E') = (75,fI,) et 

n* = ÏÏl CJ 7Ï2. Remarquons qu'alors 1 f(V) = 1 f(V') et donc si (n'p) 2 rr(E,E') 
n* Il* 

il vient: III;’ f(E) - c fCW = II c fuv - W’)ll < g- 0 
rP IPUll* * 

Le lemme précédent et le théorsme 3 de C21 nous permettent alors d'obtenir 

la proposition suivante: 

PROPOSITION 1 (propriété de restriction). Si S* eA/t un ao~-~timvaRee 

de S eX ai f 4nk hzt&q&ab&t ALQL S, ~&VU f UX int4VgtLab.k AUA S' . L- 

PROPOSITION 2. Si f FAX &tEg~abLe ~cctt S, cutinue à dmite en z. E S, 

&otta lim k f= 
h+0+ Czo,z thl  

f(z,l l  

0 

DÉMONSTRATION. Soit E > 0. Prenons 6 > 0 tel que 
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~ES et 0 5 z-z 
0 

4 => 11 f(z)-f(zo)J/ < E/L 

Pour h quelconque, 0 < h < 6, la fonction z » l/h (f(z)-f(zo)) étant intégrable 

sur Cz o,zo+hl (prop. 4 de C23 et prop. 1) prenons y une jauge sur [zo,zo+hl, 

P = { (zi,Ji)) y-fine et II(D) tels que 

11 c (f(zi)~f(zol) (f-f(zo) 1 
WI 

h L(Ji) - 
Cz ,z +hl h 

11 < E/L 

0 0 

Il suit que: 

f(zo)ll 2 
Cz ,z +hl 0 0 

f-f(zo) - - 
h h L(JiIll 

+ c 
llf(zi)-f(zo)ll 

WI 
h L(Ji) 

PROPOSITION 3. si S = Sl U S2 0ù Sl n S2 = fl ti AL f & &&!gttab& 

acltt chacun dti h~&~aLte~ s1 et s2 a..&~ f ~5 ktEgnab&e acctt s eX an a: 

DÉMONSTRATION. Soit z. l'unique point de aS1 17 aS2 que l'on peut supposer ap- 

partenant à S2. On remarquera que f est intégrable sur Si = S1 U {zoI et que 

f, 

s1 

Soit & > 0. f étant intégrable sur Si (respectivement S,), le théorème 

3 de C21 nous assure qu'il existe y1 (respectivement y ) 2 des jauges sur Si et 

s2 telles que: vv, V', yk-fines (k = 1,2) on a que 1 f(V) et 1 f(P) sont 

inconditionnellement proches relativement à E/2. 

Définissons une jauge y sur Si U S2 de la façon suivante: 

, ,- 
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Soient V et Pr deux divisions étiquetées de S plus fines que Y. 

Observons tout d'abord que d'après la définition même de y, z. est nécessairement 

une étiquette d'un élément (zO>Ji > de ' et aussi d'un élément (zo,Jf ) de 0'. 
0 1 

Posons El = {(zi, Jifl Si); (zi,Ji) E D, zi E Si} (on dira que El 

est la restriction de 0 à Si et on écrira E l = VlSi), E; = 0'1s;. E2 et E2 

seront définies de façon analogue. Pour k = 1,2 ce sont des divisions étiquetées 

de Sk qui sont yk-fines et donc 3n(Ek$k) tel que, V(n*,n'l) 2 fl(Ek,Ei) on a: 

Posons wLz>'l = n(E,,E;) U fl(E2,E;) U ((zo,Ji ), (zo,Jil)). Ainsi si 
0 

(fl',n") 2 fl@,V’) on a, en posant ni = ((zi,Ji) E n'; zi E Si, zi f zoj et si- 

milairement pour les autres, 

IIC f(V) - c fW)II = 111 
f(El) 

+ 1 
rI’ II” TT’ I-P f(E2) 

+ 
f(zo)LCJi 

1 
1 2 0 

- 1 f(Ef) - 1 f(EA)) - f(zo)LCJJ 111 
l-q ny 5 

5 111 f(E1) t f(zo)L(Ji !l Si) - 1 f(Ei) - f(zo)L(Jf " si)ll 

ni 
0 l-q 1 

+Il c f(5) + £(zolUJ- 
Ri 

1 
0 

c S2) - 1 w;1 - f(zo) L(JIl n s21ll 
I-I’; 

ce qui montre que f est intégrable sur S. 

On démontre alors facilement que Js f = Jsl f + Js2 f. Q 
PROPOSITION 4. Si f e& inHgmb&e ~cctt S Qk ni. g(z) = f(z) Aau6 

peuX-tZOw NA un tmmnbik dénumb~ab~e, a&ti g CA;~ .intégtabRe AU~ s et un a: 
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J i f= g. 
S S 

DÉMONSTRATION. Soit D = {dn E S; n = 1,2,... et g(dn) + f(dn)) et soit E > 0. 

Pour n = 1,2,. . . , soit 6n > 0 tel que 11 f (d,) -g (d,)ll 6n < ~/2 
n+2 . Soit de plus 

y une jauge sur S telle que Vo y-fine la série 1 f(P) est inconditionnelle- 

I 
v 

ment sommable vers f relativement à E/2. Définissons alors une jauge 7 sur 
k 

S de la façon suivante 

Y(z) = 
Y (z) si z E S-D 

y(dn) fl (dn4jn, dn+6,) si z = dn E D. 

Soit P une division étiquetée de S qui est v-fine. Alors P est y-fine et 

3Tl(P) tel que 11 f(O) - 
ri J fil < d2, WI 2 l-I(V). Ainsi pour II 2 Il(P) on a: 

S 

II; gm - J ~II 5 III gm - 1 ~III + II~ f(p) - J fil 
S rl rI rI S 

i 2 1 Ilg(dn)-f(d ,116 + ~/2 <,Ez n n n 

ce qui montre que g est intégrable sur S et que son intégrale est J f. D 
S 

THÉORÈME 1 (Continuité absolue sur les intervalles). si f & &&@a- 

b.te QWL S, aloti VE > 0, 36 > 0 ZeL que ai 1 UX un aau&~tiewa..Ue ck S 

v&i6tivtt L(1) < 6, un a II 
J 

fil < c. 
1 

DÉMONSTRATION. Soit c > 0, Fixons un entier N tel que 9/N < E. Soient yN 

une jauge sur S, VN = {(zi>Ji)) une division étiquetée yN-fine et T[N ' F(vN) 

tels que 111 f(o,) - 
n J S 

f[l < l/N, VI-I 2 $. Remarquons alors que 111 f(o,)II < 2/N, 
l-r' 

VII' E F(vN) tel que n' nnN = 0. On peut de plus supposer que yN est telle que 

pour tout v, D' yN-fines 1 f(D) et 1 f(o’) sont inconditionnellement proches 

relativement à l/N. 

Soit 6 > 0 choisi tel que 6M < &/9 où M = max Ilf(zi)ll. Soit 1 un 

34 
sous-intervalle de S tel que L(1) < 6 et montrons que IIJ II f < E. A cette 

1 
fin, prenons: 



Y1 une jauge sur 1 que 1 ‘on peut considérer plus fine que yN( *, 

DI une division étiquetée de I qui est YI-fine et n(DI) E F(pI) tels 

que II 1 w,> - 
rI J 1 

fl( < E/J, v r[ 2 I?(V*). 

Si on pose Ï= [a#], alors 3il et i2 tels que a E J. et B E J. l  

9  l2 
On devra considérer beaucoup de cas différents suivant que l’intervalle 1 est ou- 

vert ou fermé à gauche, ouvert ou fermé à droite, que les éléments (z. ,J. ) et 
il il 

(2. ,J. 
l2 l2 

) ont leurs étiquettes à l’intérieur ou à l’extérieur de 1. Tous ces 

cas peuvent cependant se ramener aux deux cas suivants ou à leurs combinaisons. 

1 er cas: 2. 4 1 et z. 
% 

4 1. 
b 

Posons E = {(z. ,J. II CI), (z. ,J. n CI)) U DI U Di où 
3 5 l2 l2 

0 N = {(z.,J.); 
11 

Ji” 1 = g et i + il, i + i,) . Alors E et DN sont $-fines et 

3n KqJl = (II(E) ,I[(D$) vérifiant 

On peut prendre nCE,Z$) de telle manière que n(E) comprend tous les éléments de 

IT(D,) ainsi que i, et i, et de plus de telle manière que les restrictions de 
I  L 

-  

identiques . n(E) et n(pN) à S - (1 U Ji U Ji ) soient 
1 2 

Alors si on pose: 

rr, = la restriction de II(E) à 1 U (z - ,J. 
3 5 

1 u 

ri-, 
= II(E) - n1 

r13 
= la restriction de n(o,) à 1 I J (z. ,J. 1 1 

5 ll 

on note que n 
4 

= TÏ2 et on aura donc: 

(Z- ,J. 1 
l2 l2 

J (z. ,J. 1 
l2 l2 

5 &/3 + 111 f(DI) t f(z. )L(J. fl CI) t f(z. )L(J. fl CI) t 1 f(Q,) 

% 
3 5 l2 l2 

iT2 

- 1 f(0,) - 1 f(DN) - f(z. )L(J ) - f(z. )L(J ) 

r3 r4 
ll il l2 i2 
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F3 

Or si on pose ÏÏ5 = ÏÏ3 n lTN, iT6 = ÏÏ3 - ÏÏ5, on a: 

III f8,>lI 5 1 Ilf(zi)IIL(Ji) + III fcD,>II 2 Me’ + ‘/N 
F3 Q % 

et donc finalement: 

III II f < 43 t 3/N t 36*M < E. 
'1 

2e cas: z. E 1 et z. E 1. 
5 l2 

Dans ce cas PI est une division étiquetée de I qui est yN-fine, de 

même que la division étiquetée de 1 définie comme suit: 

v NI = {( zi#Ji) ' 'N; _ Ji c 1) U {(z. ,Ji n 1), (z. ,J. n 1)). 
Il 1 l2 l2 

D'après le Lemme 1, 3TI(z71,z7NI) = (Hl,I12) tel que: 

Il suffit alors de procéder comme dans le premier cas pour obtenir 2 nouveau que 

III II f < &. /-J 
'1 

Par la suite, il sera nécessaire d'étendre la notion d'intégrabilité sur 

des domaines plus généraux que des intervalles, par exemple sur des ensembles me- 

surables de W. On procede à cette extension de façon tout à fait naturelle. 

Soit f: E -+ X, où E est un ensemble mesurable de W. Prenons un inter- 

valle 1 1 E et posons - 
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On dira que f 

est intégrable sur 1 et on pose 

f(x) si x E E 

si x E I-E. 

E s'il existe un intervalle 1 2 E tel que g 

lors : I g* 
1 

Les Propositions 1 et 3 nous assurent que cette définition est indépen- 

dante du choix de 1 q intervalle 1 contenant E sur lequel g est intégrable. 

On vérifie aussi sans peine que les propriétés établies telles la linéarité, l'ad- 

ditivité et la continuité absolue de l'intégrale demeurent valides. 

De même, à l'aide de la Proposition 4, on vérifie que si D est une par- 

tie dénombrable d?un intervalle S sur lequel f est intégrable, alors f est 

intégrable sur S-D et on a 

Nous sommes maintenant en mesure de montrer une généralisation importante 

du Théorème 1. 

de cauchy de de 

h5 f 
I E n 

aoti Qui-abaahti con.tinue,s, C%G-à-dhe: 

VE > 0, 36 > 0, A.+ EEM et L(E) <&=>II 
E 

fnii < E, Vn = 1,2,. . . . 

DÉMONSTRATION. Munissons Aif de la pseudo-distance: d(El,E2) = L(E1 A E2) où A 

désigne la différence symétrique. Il est bien connu que (l'espace quotient) 

est un espace métrique complet. Soit fz>O. Pour chaque entier k posons 

M, = {E E M; /F~(E)-F,(E)~~ 5 ~/3, n,m 1 k) où F,(E) = 
I E 

fn. NOUS avons alors 

par hypothèse que U M, = M. De plus Mk est fermé dans M (ceci découle facile- 

ment du théorème précédent). Le théorème des catégories de Baire nous assure donc 

que 3N entier, 3r > 0, 1Eo E M tels que B(Eo,r) = (E E M; L(EAEo) < r} 5 MN. 

Pour chaque k, 1 5 k 5 N, prenons 6k > 0 tel que 
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et posons 6 = min16 1 3*--s 6*,d. Alors si E E M et L(E) < 8, on a IIF,(E)II < E 

si l<nlN. De plus, les ensembles El = E U (Eo-E) et E2 = E. - E appartien- 

nent alors à BIEod et donc si n2N on a: 

IIFnlE)lI = 11 Fn(E1) - Fn(E2> - FN(El) + FN(E2) + FN(E)II 

’ 11 FN(E1> - FN(E1)II + IIFnCE2) - FN(E2)II + liFN(E)li ’  ’  l  0  

Une autre propriété fondamentale de l'intégrale est la suivante: 

THÉORÈME 3 (Additivité dénombrable sur les intervalles). si f & iti&- 

gmbLe awr. s = u sn où s at un h&mm&te, sn aanit du i.nXmv&a /ta que 
n=l 

J 

00 

'n n 'rn = fi [&L n # m], &Y24 an c1 f = 1 J f ti & canvtX.gence U/t hcan- 
S n=l S 

di;tionn&Ye. n 

DÉMONSTRATION. On peut supposer que chaque Sn, n 2 1, est ouvert. Posons SO = S. 

-; 

Soit E > 0. Pour k= 0,1,2,... 

toute division étiquetée 'k 

prenons 

'k 

'k 

qui est 

une jauge sur 'k 

yk-fine, la série 

telle que pour 

est in- 

conditionnellement sommable vers J f relativement à E/2 k+2 
l  

'k 

Si s E S, alors s E Sn pour un certain n et on pose alors Y(s) = 

Y,(S) n  Y n (SI n  s  l  n Fixons une division étiquetée V = {(zi,Ji)I de S qui est 

et observons que si 

permet de dire que 

(zi’Ji) ’ ’ z. E s. 1 3 

'k = 'jsk, la restriction de V à 

Ji c S., 
-J 

ce qui nous 

'k' est une division étique- 

tée de Sk qui est yk-fine (k = 1,2,...). Soit II(V) E F(V) choisi tel que 

IIC f(D) - fil < m, 
I-I J S 

vfl 2 n@) et pour k = 1,2,... . Soit nk E F(Ek) (OÙ on 

peut supposer que lIk 3 la restriction de ]T(V) à Sk) tel que _ 

111 f(Ek) - J fil < s/2k+2, 

'k 'k 

La somme ne fait intervenir qu'un nombre fini d'étiquettes et 

donc il existe un entier N tel que ces étiquettes sont incluses dans 

s1 u s2 u . . . u SN. Alors si I'I E f@) et n 7 {1,2,...,N) on a: - 



< r/4 -f Il 1 ml - 
WR 1 (J f - 1 f(L)) - 

i.cII Si ni l 

< E/4 -t f II J i=l S 
f - C f(~i)ll + II ~ f(~) - 

i *i VI 
i& i f(Ei)ll 

L i 

< c/4 f &/4 i- IIE: f(Wll où Il* E F(P) et IP fI l-I@) = $3 
rl’ 

< E/4 f E/4 + E/2 = E, ce qui établit le résultat. CI! 

Notons que lorsque S est de mesure finie, le Théorème 3 est une consé- 

quence triviale de la continuité absolue. En effet si 

03 
s = u si 0ù si n s. = jd si i + j et si E > 0, 

i=l J 

on choisit 6 > 0 tel que BEM et L(B)<~=>II f(/ < E. Soit alors N un 
03 B 

entier tel que k 2 N => L( u Si) < 6 et posons IT o = {1,2,. . . ,N). Alors si 
i=k 

T[>Ifo ona: 

II 2n Js f - 1, ~II = II Jus ~II < c, 
i i 

i&I 

ce qui montre que la série 1 
J 

f est inconditionnellement sommable vers J f. 
'i S 

3. Propriétés de convergence 

Dans cette section nous allons établir qu'un théorème de convergence dominée 

a lieu pour notre intégrale. De plus, dans le cas où S est de mesure finie, nous 

établirons un autre théorème encore plus fort. 

Tout comme c'est le cas pour l'intégrale de Riemann généralisée, le lemme 

de Henstock joue un rôle essentiel dans la plupart des résultats importants, On com- 

mence donc par présenter la version de ce lemme dans notre cadre. La preuve est mo- 

delée sur celle que l'on retrouve dans [7]. 
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Ill rflzi)L(Ji) - flll = 11~ f (zi)L(Ji) - c c f - 
P Ji P 

5 IIC f(zi)L(J.) - 
prl 

1 
c c fCyIIl + c Il c WI - 

prr, V;I P np;) ’ J 
fil 

3. 
1 

< 2E t y i/zi 5 3E. 0 
i=l 

REMARQUE. Si nous considérons la fonction f sur CO,11 introduite dans 

1’Exemple 1 de [2], on vérifie que si (z,J) est un élément d’une division étique- 

tée de CO,11 on a alors II f(z) L(J) - 
J 

fil 2 L(J)/2. Dans notre cadre, on ne peut 
J 

donc espérer obtenir un analogue à la deuxième partie du lemme de Henstock tel qu’il 

est énoncé par exemple dans c61 OU c71. Signalons aussi que ce même exemple fournit 

une illustration très intéressante du lemme tel que nous venons de l’énoncer. 

THÉORÈME 4 (de convergence dominée). SuLt ‘fn’iT 1 = 

de s vm x te,teh que= 

1) fn en$ une &mZion Mégtrabkk, n = 1,2, . . . ; 

2) 3g: s -a+, Lebehgue-i.ti&gmbte, teLte que 11 fnll 5 g, n = 1,2,. . . ; 

3) I[f-f 11: S+u? n m ut une &22tian meamxb~e parrtt n, m = 1,2,. . . ; 

DÉMONSTRATION. La démonstration se fait en trois étapes dont la première est en 

fait la clé de la démonstration. Cette étape consiste à établir l’existence d’une 

jauge sur S qui est uniforme par rapport à n. De façon précise nous montrons que 

3Y une jauge sur, S, ne dépendant que de E, telle que: 

( > * V7? Y-fine, Vn 2 1, 3nn(D): 
IIC fnP> - ] 

rI S 

fnl l  < E, k m  2 qn l  

Remarquons au départ que g: S + IR étant Lebesgue-intégrable, g est in- 

tégrable et son intégrale 
J 

g n’est autre que l’intégrale de Lebesgue de g sur 
S 

S (Théorème 2 de [2]) . La même remarque s’applique pour les fonctions 

nous introduirons au cours de la démonstration. 
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Soit donc E > 0. Posons fo = g et pour n = 0,1,2, . . . prenons Y, une 

j auge sur ( > S telle que pour toute division étiquetée P yn-fine, on a: 3II n @) 

tel que III f,s> - ( > 

II J S 
fnli ~42~ si TIrlVQI). 

D'autre part, Ilfn(s)-fm(s)ll 5 Zg(s), \dn,m, Vs E S, et donc la fonction 

hjk(s) = max II f,(s) -f,oII est Lebesgue-intégrable et converge (pour j fixé, 
j<m<n<k 

lorsque k + m) vers une fonction hi (‘1 qui, par le théorème de convergence mono- 

tone de Lebesgue, est donc intégrable. 'On remarque aussi que h. 
J+l 

(S) 5 hj (s) et 

que lim hj(s) = 0. Une autre application du théorème de convergence monotone donne 
j- 

lim h. = 0. 
J j-0 S J 

Fixons un entier N tel que J % < c et pour n 2 N, posons 
S 

Fn = is E s; Ilf,(s)-f(s)ll < Eg(S), Vk 2 Il). On a que la suite dr ensembles Fn est 

une suite emboitée croissante vers S, et donc si on pose EN = FN et En = Fn-F, 1 

pour n r Ntl, on voit que les E n (n 2 N) forment une partition de S. On dé- 

finit alors une jauge y sur S de la façon suivante: 

Vs) = Yo il V,(S) n . . . n Y n (s) si s E E n' (n 2 N) 

et nous allons montrer que Y satisfait la propriété (*). 

Soit donc P = {(z i, Ji)) Y-fine. P est alors Yj-fine pour j = 1,. . .,N 

et alors: Vj 5 N, f-11 < E/Zj < E, 
s ' 

DIT r nj(v). 

La propriété (*) est donc satisfaite pour niN et il reste à montrer 

q+elle est aussi satisfaite pour n > N. 

soit donc n > N et POSOnS: Dk = ((zi,Ji) E V; Zi E Ek} 0 2 NI, 

E = u vk, E’ = u vk. 
N<k<n- 1 k>n 

Chaque 'k est Yl,Y2,. . .,YN9YN+l,. . .,Yk-fines et donc E' est Y1,Y2,. . . ,Yn-fine. 

(Noter cependant que E n'est pas nécessairement Y -fine.) n De plus E' est une 

yartie d'une division étiquetée qui est Yn-fine et donc d'après le lemme de 

l.:enstock (appliqué à fn et Y,): 3PR E F(D) tel que 111 Cn(E') - 
P Ji 

fnlll < 3e/Zn 



pour P r Pi (bien entendu il faut comprendre ici que les J. 
1 dont il est question 

sont parmi ceux dont l'étiquette zi appartient à 
u Ek) l  

D'autre part, Finté- 
k2n 

grale étant o-additive sur les intervalles (Théorème 3), 2 3Pn tel que 

IIC J 
P J; n - J S 

fn 11 < E pour P 2 P2. Donc pour 
n 

II 2 ((z.,J.); 
11 

i E P1 U P21 U n(O)(D) U dN) (DN) U . . . U TP-l) (Dn $ = n n $p) > 

s fJl 5 iii, fn - p i, f,ll + Il; Cfn(D> - I, yll 
i i 

< E + III Cf#‘) - p1 J f 111 +III Cfn(E) - 
Ji n p2 

J J fnlll 
i 

<& + 54 + Ill c fn(E) - 
p2 

J 
Ji 

f III n 

où bien sûr P = ii; (zi,Ji) E II), 
p1 = Ii; (zi,Ji) E II n E’}, P2 = {i; 

(zi,Ji) E II I-l El. 

Or en posant P 2,j = {iEP* z 2' i E Ej} pour j = N,...,n-1, on a: 

cfn(vj) - J f II! 
Ji Ji n 

Cf.(K) - f. Ill 
j =N icP 

rfn(Dj)-fjCDj)lll + II C . 3 3 J 
2J "'2, j Ji J 

t c IIJ f. - 
i.EP 

2,j 
Ji ’ J Ji 

fnll 1 

n-l . 
5 1. l2E: 1 

j =N î.cP 
g(zi)L(Ji) t 3E/2J t 

c I i6P Ji 
hN} 

Lj 2,j 

(en effet, il suffit de remarquer ici que si z. E E. 
1 J 

on a d'après la définition 

même de E., 
J II fnCzil - fj(Zi)ii 5 2&g(zi) puisque n 2 j, ce qui fournit la majora- 

tion pour le premier terme. Quant au terme central, on observe que Z?. est Y.- 
3 J 

fine et il suffit alors d'appliquer encore une fois le lemme de Henstock. Pour le 

troisième terme c'est clair.) 

5 2~ c g(zi)L(Ji) t 3~ t 
J 

$ s 4E t 2E( 
J g + cl 

p2upo S S / ' 



(ROUS avons pOS6 P = {i; (zi,Ji) 6 II ( 1 0 
0 m et utilisé la positivité des fonc- 

t ions g et $ ainsi que le fait que P est en particulier yo-fine). Donc fi- 

nalement nous obtenons que si P est y-fine et si n > N alors pour II 2 lI (0) n 

on a: 

II 1 ‘n(P) - f fn II < E + 3~12" + k + 2~( 
n S J g + El < w5 + 

S I 
g) 

S 

ce qui établit la propriété (*) . 

Dans la deuxième étape nous montrons que f est intégrable sur Pour 

cela, on procède de la façon suivante: & ’ 0 étant donné, on choisit un entier N 

tel que J 94 < E. 
’ 

Alors utilisant le fait que fN est de classe 1 et que 

n fN (‘1 -f (‘>Il 2 hN(z) pour chaque z E S (d’après la définition même de % et de 

f 1 on peut conclure (a l’aide de raisonnements maintenant familiers que nous lais- 

sons au lecteur) que f est également de classe Z. 

Enfin on démontre que f= 
S 

Ceci est également très facile et dépend de façon cruciale de la première 

étape de la démonstration. Pour bien montrer ce fait nous allons présenter les dé- 

tails. Soit &>O. Prenons N un entier tel que 
J S 

hn<E pour n2N. Pre- 

nons de plus une jauge sur S n) telle que VP Y-fine, 

Vn 2 1, 3np: III f,co> - 
I-I J S 

ql < ES VII 2 n,(P) et prenons également Y, une 

j auge sur S telle que VII yo-fine, ElITo( III f(P) - 1 fil < E, HI 2 no(D) l  

n  S 

De plus ce que nous avons fait dans la deuxième étape avec la suite {f 1 n peut 

(encore plus simplement) être fait avec la suite ih 1. n On peut donc choisir une 

jauge 7 sur S (indépendante de n) telle que ‘I!I? y-fine, vn 2 1, 3i,(P): 

III $p) - 
n I S 

hnll < E 9 VII 2 n,s, . 

Posons 7 = y n y, n y et fixons une division étiquetée P qui est 

r-fine. Alors si n 2 N on a, en prenant TT: = no(p) U Iln(P) U En(D), 

~ 2~ t C Ilfn(zi)-f(zi)/I'(Ji) ~ 2~ t C hn(~) I 3~ + 
n: n J S 

hn L: 4~. O 
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REMARQUE. Notons que s 

X qui satisfait 1 es hypothèses 

sous-ensemble mesu .rable de S a 

suite de Cauchy. (En effet, au 

gence dominée nous avons montré 

f,)n= 1 est une su ite de foncti 

ence dominée 

d'éléments 

stration du t 

.ons de S vers 

est un 

t une 

e conver- 

du t 

.lors 

tout 

que 

héorème de converg 

l la suite 1 
I E 

fJ 

début de la démon 

etsi E 

de X es 

héorème d 

Donc si S est de mesure finie et si la suite {fnl est intégrable sur tout sous- 

ensemble mesurable, le théorème de convergence dominée est en fait un corollaire du 

théorème suivant: 

THÉORÈME 5. Suti s unLti4hvaReede R de m~uhe&itie. Sui/t {f 1" n n= 1 

s puLA 

oun-etiembik m e- 

1) n 

n = 1,2,... 

2) l J E 
fn} UX une atie de Cauchy dam X puuh chaque a 

atiab& E de S. 

3) llfn-fmll: s + w+ & une @wtiun mawLab.le puu~ n,m = 1,2,... 

4) fn(s) + f(s), Vs E s. 

de S Abu 
I f= 

E 

f &A/t ct un a 

lim 
J n E fn' 

DÉMONSTRATION. Pour chaque E E Ail posons 1 (E) = lim J fn E x. Nous allons com- 
n+ E 

mencer par démontrer que cette limite est uniforme dans le sens suivant: 

( 1 * VE: > 0, 3N tel que: 
E 

fn - I(E)11 < E, Vn 2 IN, VE E M. 

C’est l’étape cruciale. Une fois ce fait établi on pourra procéder en 

adaptant essentiellement les idées que nous avons développées dans la démonstration 

du théorème de convergence dominée. 



Vn E IN 

Soit Prenons 

(voir le Théorème 2) et posons: 

Ed 

En = {S E S; lifk(s)-f(s)ll 2 C, vk 2 rd, Fn = S-En0 

D'après les hypothèses 3 et 4, {E } forme une suite d'ensembles mesurables telle n 

que L(E,) + 0. Soit donc N E IN t.q. n 2 N=> L(E,) < 8/2. Alors si m,n 2 N 

et si E E M on a, en posant Fnm = Fn n Fm, 

II J E 
Cfn-fm,ll 5 J E(1F 

II fn-fJ + II J mCF 
cfn-m,ll 

nm nm 

2 2&L(S) + II J mCF 
fnll -t Il J mCF 

fJ l  

nm 

L((E n CF,) IJ (E n CF )) 
m 5 L(E n E ) n + L(E n E ) m < 6 et donc: 

Il J (fn-m)ll 5 2&(L(S) + 1) vn,m 2 N, TEE M. Par conséquent si E E M et si on 
E 

choisit n(E) 2 N tel que II J f I(E)11 < E, E n(E) - on aura que: 

Vn 2 N => 11 f - I(E)II 5 11 
E n J E (n-n(E) )II + Ii\ 

E 
fn(E) - 1 (Ejl 2 !X(L(S) + l), 

ce qui établit la propriété (*). 

Ce que nous venons d'établir ainsi que le fait que nous as- 

sure de l'existence d'une sous-suite If 1" nk k=l de la suite (fn) telle que pour 

k = 1,2,... 

0 Ill i f - I(E)/1 < 1/2k, VE E M, 
E nk 

(ii) llfnk(s)-f(s)ll < i/zkL(S) pour SE F =S-E 
nk nk’ 

où, rappelons-le, E 
nk 

= 1s E S; llfm(s)-f(s)ll 2 1/2kL(S), vrn 2 nk} et où de plus 

nk peut être supposé choisi tel que L(E k 

nk 
) < 1/2 . Pour ne pas alourdir inutile- 

ment les notations on peut supposer que nk = k. Soit E > 0. Prenons à nouveau 

6 ' 0 t.q. E E IV et L(E) < 6 => II 
I 

fil <c, 
E k 

vk, et fixons un entier K tel 

que 2-K(L(S))-1 < E, 2-K < E, 2sK < 6. 

Ce choix de K étant fait, indiquons comment choisir une jauge y sur S 

telle que W y-fine, 311(D) vérifiant 111 f(D) - I(S)ll< E, HI 2 R(D), ce qui 
Il 
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montrera que f est intégrable sur S et que f = I(S) tel que désiré. En 

posant: GK = FK, GK+j = EK+j 1 - EK+j pour j 2 1, on forme une partition de S 

et on choisit des jauges y Ktj sur G K+j (j 2 0) telles que pour toute division 

étiquetée P K+j de G Ktj la série 1 fXtj (pKtj) est inconditionnellement proche 

de 
J 

f relativement à 2 - (K-Q 1 
U-j . Il suffit alors de définir y(s) = y Ktj (s) 

G Ktj 
si SE G Ktj* 

Ainsi si P = Qzi,Ji)) est Y-fine alors pour II(D) convenable et 

II 2 II(P) on aura, en posant pour j 2 0, 

gKi-j ’ = fK+j s si S E GKtj ( > ( > 

= 0 autrement 

et en identifiant IT avec fi; (Zi'Ji E lT1: 

‘(‘)II ’ IIC (f(Zi) - gK(zi))L(Ji)JI ’ 11~ g (zo)L(Ji) - 

’ + iijFK fK - 1, fKI( + :î, ‘, ’ 1(s)II 
J 
F’K 

’ C /If(zi) - gK(Zi)llL(Ji) t IlC f(zi)L(J.)/l + E -t & t 1/2K 
% =2 

1 

Où Il 1 = ii.6 IL; z iE FK)> ~2=~-TI 1 

5 il (‘/‘kL(‘))L(Ji) + 3~ + 111 f(zi)L(Ji)II 
=2 

’ 4E ’ III f(zi)L(Ji)ll’ 
f12 

Ill f(zi)L(Ji)ll ’ 
R2 

~ ’ C Ilf(zi) - gK+i(zi)llL(Ji) 
j=l n2 j 

B 

+llC [s 
*Lj 

,i(zilLCJi) - J 
5. 

gK+i!lI) 

+llf1 1 II 
j=’ ‘2 j Ji 

gK+i 
9 
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où les ien 2 sont tels que les 2. 1 appartiennent à E K+il >***9 EKtiM (et on sup- 

pose encore une fois pour ne pas alourdir les notations que il = l,...,iM = M) et 

n 2,j = {i; z E E i Ktj 
1; ce qui, par le lemme de Henstock, donne: 

où 

A.=( U 
J 

J.) fl C 
i.clI 1 Ktj 

2,j 

M M 
5 2E t 11 1 

J 
f#+j l l  ' 2E + 1 J llf 

j=l Aj j=l Aj 

I di Ï? est un entier assez grand pour que sur A. on ait 
3 

Ilf,+j(s) - f$s)ll 5 2-(Ictj) + 2-(K+K) < 2 x ,-(K+j)] 

J M 
5 2& t 2c t 11 fil 5 SC, puisque L(B) < 6, (où B = U 

B K j=l, 
3). 

Nous venons donc d'établir l'inégalité désirée: 111 f(o) - I(~)II 5 9c. 
n 

Enfin, ce que nous venons de faire pour S peut être fait pour toute par- 

tie mesurable de S. 0 
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