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SOUS-HARMONICITÉ DE LA PARTIE DU RIESZ 
DU SPECTRE D'UN OPERATEUR 
Bernard Aupetit et Alphonse lyamuremye 

Abstract 

We prove that the logarithm of the first n external spectral values of an 

operator is subharmonic. We also give a counter-example to a result of J. Zemanek 

(Theorem 5.6 of C6I). 

Résumé 

Dans cet article nous démontrons la sous-harmonicité du logarithme du mo- 

dule du produit des n premières valeurs spectrales extérieures et nous donnons un 

contre-exemple à un résultat de J. Zemanek (Théorème 5.6 de C6l). 

1. Introduction 

Soit A une algèbre de Banach avec unité et 1 un idéal bilatère inessen- 

tiel de (c’est-à-dire que tout élément de 1 a son spectre avec au plus zéro 

comme point limite, voir [2] pour plus de détails). 

éL@meMJf: de F/L&&.~ s’ il est inversible modulo 

ces éléments. 

1. 

Un élément de 

Désignons par 

est appelé 

l’ensemble de 

Pour un élément x de A le spectre de Fredholm ou ~~COU ~M&L.& de 

X est défini par 

aq) (xl = 0 E cc: X-Xl 4 (31. 



Si on dénote par a(x) le spectre de x et par [xl@ le rayon spectral essentiel, 

il est facile de démontrer les résultats suivants: 

PROPOSITION. Tuut paint Quw~G~e de a(x) 

rinoteé dans a(x). 

COROLLAIRE. 

ambte titiet, donc au plua dhzomb~able. 

2. Contre-exemple à un résultat de J. Zemanek 

Comme A(X) est au plus dénombrable, on peut ordonner ses points de façon 

que 1x11 2 1X2/ r . . . 2 IX,1 2 . . ., avec la convention que si A(x) ne contient 

que n points, alors /An+11 = fhn+2f = . . . = Ix/@. 

Considérons une fonction analytique f d’un domaine D de Cc dans A. 

Le Théorkme 5.6 de [6] affirme que les fonctions z + IXn(f(z))/ sont sous -harmoni - 

ques sur D, pour n = 1,2,... . Ce résultat est évidemment vrai pour n = 1, 

d’après le théorème de Vesentini car Ihl(f(z)) 1 col2ncide avec le rayon spectral 

de f(z) (voir CH, p. 9). Mais pour 

verrons sur l’exemple qui suit. 

Prenons A = 1 = Iol 

le résultat est faux comme nous le 

et la fonction analytique 

Par 

1, z 
f(z) = 

1 1 z, 1 

Il est clair que o(f(z)) = {l+z, 1-z). Donc 

notons par cette fonction et montrons qu elle n’est pas sous-harmonique. 

f définie sur a: 

qm> 1 I = Min{ll+zl, 11-21). Dé- 

on 

a $(O) = 1, e(z) 2 0. Si 4 est supposée sous-harmonique, alors + = $? 1 *est 

également. Montrons maintenant que $ ne satisfait pas 1 *inégalité de la moyenne 

sur un petit disque centré à l’origine, d’où on aura une contradiction. Soit E: > 0 

et t réel. Alors 
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it 
we 1 

2 = Min(l+& +2E cost, 1-t-E 2 -2~ cost) 

d’où 

it i 1-K 2 +2E cost, si cost 5 0, 
*Ve > = 2 1% -2E cost, si cost 2 0. 

Donc : 

$(ceit) dt = &- [ 
/2 

(lte’-2c cost) dt t 
f 

3?~/2 
(1+E2 + 2~ cost) dt 

VQ 

f 

27r 
t (1 E’-ZE cost) dtl 

31~/2 

2 4 
=E - FE+l. 

D’où l’inégalité de la moyenne Q(O) < k 
27r 

4 0 
"yy-. Ainsi 4 n’est pas sous-harmonique. 

9 (ceit) dt n’est pas vérifiée si 

Signalons que C. Geib, de 1Wniversité de Karlsruhe, avait en 1983 noté 

1 *erreur dans le résultat de J. Zemanek mais sans donner de contre-exemple. 

3. Sous-harmonicité du logarithme du module du produit des n premières valeurs -~- 
spectrales extérieures 

Supposons toujours que f est une fonction analytique d’un domaine D de 

Q: dans une algèbre de Banach A. Si a0 E A(f(zo))> alors il est clair qu’autour 

du point a 
0 

il n’y a qu’un nombre fini d’éléments de Z voisin de 

Z o (c43, Théorème 1.2.2). 

D’après le Théorème 2 de [ll, page 67, il existe un entier m 2 1 et 

r > 0 tels que 0 < [z-zo[ < r implique que O(f(z)) ait exactement m points au 

voisinage de ao, auquel cas, d’après la semi-continuité supérieure du spectre es- 

sentiel oo, il résulte pour r assez petit que ces m point au voisinage de a0 

sont dans A(f(z,)). Ce nombre m sera appelé la rnutipficti& @WC&&! au point 

Z 
0. 

Le même Théorème 2 implique également ce qui suit. 



1 Dénotons par X (2) ,. ..,Xm(z) les éléments de A(f(z)) fl B(a ,s) (pour un 
0 

certain s>o assez petit) lorsque 0 < Iz-z~~ < r, avec A(f(zo)) n B(y,,s) = ho). 

Alors la fonction h définie par 

h(zo) = c$ 

h(z) = Xl(z) x . . . x Xrn(z) 

est holomorphe sur le disque lz-zgl <r, y compris en Z o, d’après le théorème 

d’extension de Rade (voir CII, Appendice II, Théorème 15). De cela, on déduit immé- 

diatement le lemme suivant: 

LEMME . SuppasanA que #(A(f(zo)) fl B(ao,s)) = 1 d Pe # (W(z) 1 n 

B(ao>s)) = m Paul 0 < Iz-zol < r. ACOU 

m Log (CL01 2 
I lz-Zol’P 

UJog IA 1 Z I + . . . + Log IXrnW Il Id4 

O<p<r. 

On ordonne maintenant 1 ‘ensemble discret A(£(z)) de façon que 

(ApCz) I 2  jXpz) I 2  l  . l  
en faisant la convention que Xi(f(z)) est répété m 

fois dans cette suite si Xi(f(z)) est de multiplicité spectrale m au point z. 

De plus si après An(£(z)) il n’y a pas d’autres valeurs inessentielles on pose par 

convent ion que l~n+lCfw) I = IX,+,(f(zn I = l  ** = If(z) IQ’ 

Finalement, l’erreur de J, Zem&ek peut être rectifiée par le résultat 

suivant. 

THÉORÈME. Soit n un wlC&% SuptiU ou Eg& à un. ke0U & &3ntion 

z + x,(z) = Log Ihl(f(Z)) 1 + . . . t Log jX,(f(z)) [ ti/t &w-hatunoni~ue bwt D. 

DÉMONSTRATION. Fixons z. E D. Supposons tout d’abord que lXn(f(zo)) 1 > [f(zo) IQ. 

Si n est la somme des multiplicités spectrales des k premières valeurs spectra- 

A Wo) i alors, en appliquant k fois le lemme et le fait que 

lyfw) I x l  * l  x Ix n (f(z)) 1 majore nécessairement tout produit des modules de 

n éléments de A (f(z)), on obtient alors que 
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pour tout p > 0 assez petit. Autrement dit, xn satisfait localement 1) inégalité 

de la moyenne en zo. Comme de plus la semi-continuité supérieure du spectre impli- 

que facilement la semi-continuité supérieure de x,, il est donc vrai que x, est 

sous-harmonique sur D. 

Dénotons par a la plus grande somme des premières multiplicités spectra- 

les de A(f(zo)) qui soit inférieure à n et appelons m la multiplicité spectra- 

le de Xn(f(zo)). Supposons maintenant que a < n < l+m. Toujours d’après le lemme 

on a pour p > 0 assez petit 

(2) m Log l+po)l I 5 
I Iz-zol 

(Log I$f(z)1 l + l  * l  + Log l~~m~)lI ldzl 
=P 

où Qf(z)) 9 ’  ’  l  Jpo  > sont les m points de A(£(z)) n B(ao,s) où 

a 
0 

= An(f(zo)). Appelons ~,,+l(z) 2 . . . 2 an(z) les n-L plus grands modules 

parmi O:(f(z)) 3 l  l  l  ,Qf(z)) 1. Alors les m-n& autres sont inférieurs ou égaux 

à a,(z) 5  (a~+p) x  .* l  x  an(z)) 

l/n-l . Ainsi (2) implique que: 

m Log j+p(z,) 1 I 5 /lzBz 

0= 

l p (1 + ~51 (Log aL+l(z) + l  ** + Log a,(z)) Id4 

d’où 

(3) (n-t) Log l~n(f(z,)) 1  5  1 I 

z -z  = 

0 p 

I (LOg ~~+l(z) + . l  l  + Log qz)) ldzl l  

Maintenant on applique la première partie à xP ce qui donne 

(4) Xa(Zo) ’ I,,_, ,-~ r,rl LOg lVj(fO)I) ldzl 
o- - 

où les vj(f(z)) sont les 1 éléments de A(f(z)) n B(ao,s) au voisinage de l’un 

des  Q(f(zo)) > l  l  l  Ja(f(z,)> l  
Maintenant réunissons les & éléments vj(f(z)) aux 

n-L éléments de A(f(z)) n B(ao,s) qui ont respectivement pour modules 

QQ,l(Z) 9  l  . l  >qz1 l  
Ces n éléments peuvent être ordonnés, en modules, de façon 

qu’ils soient respectivement inférieurs à IXl(f(z)) 1 >***9 Ijpo I l  
L’addition de 

(3) et (4) prouve donc que x, satisfait localement l’inégalité de la moyenne en z 
0’ 

. . 



Supposons maintenant que [hn(f(zo)i = If(zo& avec Ihn l(f(zo))l > If(zo 

Comme 

(5) Xn(‘o) = X,_10 + L”g [f(zo) I@ 

on applique ce qui précède au cas n-l et le fait que z -+ Log If(z) la est sous- 

harmonique, d'aprés le théorème de Vesentini, pour déduire que x n satisfait loca- 

lement l'inégalité de la moyenne. Les autres cas se font de façon semblable. 0 

Les résultats cent enus dans cet article correspondent au dernier chapitre 

de la thèse de doctorat du second auteur [SI. 
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