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CALCULS FONCTIONNELS HARMONIQUE

ET ANALYTIQUE REEL
M. Akkar, A. El Kinani, M. Oudadess

Abstract

We define and study two new functional calculus. The first one, say harmo-
nic, in Banach algebras with continuous involution, consists in giving a sens to
f(x) whenever x is an element of such algebra an& f is a harmonic function in
an open set U containing Spx. The second, say real analytic, in hermitian com-
mutative Banach algebras, consists in giving a sens to f(x) whenever x is an
element of such algebra and f is an analytic function in two real variables on a

neighborhood U of Spx.

Nous ne considérons que les algébres de Banach munies d'une involution
continue (resp. les algé€bres de Banach commutatives hermitiennes). Notre objectif
est de définir et d'étudier sur ces algébres un calcul fonctionnel harmonique (resp.
analytique réel) consistant i donner un sens & f(x) ot x est un €l€ment de
1'algdbre et f une fonction harmonique sur un ouvert U contenant Spx (resp.

fonction analytique de deux variables réelles sur U).

Introduction

On sait qu'il existe un calcul fonctionnel holomorphe dans les algébres de

Banach complexes, qui permet de donner un sens & f(x) ol x est un élément de
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l1'algébre et f est une fonction holomorphe sur un ouvert U de C contenant

spx [3].

Dans cet article, nous donnons deux autres calculs fonctionnels. Le pre-
mier est le calcul fonctionnel harmonique dans les algébres de Banach qui admettent
une involution continue. I1 consiste, en gros, 3 donner un sens & f(x) ou f
est une fonction harmonique sur un ouvert U contenant spx. Une fois ce calcul
défini, nous montrons que pour les C*-algébres commutatives on le retrouve d par-
tir du calcul fonctionnel connu sur ces derniéres [4]. De m@me, nous prouvons que
dans le cas oi f est une fonction holomorphe, 1'expression de f£(x) donnée dans
le cas harmonique co?ncide avec celle donnée dans le cas holomorphe. Par ailleurs,
nous montrons que ce calcul est unique et continu et &tablissons le "Spectral map-
ping theorem" dans le cas ol tout caract@re est hermitien. On termine cette partie
en montrant que ce dernier résultat n'est pas vrai dans les C*-algébres non commu-
tatives ni dans les algébres de Banach commutatives 3 involution continue mais qui

admettent des caractéres non hermitiens.

Le deuxiéme calcul fonctionnel dit analytique réel est défini dans les al-
gébres de Banach unitaires commutatives hermitiennes. Il permet de donner un sens
a4 f(x), oi x est un €lément de 1'algdbre et f est une fonction analytique de
deux variables réelles, sur un ouvert U de RZ contenant Spx. Pour ce faire,
nous utilisons le calcul fonctionnel holomorphe de deux variables. C'est ce en quoi
consiste ce calcul dii 3 une suggestion du professeur G. A Allan [1]; du point de
vue technique, nous avons €té amenés d établir un isomorphisme algébrique entre
1'algébre des fonctions analytiques de deux variables réelles sur U notée A(U),
oi U est un ouvert de RZ et une limite inductive d'alg&bres de fonctions holo-
morphes. Par ailleurs, on écrit A(U) comme limite inductive d'algébres de fonc-
tions analytiques particuligres. Ceci nous permet de munir l'algébre A(U) de
deux topologies qui rendent topologique 1'isomorphisme algébrique précédent. L'une
est une topologie image réciproque. Quant 3 1l'autre c'est une topologie limite in-
ductive. Nous montrons que les deux topologies colncident sur A(U). Nous reve-

nons ensuite au calcul fonctionnel analytique réel et prouvons qu'il est unique et
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continu et vérifie le "Spectral mapping theorem". Enfin, nous montrons que la res-
triction de ce calcul 3 1l'espace vectoriel de fonctions harmoniques co?ncide avec

celui défini 4 la Section 1.

0. Préliminaires

Nous nous intéressons aux fonctions analytiques telles qu'elles sont dé&fi-

nies dans [5].

Soit U une partie ouverte de €. On dé&signera par h(U) 1'ensemble des
fonctions harmoniques dans U et par H(U) 1'ensemble des fonctions holomorphes

dans U.
On rappelle la définition suivante:

DEFINITION 0.1. Soit A une algébre de Banach involutive et x un €1&-
ment de A. On définit la partie réelle de x notée Re x, et la partie imaginaire

de x notée Im x par: Re x = 3(x+x*); Im x = %T-(x-x*).
La proposition suivante est de démonstration classique.

PROPOSITION 0.2. Soit A une algébre de Banach a involution continue et

g une application continue de £'intervalle [a,b], a < b, de R dans A. Alonrs:
b * b
U g(t) dtl = f g(t)* dt.
a a

Rappelons qu'on désigne par R(m“) 1'algébre des fractions rationnelles
n . . ’
sur € et H(U,A) celle des fonctions holomorphes sur U & valeurs dans A. On
considére les parties rationnellement convexes au sens de [3]. De la méme manigére

que pour les parties polynomialement convexes [3], on démontre le résultat suivant:

PROPOSITION 0.3. Soit n un élément de IN*, K une partie compacte ha-
tionnellement convexe de C". Alons, K admet un systéme fondamental de voisina-

ges compacts rationnellement convexes.
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1, Calcul fonctionnel harmonique dans les algébres de Banach involutives

1.1. Construction du calcul fonctionnel harmonique

Une facon naturelle de définir un calcul fonctionnel harmonique est d'uti-
liser la formule intégrale de Poisson comme on utilise la formule intégrale de

Cauchy dans le cas holomorphe.

DEFINITION 1.1.1. Soit A une algébre de Banach complexe d involution
continue, U un ouvert de C, Zo un €lément de U tel que D(ZO,R) soit conte-
nu dans U, (R > o), x un &lément de A avec Spx contenu dans D(ZO,R) et f

un élément de h(U). On pose, alors:

f -
(1) £(x) = é_nilz-z I £(2) Re(Z+x-22,) (2-x) 7 dﬁl )

PROPOSITION 1.1.2. Soit f et g deux ééments de h(U), A un &lément
de € et x un &lément de A qui vérnifie Les conditions de La Définition 1.1.1.
Alons:

(1) E+g)(x) = £(x) + gx).

(i) B ) = A » £(x).

(iii) £x)* = f(x).

PREUVE. C(C'est une conséquence immédiate de la Définition 1.1.1 et de la Proposi-

tion 0.2.

REMARQUE 1.1.3. En utilisant le calcul holomorphe classique, on montre
qu'un calcul fonctionnel harmonique vérifiant les trois propriétés de la Proposi-

tion 1.1.2 est nécessairement donné par la formule (1).

REMARQUE 1.1.4. Les fonctions holomorphes &tant des fonctions harmoniques
particuliéres, il est naturel de se demander si 1'expression de f(x) donnée par
le calcul fonctionnel holomorphe concide avec celle donnée par le calcul fonction-

nel harmonique: la réponse est positive.
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REMARQUE 1.1.5. En utilisant le fait que tout caractére est hermitien dans
les (*-algébres unitaires commutatives, on montre que dans ces algébres, on retrou-

ve 1l'expression (1) & partir du calcul fonctionnel connu sur ces derni&res [4].

1.2, Unicité du calcul fonctionnel harmonique

Cn considére maintenant 1'application ¢ définie par:

¢ : h(U) » A

£ ¢(f) = £(x).

THEOREME 1.2.1. L'application ¢ de h(U) dans A est caractérisée par
Les propriétés suivantes:

a) C'est un homomonphisme involutif d'espaces vectorniels et sa nestric-
tion @ H(U) est un homomonphisme d'algébres.

b) Si une suite de fonctions (f)), converge uniformément vers £ dans
tout disque fermé contenu dans U et contenant Spx en son intérnieun, alons La

sudite (fn(x))n convenge uniformément verrs £(x) pour La nornme.

PREUVE. Il est aisé de voir que 1'application ¢ vérifie les propriétés ci-dessus.
Montrons que s'il existe une application possédant ces propriétés, c'est nécessai-

rement l'application ¢.

Soit $ une telle application de h(U) dans A. Alors, il suffit de dé-

montrer $(f) ¢(f) pour toute fonction harmonique réelle. En effet, le cas
d'une fonction harmonique 3 valeurs complexes s'y raméne en séparant le réel et

1'imaginaire.

Soit f wune fonction harmonique réelle dans U et soit D(ZO,R) le dis-
que ouvert tel que Spx C D(ZO,R) et D(ZO,R) c U, Alors, il existe une fonction
A

g holomorphe sur un voisinage U, de D(ZO,R) dont la partie réelle soit f.

1
Soit E une enveloppe domaine de Cauchy de (D(Zo’R)’Ul)' Alors, on a:

1 | o
£(Z) = Re = (2] dz , pour tout Z dans E.
211 3E Z'-Z
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L'expression de droite est la limite des sommes de la forme:
17 -1 )
- _ 1 [ 1" 7
£,(2) = Rejoy k§0 g(Zg) (Z}-2) (Zyy 172D
ol Zi € 9E pour ke {0,1,...,n}. De plus fn converge uniformément sur 1'ouvert
E. Et par 1'unicit& du calcul fonctionnel holomorphe et la condition (a), fn a

pour image par ¢:

~ n -
£ =8 (D = Re{E%I kgo g(2}) (Zje-x) l(zi+1-zi ].

Et d'aprés la condition b) on a: ?h(x) > %(x). Mais fn(x) converge aussi

vers f(x) pour la norme, d'ou ?(x) = f£(x).

1.3, Continuité du calcul fonctionnel harmonique

On va voir que le calcul fonctionnel construit est continu pour la topolo-

gie de la convergence uniforme. En fait, on a méme plus:

PROPOSITION 1.3.1. Soit A une alglbre de Banach unitaire commutative
involution continue, x un élément de A, U un ouvert de €, Z, un lement de
U et R >o0 Ztel que D(Z,R) s0it contenu dans U. Si K est un compact conte-

nu dans U et contenant D(Z .R) , alons L'application:

¢ ¢ (h(W),P) > (A -1 ID

freé(f)
est continue, ol P (£) = Sup [£(2)].
ZeK
PREUVE. [ f(x)| = u%ﬁ-fl | £(2) Re(z+x-zzo)(z-x)'1 Jgglh;
Z-Z |=R
-1, |
S MP(f), ol M= %ﬁ j[z-z " IRe (Z+x-2Z ) (Z-x) L ¢%§i .
o
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1.4. Le *'Spectral mapping theorem'

Le "Spectral mapping theorem" est vrai dans les (*-alg&bres commutatives
pour les fonctions harmoniques car ces derniéres sont continues. Nous allons voir
qu'il est aussi vrai dans les alg@bres de Banach commutatives unitaires & involu-

tion continue et dont tout caractére est hermitien.

PROPOSITION 1.4.1. Soit A une algébre de Banach commutative unitaire a
involution continue et dont tout caractére est henmitien, x un &Lément de A, U
un ouvert de €, Z_ un &lément de C et R > o Ztel que D(Z,.R) 504t contenu

dans U x n éfément de A av

dans U, x un &Lément

e S contenu dans D(Z ,R) et f un cLement

DX
DX
A

de h(U). ALons: £(x) = fo R.

PREUVE. Si X est un caractére non nul de A, on a:

1 -1 |dZ
X(£(x)) = il J £(2) Re(Z+X(x)-ZZO)(Z-X(x)) R - £f(X(x)).
|z-z_|=R
o
COROLLAIRE 1.4.2. "Spectral mapping theorem". S{ f et x vérigdent

Les conditions de La Proposition 1.4.1, alors £(Spx) = Spf(x).

COROLLAIRE 1.4.3. Si A est une C*-algébre unitaire non commutative, x
un éLeément nonmal de A, U un ouvert de €, Z, un lément de U, D(Z,,R) c U,

Spx ¢ D(Z_,R) et f e h(U), alons on a Le "Spectral mapping theorem".

PREUVE. La sous C*-alg8bre unitaire engendrée par x est une C€*-algébre commu-

tative unitaire et elle est pleine.

Dans le cas des (*-alg&bres non commutatives, le '"Spectral mapping theo-
rem'" ne reste plus valable pour des €léments non normaux de 1'algébre. En effet,

on a le contre-exemple suivant:

CONTRE-EXEMPLE 1.4.4, Soit A = L(EZ). C'est une algébre non commutative.
Soit U définie par la matrice [} °

i o] et f définie par f(Z) = Re Z. Alors,

on a:

Spf(U) = {+3,-1}; f(Spu) = {ol.
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Et par suite f£(SpU) % Spf(U).
Dans les algébres de Banach commutatives 4 involution continue qui admet-

tent des caract&res non hermitiens, le "Spectral mapping theorem" n'est pas vrai

non plus. En effet:

CONTRE-EXEMPLE 1.4.5. Soit A = € x € munie des opérations et de la nor-

me suivantes:

(xy) + (x',y") = (x+x',y+y"), (X, y) (x',y") = (xx',yy'"),

A(x,y) = O\XJA_Y), (x)* = (y,x),

G = Max(lixIlL lylD

A est une algébre de Banach 4 involution continue et elle admet des carac-
téres non hermitiens. En effet, (i,i) est hermitien et Sp(i,i) = {i,-i} est
non réel.

Soit f définie par f(Z) = Re Z et x = (i,i) un élément de A. On a:

spECe) = (555, 51, £spo) = (1,00,

Et par suite f£(Spx) % Spf(x).

2. Calcul fonctionnel analytique réel dans les algébres de Banach hermitiennes

2.1. Construction du calcul fonctionnel analytique réel

Toute fonction f analytique d'un ouvert U de Rz dans € se prolonge
en une fonction F analytique de V dans €, oi V est une partie ouverte de c®
telle que V N R2 = U. L'id€e consiste 4 construire le calcul fonctionnel analyti-

que réel d'une seule variable en fonction du calcul holomorphe de deux variables.

Soit U un ouvert de Rz, f une application analytique de U dans (.

Alors, il existe une partie ouverte V de Ez telle que V N R2 = U, et une
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application F analytique de V dans C qui prolonge f. De plus, on a:

v= U Qx’ avec Qx un polydisque ouvert de Cz centré en x.
xeU

On note par VO(U) 1'ensemble des parties V de Gz qui sont réunion de
polydisques centrés en des éléments de U telles que VI R2 = U, et 1'on ordonne

de la fagon suivante:

VSEW<= WcCV,

On désigne, lorsque V est un &lément de VO(U), par (V) 1l'ensemble des fonc-

tions holomorphes sur V.
Si V < W, on désigne par:

My yi (> ()

F » F/W.

Alors Hw est injective. Et par conséquent, on peut considérer que:

lim (V) = U (V).
Vev_(U)

Soit maintenant ¢ 1'application définie par:

v: AU + lim (V)
(" -
£ y(f) = F,

ot A(U) est 1'algébre des fonctions analytiques sur U.

LEMME 2.1.1. L'application ¢ définie par (1') est un Lsomornphisme d'al-

gébres.

PREUVE. Par construction, Y est une application bijective. Montrons que c'est
un morphisme d'algébres. Soit f et g deux éléments de A(U). Il existe vy
et F, pour ie {1,2,3} od v, € VO(U) et Fi € (Vi) tels que: Y(f) = Fl’

V(g) = F, et Y(frg) = Fy.
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Soit maintenant V=V, 0V, N V,. Alors V contient un €1ément noté en-
core V de VO(U); et on a F3 = F1 + F2 sur V. En effet, soit Z un €lément
de V. Alors il existe un polydisque ouvert Qx centré en x é€lément de U et

asd contioms 7 Ne  cie 0O N m2 o] PO P
.
qui contient 4 UT, Sur \{X iR I 3 €l I 1 i r2 o

ment analytique F3 = F1 + Fz sur Qx' D'ol FS(Z) = (F1+F2)(Z) et par suite

F3 = F1 + F2 sur V. Ainsi, y(ftg) = Y(f) + ¥(g). De la méme fagon, on montre
que Y(feg) = Y(f) = v(g) et Y(AE) = AW(f) oli A est un €l€ment quelconque

de C.

Soit maintenant A une alg8bre de Banach unitaire commutative hermitienne
et a un €iément de A. Alors, a =h + ik avec h et k deux €iéments hermi-
tiens de A. On pose a' = (h,k), Spa' le spectre simultané de (h,k) et on note
par ea, , 1'application qui définit ?e SpA(h,k) c SpAh X SpAk < Rz. Soit 1'iso-
morphisme:

Y: RZ > € / (x,y) » xtiy.
On a alors:

Sppa = (Sp, (h,K)).
Et par conséquent, on peut identifier SpAa et SpA(h,k).

DEFINITION 2.1.2. Soit A unme algébre de Banach unitaire commutative her-
mitienne, a un €lément de A, U un ouvert de RZ contenant SpAa et f un

€lément de A(U). On pose:
f(a) = 6_,(v(£)) = v(£) (h,k),

oi a=h+ ik et a' = (h,k) avec h, k €léments hermitiens de A. Si on note
par ¢a(f) 1'élément £(a), on a:

¢a: A(U) > A

Fo o (£) = £(a).

am

PROPOSITION 2.1.3. L'application o, déginie par (1') est un morphisme
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PREUVE. Par construction, on a: ¢a = Ba, Y. Or Ga, est un morphisme d'algé-

bres et Y en est un d'aprés le Lemme 2.1.1. D'ol le résultat.

REMARQUE 2.1.4. Dans les (C*-algébres unitaires commutatives, on retrouve

1'expression (1") 3 partir du calcul fonctionnel, connu sur celle-ci, donné dans [4].

2.2. Le "Spectral mapping theorem"

Le "Spectral mapping theorem" est vrai dans les (*-algébres unitaires com-
mutatives pour les fonctions analytiques réelles car ces dernigres sont continues.
I1 est également vrai dans les alg&bres de Banach unitaires commutatives hermitien-

nes.

PROPOSITION 2.2.1. Soit A une algdbre de Banach unitaire commutative

2

hermitienne, a un &Lément de A avec a = h + ik, U un ouvert de R® conte-

nant Spya et £ est un Clément de A(U). Alons £(a) = £ o a.

COROLLAIRE 2.2.1. 'Spectral mapping theorem". Soift A une algdbre de
Banach unitaire commutative hermitienne., Si a et £ Aont telles que dans La
Proposition 2.2.1, akons:

Spf(a) = f(Spa).

2.3. Topologie sur A(U)

L'application ¢ dé&finie par (1') est un isomorphisme algébrique de A(U)
sur lim> (V). Une topologie naturelle sur A(U) qui rend ¢ continue est la to-
pologie image réciproque par Y de la topologie limite inductive de l}m> w.
Nous allons voir que A(U) munie de cette topologie est une limite inductive (al-

gébrique et topologique) d'espaces de fonctions analytiques particuligres.

Pour tout V dans VO(U), on note par Ty la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts de V sur A(V), et par T la topologie limite inducti-
ve, sur lim> (V) des topologies T,e On munit A(U) de la topologie T image

réciproque par Y de T. On note par E(U) 1'ensemble des écritures de U sous
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forme de réunion de pavés centrés en des &léments de U et on 1'ordonne de la fa-

¢on suivante:

vt oo et e ST T

xelU xeU
Lorsque U Ig(x) est un &lément de E(U), on pose a = (a(x))x€U et on désigne
xeU
par Ua 1'écriture U Ia(x)- On note, alors, par Aa(U) 1'ensemble des fonc-
xeU

tions f analytiques sur U telles que f est développable en série entidre sur

]
Ii(x) pour x dans U. si U 1%09 ¢ y 1% of considare

X X
xeU xeU

Pyt o AgU) > A, ()

fe f

1
o U,= U 1™ oy - U 1% ainsi @w,p
o X o X o

xeU xeU
inductif. Soit maintenant 1im>Aa(U) une limite inductive de ce systéme. Pour

est un systéme
',a)a',a y

tout qx €lément de E(U), on a:
Pa: Aa(U) > liE>Au(U)
fe (f,Ua).

Alors Pa est injective du fait que les Pa' o le sont. Et par conséquent, on

E)

peut considérer que:
Lind, @) = UA,W) =A@

Soit Ua un €lément de E(U). Alors, il existe Va dans VO(U) tel que

w(Aa(U)) = (Vu). Et par suite, si on note w/Aa(U) par wa’ on a:

byt AU > AV )

£0 4, ()
qui est linéaire bijective.
Par ailleurs, 1'image réciproque par wa de la topologie Ty de (Va)
o
est une topologie de F-espace sur Aa(U) notée T& . Finalement, on munit Aa(U)

de la topologie notée T', limite inductive des topologies 1] des espaces AQ(U).
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Voici un résultat dont nous omettons la preuve puisque nous ne l'utiliserons pas

dans cet article.

PROPOSITION 2.3.1. La fopologie t' et La topologie To image néeipho-

que par  de fa Zopologie T de lim (V) collneident sun A(U).

2.4, Cas des fonctions harmoniques

Du fait que les fonctions harmoniques sur un ouvert U de C sont des
fonctions analytiques de deux variables réelles, il est naturel de se demander si
1'expression de f(a) donnée par le calcul harmonique, définie dans la Section 1
colncide avec celle donnée par le calcul analytique réel. La réponse est positive.
Soit U un ouvert de RZ et soit U D(Z,R(Z)) une &criture de U fixée. On

ZeU
note par Hp(U) 1'ensemble des fonctions développables en séries entigres sur

- REL L Ry, R@D R,

pour tout (x,y) e U. Si VR = (x,g)eu Q(x,y)’ avec Q(x,y) le polydisque
D(x,B§ZlJ X D(y,B§ZlJ; on désigne par (VR) 1'ensemble des fonctions analytiques
sur VR'

LEMME 2.4.1. Si h(U) désigne L'ensemble des fonctions hanmoniques sur
U, alorns on a:
D oy W) = (V)

2) h(U) < Hy(V).

PREUVE. 1) découle de la construction de HR(U) et de V.
2) Si f est un €lément de h(U), alors f est développable en séries

entiéres sur

ST R Tes T Ml R |y R(Z),

pour tout (x,y) dans U. D'ol le résultat.
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Soit maintenant A une algébre de Banach unitaire commutative hermitienne,
a un €lément de A tel que SpAa est contenu dans U. Alors la restriction de

wa a4 h(U) est continue. En effet:

LEMME 2.4.2. L'application wa/h(U) est continue de (h(U),(PK)K) dans
A, 11D

PREUVE. Par construction de ¢a’ on a ¢a = ea, o . Par ailleurs, ea, est con-

tinue, Montrons que U/h(U) est continue. On a, d'aprés le Lemme 2.4.1:

WA W), PO > COR)Ty )

£ F.

Remarquons tout d'abord que yY/h(U) est une application linaire entre deux F-es-

~

paces. Pour finir, montrons que Y/h(U) est 3 graphe fermé.

Soit (gn) une suite de h(U) qui converge vers g telle que
Gn = w/h(U)(gn) converge vers G dans (Vg). Alors, pour tout €lément x de U,
Gn(x) converge vers G(x). Par ailleurs Gn(x) = gn(x) pour tout x dans U.

Et par suite yY/h(U)(g) = G.

PROPOSITION 2.4.3. Soit A une algébre de Banach unitaire commutative
hemitienne & involution continue, U un ouvernt de C, Z, un lement de U tek
que 5?7;7§;7' 504t contenu dans U (R; > 0), a un &lément de A avec Spya
contenu dans D(Z,R}). Alons La définition de f(a) donn€e parn 2.1.2 et La Défi-
nition 1.1.1 colneident,

PREUVE. Nous allons montrer que ¢a/h(U) vérifie les propriétés données par le

Théoréme 1.4.1.

Par la Proposition 2.1.3, ¢a/h(U) est un homomorphisme d'espaces vecto-
riels et sa restriction & H(U) est un morphisme d'algébres. Ensuite, si f est
réelle, il existe g holomorphe dans D(Zo,Rl) telle que f = Re g donc
¢a(f) = Re ¢a(g). D'od f(a) = ¢a/h(U)(f) est hermitien. Si maintenant f est

une fonction harmonique quelconque, alors f = f1 + if2 avec f1 et fz deux
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fonctions harmoniques réelles. Et par suite:
¢,/h(U) (£)* = ¢ /h(U) (£).

Par ailleurs, si (fn)n est une suite de fonctions harmoniques sur U, qui conver-
ge uniformément vers f dans un ouvert U1 contenant D(ZO,R ) et contenu dans
U, alors, d'aprés le Lemme 2.4.2, ¢a/h(U1)(fn/U1) converge vers ¢a/h(U1)(f/U1)

pour la norme. Enfin, d'aprés la construction de ¢a' on a:

$ /(U (£,/U)) = ¢, (£)

car
do(E) = 8,0 0 W(E) = 0, (V) ob (F), < (Vp)
= ea,((Fn7V1,V1)) avec V1 € Vo(Ul) et V1 « VR
= 6,,(F /V;) = 8,, o $/h(U)) (£,/U))
= 0,/h(U)) (£,/U)).
De méme
6,/B(U) (E/U]) = ¢, (£),

d'ol

6,60 s o ().

Ainsi: ¢ = ¢_/h(U) car ¢ est l'unique application de h(U) dans A qui véri-
a

fie les propriétés précédentes.

2.5. Unicité du calcul analytique réel

De la méme maniére que pour la proposition 9, p. 29 dans [3], on démon-
tre la

PROPOSITION 2.5.1. Soit A une alglbre de Banach unitaire commutative
hermitienne, h et k deux &l&ments quelconques de A +Lels que La sous-algibre
involutive pleine de A engendrée pan h et k est dense dans A. Pour
(A1525) € cz, Les conditions sulvantes sont Equivalentes:

1) (A1525) e Spy(h,K),

2) [ROLA| < IR(LKI, pour tout R dans R(E%),
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3) [RO | < o|R(BK)[, pout tout R dans R(C?).

Comme conséquence de cette proposition, on obtient €galement le corollaire

suivant:

COROLLAIRE 2.5.2. Soit A une alglbre de Banach unitaire commutative hen-
mitienne, h et k deux éliments queleonques de A. Si Al est La genmeture de
La sous-algebre involutive pleine engendrée par h et k, alors SpAl(h,k) est
£'envelLoppe rationnellement convexe de SpA(h,k).

PROPOSITION 2.5.3. Soit A une algdbre de Banach unitaire commutative
hemitienne, h et k deux &Léments hermitiens de A. Alons Spy (h, k) est na-

tionnellement convexe.

PREUVE. Soit a = h + ik et B 1la fermeture de la sous-algébre pleine involutive
engendrée par a. Il est clair que la sous-algébre pleine involutive fermé€e engen-

drée par h et k est égale & B.
Par ailleurs, SpAa = SpBa (car B est hermitienne). D'od

SpA(h,k) = SpB(h,k) (d'aprés le Corollaire 2.5.2)

n

SpB(a) (car B est hermitienne)

Spy(a) = Sp, (h,K).
Comme dans [3], on obtient également le:

LEMME 2.5.4. Soit V un voisinage ouvert dans mz, f un &Lément de
V), V' un voisinage compact hationnellement convexe contenu dans V, R L'en-
semble des restrictions & V' des fonctions rationnelles sur ¢ et B fLa §erme-

ture de R dans C(V'). AlLons, £/V' e B.

THEOREME 2.5.5. L'application o, de (AW),t) dans (A, | ) est ca-
hactiriste par Les propridtes suivantes:

(1) C'est un morphisme unitaire verifiant:

¢a(xl) = Rea ot ¢a(x2) = Im a,
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ol x; et x, désignent Les fonctions coordonnées sur U,
(ii) ¢, est continue et pour fout ouvert U', contenu dans U et conte-

nant Spa, on a: ¢, (£) = ¢, (£/U'), Vfe A(U).

PREUVE. 11 est facile de voir que l'application ¢a vérifie les propriétés ci-
dessus. Montrons que s'il existe une application possédant ces propriétés, alors

c'est nécessairement 1l'application L

Soit $a une application de (A(U),To) dans (A, || [|) possédant les
propriétés du théoréme. Alors Ea ° w_l est un morphisme unitaire continu de

(Lim  (V), 1) dans (A, I 1) vérifiant:
~ -1 ~ -1
¢a o | (Zl) = Rea et ¢a o (Zz) = Im a.

Soit F un &lément de lim (V). Il existe V dans VO(U) tel que

F = HV(F) = (F,V) pour tout F e (V).

Soit maintenant V' un voisinage compact rationnellement convexe de

SpA(h,k) contenu dans V. Sur V' on a:

F/V!

lim R_,
n
n

ol (Rn)n c R(V'), d'aprés le Lemme 2.5.5. On pose U' = V' N R2 et V1 = U Q.
xeU!

ol Qx cV'. Alors, V1 cV' et 1'on a:

F/V1 = lim Rn/vl'
D'ol

~

By 0 VHE = 5, 0 TN ALY

~ -]l ———
8 ° V7 (T R 7V V)))

a

"

Lin §, o 7 ((R/V7V)
n

= 1;m R (h,K) 1;m 8, (R 7V, V)

= 8, (TF/V, V) = 6, ((F,V)

oi a' = (h,k).
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Et par conséquent:

REMARQUES 2.5.6. 1) Toute application vérifiant les propriétés (i) et
Pal
(ii) du Théoréme 2.5.5, vérifie f(a) = f o 4. Nous allons voir que si 1l'algebre
est semi-simple, cette condition devient suffisante pour 1'unicité de ¢a.

~
Soit @a une autre application de A(U) dans A telle que @a(f) = f o 3,

Alors, pour tout X dans X(A), on a:
X(2(£)) = X(¢,(£)).

D'ol ¢a(f) - ¢a(f) € Rad A pour toute f dans A(U). Or A est semi-simple,

donc ¢a = ¢a.

2) On a vu (au Théoréme 2.5.5) que l'application ¢a de (A(U),To) dans
(A, Il I est continue. Une autre topologie naturelle sur A(U) est la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts de U. Si nous munissons A(U) de
cette topologie et si 1'algébre est semi-simple, nous obtenons que l'application
¢a est alors & graphe fermé. De plus, nous montrons qu'elle est continue si, et

seulement si, A est une (*-algébre pour une norme €quivalente.
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