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CALCULS FONCTIONNELS HARMONIQUE 
ET ANALYTIQUE REEL 

M. Akkar, A. El Kinani, M. Oudadess 

Abstract 

We define and study two new functional calculus. The first one, say harmo- 

nie, in Banach algebras with continuous involution, consists in giving a sens to 

f(x) whenever 

an open set U 

X is an element of such algebra and f is a harmonie function in 

containing spx . The second, say real analytic, in hermitian com- 

mutative Banach algebras, consists in giving a sens to f(x) whenever X is an 

elment of such algebra and f is an analytic function in two real variables on a 

neighborhood U of spx. 

Résumé 

Nous ne considérons que les algèbres de Banach munies d’une involution 

continue (resp. les algèbres de Banach commutatives hermitiennes) . Notre obj ect if 

est de définir et d’étudier sur ces algèbres un calcul fonctionnel harmonique (resp. 

analytique réel) consistant 3 donner un sens à 

1 ‘algèbre et f une fonction harmonique sur un ouvert 

est un élément de 

c ont enant Spx (resp. 

fonction analytique de deux variables réelles sur w ’ 

Introduction 

On sait qu’il existe un calcul fonctionnel. holomorphe dans les algèbres de 

Banach complexes, qui permet de donner un sens à f(x) où x est un élément de 



1 ‘algèbre et f est une fonction holomorphe sur un ouvert U de C contenant 

spx c31. 

Dans cet article, nous donnons deux autres calculs fonctionnels. Le pre- 

mier est le calcul fonctionnel harmonique dans les algèbres de Banach qui admettent 

une involution continue. 11 consiste, en gros, Zî donner un sens à f(x) où f 

est une fonction harmonique sur un ouvert U contenant spx, Une fois ce calcul 

défini, nous montrons que pour les C*-algèbres commutatives on le retrouve à par- 

tir du calcul fonctionnel connu sur ces dernières C4J. De même, nous prouvons que 

dans le cas où f est une fonction holomorphe, Yexpression de f(x) donnée dans 

le cas harmonique co9ncide avec celle donnée dans le cas holomorphe. Par ailleurs, 

nous montrons que ce calcul est unique et continu et établissons le *%pectral map- 

ping theorem” dans le cas où tout caractkre est hermitien. On termine cette partie 

en montrant que ce dernier résultat n’est pas vrai dans les UI*-algèbres non commu- 

tatives ni dans les algèbres de Banach commutatives à involution continue mais qui 

admettent des caractères non hermit iens. 

Le deuxième calcul fonctionnel dit analytique réel est défini dans les al- 

gèbres de Banach unitaires commutatives hermitiennes. Il permet de donner un sens 

à f(x), où x est un élément de l’algèbre et f est une fonction analytique de 

deux variables réelles, sur un ouvert U de IR 2 cent enant spx . Pour ce faire, 

nous utilisons le calcul fonctionnel holomorphe de deux variables. C’est ce en quoi 

consiste ce calcul dû à une suggestion du professeur G. A Allan L 11; du point de 

vue technique, nous avons été amenés à établir un isomorphisme algébrique entre 

l’algèbre des fonctions analytiques de deux variables réelles sur U notée A(U), 

où U est un ouvert de fR 2 et une limite inductive d’algèbres de fonctions holo- 

morphes. Par ailleurs, on écrit 

tions analytiques particulières. 

+wJl comme limite inductive d’algèbres de fonc- 

Ceci nous permet de munir l’algèbre AUJ) 
deux topologies qui rendent topologique 1’ isomorphisme algébrique précédent. 

de 

L’une 

est une topologie image réciproque. Quant à l’autre c’est une topologie limite in- 

duct ive. Nous montrons que les deux topologies coYncident sur A(U). Nous reve- 

nons ensuite au calcul fonctionnel analytique réel et prouvons qu’il est unique et 
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continu et vérifie le *%pectral mapping theorem? - Enfin, nous montrons que la res- 

triction de ce calcul à l'espace vectoriel de fonctions harmoniques colncide avec 

celui défini à la Section 1. 

0. Préliminaires 

Nous nous intéressons aux fonctions analytiques telles qu'elles sont défi- 

nies dans [SI. 

Soit u une partie ouverte de (c. On désignera par h(U) l'ensemble des 

fonctions harmoniques dans U et par H(U) l'ensemble des fonctions holomorphes 

dans U. 

On rappelle la définition suivante: 

DÉFINITION 0.1. Soit A une algèbre de Banach involutive et x un élé- 

ment de A. On définit la partie réelle de x notée Re x, et la partie imaginaire 

de x notée Im x par: Re x = ~(X+X*); 1 Im x = 2i (x-x*). 

La proposition suivante est de démonstration classique. 

PROPOSITION 0.2. SOiX A une aQ&btre de Bamch a hzva&.LLan cotinue eX 

g une appRi&on catinue de C’inte~vaUe Ca,bl, a < b, de IR dam A. A&U: 

[JI m> dt]* = Jl g(t)* dt. 
Rappelons qu'on désigne par R(cCn) l'algèbre des fractions rationnelles 

sur C n et H(U,A) celle des fonctions holomorphes sur U à valeurs dans A: On 

considère les parties rationnellement convexes au sens de [31. De la m&ne manière 

que pour les parties polynomialement convexes C31, on démontre le résultat suivant: 

PROPOSITION 0.3. So4.X n un 6Mnevtt de iN*, K une pa&LLe compacte ta- 

tkww,U~eti cunvexe de admeX un ay&&me @zdameW de va.i&na- 

-  
I  
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1, Calcul fonctionnel harmonique dans les algèbres de Banach involutives 

1.1. Construction du calcul fonctionnel harmonique 

Une façon naturelle de définir un calcul fonctionnel harmonique est dkti- 

liser la formule intégrale de Poisson comme on utilise la formule intégrale de 

Cauchy dans le cas holomorphe. 

DÉFINITION 1.1.1. Soit A une algèbre de Banach complexe à involution 

continue, U un ouvert de Q:, Z. un élément de U tel que D(Zo,R) soit conte- 

nu dans U, (R ' OI 9 x un élément de A avec Spx contenu dans D(Zo,R) et f 

un élément de h(U). On pose, alors: 

(1) 

(c 

f(x) = & 
f 

f(Z) Re(Ztx-2Zo)(Z-x) -1 ]dZI 

'IZ-Zol=R R l  

PROPOSITION 1.1.2. SOL~ f ti g cfwx éX&nti de h(U), X un é.émm.t 

X A qui v&&.e 1~ conckthna de &u Zi&ahAXon 1.1.1. 

A.ma : 

(il (f+g) (xl = f(x) t g(x). 

(ii) (X£)(x) = X l f(x). 

(iii.) f(x)* = f(x). 

PREUVE. C'est une conséquence immédiate de la Définition 1.1.1 et de la Proposi- 

tion 0.2. 

REMARQUE 1.1.3. En utilisant le calcul holomorphe classique, on montre 

qu'un calcul fonctionnel harmonique vérifiant les trois propriétés de la Proposi- 

tion 1.1.2 est nécessairement donné par la formule (1). 

REMARQUE 1.1.4. Les fonctions holomorphes étant des fonctions harmoniques 

particulières, il est naturel de se demander si l'expression de f(x) donnée par 

le calcul fonctionnel holomorphe coYncide avec celle donnée par le calcul fonction- 

nel harmonique: la réponse est positive. 
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REMARQUE 1.1.5. En utilisant le fait que tout caractère est hermitien dans 

e*-algèbres unitaires commutatives, on montre que dans ces algèbres, on retrou- 

ve l'expression (1) à partir du calcul fonctionnel connu sur ces dernières [a]. 

1.2. Unicité du calcul fonctionnel harmonique 

On considère maintenant l'application $ définie par: 

@ : h(U) + A 

f » $(f) = f(x). 

THÉORÈME 1.2.1. î.'appl!.&&n $ de h(U) dans A e6k cattack@~&&~ pa& 

tion à H(U) tilt un hamomatrpkinm~ d’atgèbrren. 

PREUVE. Il est aisé de voir que l'application $ vérifie les propriétés ci-dessus. 

Montrons que s'il existe une application possédant ces propriétés, c'est nécessai- 

rement l'application 4. 

montrer 

Soit une telle application de 

pour toute fonction harmonique réelle. 

h(U) dans A. Alors, il suffit de dé- 

En effet, le cas 

d'une fonction harmonique à valeurs complexes s'y ramène en séparant le réel et 

l'imaginaire. 

Soit f une fonction harmonique réelle dans U et soit D(Zo,R) le dis- 

que ouvert tel que Spx c D(Zo,R) et D(Zo>R) c U. Alors, il existe une fonction 
A 

g holomorphe sur un voisinage U1 de D(Zo,R) dont la partie réelle soit f. 

Soit E une enveloppe domaine de Cauchy de (D(Zo,R),U1). Alors, on a: 

q(Z') dz' 
aE Z'-z ' pour tout Z dans E. 



L'expression de droite est la limite des sommes de la forme: 

où Zk E aE pour k E (O,l,...,n). De plus fn converge uniformément sur l'ouvert 

"E. Et par l'unicité du calcul fonctionnel holomorphe et la condition (a), fn a 

pour image par $: 

k=O 
g (Z$ qc-x) -1 (Zh+p~l) l  

Et d'après la condition b) on a: T(x) II II -z f(x). Mais f,(x) converge aussi 

vers f(x) pour la norme, d'où f(x) = f(x). 

1.3. Continuité du calcul fonctionnel harmonique 

On va voir que le calcul fonctionnel construit est continu pour la topolo- 

gie de la convergence uniforme. En fait, on a même plus: 

PROPOSITION 1.3.1. Soti A une atg&btLe de Banach u-e commuXuLLve t2 

LnvoUan cordinue, x un ElZhwtt de A, U un auveM de C, Z. un éUment de 

U ti R > o tti que D(Z ,R) aoiX catienu dam U. Si K tiX un compati C~V&- 0 

nu dam U eX con&nanX D(ZB,R) , doha l?appLLctiun: 

<b : (h(U),P& -+ (A . 11 11) 

f l-+ O(f1 

ut continue, où PK(f) = ,sup lf(Z)[. 
Zd 

PREUVE. llfCx~ll = Il& I,, z , 
0 - 

R f(Z) Re(Z+x-2Zo)(z-x)-l j$il 

5 MPK(f), où M = & -1 /dz/ 

[Z-Z [=R 
lIRe(Z+x-2Zo)(Z-x) II R . 

0 
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1 4 Le Ypectral mapping . . theorem” 

Le *‘Spectral mapping theorem” est vrai dans les c*-algèbres commutatives 

pour les fonctions harmoniques car ces dernieres sont continues. Nous allons voir 

qu* il est aussi vrai dans les algèbres de Banach commutatives unitaires à involu- 

tion continue et dont tout caractère est hermitien. 

PROPOSITION 1.4.1. Sati A uy1e. &gèke de &wuch commu~ve u-e à 

inva&.&on con&inue eX dati Souk cakacX&ke eh/t kWniLhz, x un E&%neti de A, U 

un auvti de C, z. untiéjntide C ti R>o tet que qRJ- mi2 catiuu 

dam u, x un t542mnX de A avec Spx 
A 

CO&YI.U dam D(z~,R) ti f un tC&%neti 

de h(U). A.&m: fz) = f 0 ji. 

PREUVE. Si X est un caractère non nul de A, on a: 

X(f(x)) = h f(z) Re(ZtX(x) -2Zo) (Z-X(x)) -1 [dZ[ 
R = f(X(x)). 

1 Z-Z01 =R 

COROLLAIRE 1.4.2. “Spectral mapping theorem? Sci f ti x ~GTh&Leti 

L~A canditioti de ta PtLopuhtXon I .4,1, ak~ti f (Spx) = Spf (x) . 

COROLLAIRE 1.4.3. si A ut une c*-tigèbtre un&ww non COW?UbtiV~, x 

un &&Gnti nm.rncLe de A, U un auvti de g, Z. un &%neti de U, D(Zo,R) c U, 

spx = wo>R) et f E h(U), C&%C~ an a Le “Spec&aL mapping fheottem". 

PREUVE. La sous a:*-algèbre unitaire engendrée par x est une (C*-algèbre commu- 

tative unitaire et elle est pleine. 

Dans le cas des a*-algèbres non commutatives, le “Spectral mapping theo- 

rem” ne reste plus valable pour des éléments non normaux de l’algèbre. En effet, 

on a le contre-exemple suivant: 

CONTRE-EXEMPLE 1.4.4. Soit A = f((c2). C’est une algèbre non commutative. 
. 

Soit U définie par la matrice i 1 
I 1 

et f définie par f(Z) = Re Z. Alors, 

on a: 

Spf(U) = G&-$l; f(SpU) = (01. 



Et par suite f(SPU) + SPf(U) 0 

Dans les algèbres de Banach commutatives à involution continue qui admet- 

tent des caractères non hermit iens, le “Spectral mapping theorem” n’est pas vrai 

non plus. En effet: 

CONTRE-EXEMPLE 1.4.5. Soit A = Q: x (I munie des opérations et de la nor- 

me suivant es : 

(&Y) $- W,Y’) = (=x’,Y+Y’l, (&Y> W,Y’) = (XX’,YY’) J 

x (&Y) = WGY) 9 (&Y)” = (Y,X) 9 

II hY)II = Max(llxll AIYII, l  

A est une algèbre de Banach à involution continue et elle admet des carac- 

t ères non hermit iens . En effet, Lil est hermitien et Sp(i,i) = ii,-i.1 est 

non réel. 

Soit f définie par f(Z) = Re Z et x = (i,i) un élément de A. On a: 

Spf(x) = IF , Y), f(Spx) = {l,oI. 

Et par suite f(Spx) + Spf(x) l  

2. Calcul fonctionnel analytique réel dans les algèbres de Banach hermitiennes 

2.1. Construction du calcul fonctionnel analytique réel 

Toute fonction f analytique d’un ouvert U de [R 2 dans (c se prolonge 

en une fonction F analytique de V dans c, où V est une partie ouverte de a2 

telle que V /l RI2 = u. Lf idée consiste à construire le calcul fonctionnel analyti- 

que réel d’une seule variable en fonction du calcul holomorphe de deux variables. 

Soit U un ouvert de 2 IR , f une application analytique de U dans (c. 

Alors, il existe une partie ouverte V de (c 2 telle que V n lR2 = U, et une 
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application F analytique de c qui prolonge f. De plus, on a: 

V = U Q,, avec Qx un polydisque ouvert de t2 centré en x. 
xd 

On note par vo w 1 *ensemble des parties V c2 qui sont réunion de 

polydisques centrés en des éléments de U telles que V n R 
2 = U, et l’on ordonne 

de la façon suivante: 

v< WC=> WC v. 

On désigne, lorsque V est un élément de Vo(U), par (V) 1 *ensemble des fonc- 

tions holomorphes sur v. 

Si v 5 w, on désigne par: 

n w,v: (VI -t WI 
F e F/W. 

Alors TIw est inj ect ive. Et par conséquent, on peut considérer que: 

(VI lim, = u (V). 
vevo UJ) 

Soit maintenant q l’application définie par: 

+: A(U) -+ lim (V) 
(1’) 

-> 

f * $(f) = F,. 

où AUJ) est 1 ‘algèbre des fonctions analytiques sur u. 

LEMME 2.1.1. f.‘appti&an $ dE~~nie. patt (1’) CM un domotrpkinme db& 

g CzbmA . 

PREUVE. Par construction, est une application bijective. Montrons que c 1 est 

un morphisme d r algèbres. Soit f et g deux éléments de A(U). Il existe Vi 

et F i pour i E {1,2,3) OÙ Vi E Vo(U) et Fi E (Vi) tels que: Ji(f) = F1, 

Ngl = 3 et $(£-t-g) = F3. 



Soit maintenant V = Vl n V2 n V3. Alors V contient un élément noté en- 

core V de Vo(U); et on a F3 = Fl t F2 sur V. En effet, soit 2 un élément 

de V. Alors il existe un polydisque ouvert Q, centré en x élément de U et 

qui contient 2, Or, sur Q, fl IR 2 Fg et Fl -t F2 coTncident, et par prolonge- 

ment analytique Fg = Fl t F2 sur Q 
X0 

D'où Fg(Z) = CF1+F21 w et par suite 

F3 = Fl t F2 sur V. Ainsi, +(ftg) = q(f) f $(g). De la même façon, on montre 

que WY> = Q(f) . $Jk) et $Of) = N(f) où X est un élément quelconque 

de C. 

Soit maintenant A une algèbre de Banach unitaire commutative hermitienne 

un élément de a = h + ik h k deux éléments hermi- 

tiens de A. On pose a1 = (h,k), Spa’ le spectre simultané de (h,k) et on note 
A 

Par ‘a’ 3 l'application qui définit le SpA(h,k) c SpAh x SpAk c IR 2 . Soit l'iso- 

morphisme: 

Y: lR 2 -+ C / (~,y) * x+iy. 

On a alors: 

‘PAa = (SpA(h,k)) l  

Et par conséquent, on peut identifier 'PAa et SpA(h, k ,  l  

DÉFINITION 2.1.2. Soit A une algèbre de Banach unitaire commutative her- 

mitienne, a un élément de A, U un ouvert de [R 2 cent enant SP*a et f un 

élément de 

où 

Par 

AUJ) l  

a =htik 

On pose: 

f(a) = ea, Wf>) = WI (h,k) 9 

$a(f) l'élément 

a' = (h,k) 

f(a), on a: 

h, k éléments hermitiens de Si on note 

(1”) 
$a’ A(u) + A 

F » $a(f) = f(a). 

PROPOSITION 2.1.3. L'a~p.LLcuLLon Cp a ck!&hi.e pwt (1") U/t un matrpkinme 
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PREUVE. Par construction, on a: $, = ea, 0 $. Or 9a, est un morphisme d'algè- 

bres et $ en est un d'après le Lemme 2.1.1. D'où le résultat. 

REMARQUE 

l'expression (1") 

2. 

à 

1.4. Dans les c*-algèbres unitaires commutatives, on retrouve 

partir du calcul fonctionnel, connu sur celle-ci, donné dans [41. 

2 2 Le "Spectral mapp . . ing theorem" 

Le "Spectral mapping theorem" est vrai dans les a*-algèbres unitaires com- 

mutatives pour les fonctions analytiques réelles car ces dernières sont continues. 

Il est également vrai dans les algèbres de Banach unitaires commutatives hermitien- 

PROPOSITION 2.2.1. SOL~ A une atg2bke de Banach u-e commu&x.Ww 

lbhl??ZWRe, a un Z&nti de A avec a = h + ik, U un ouvti de 1R2 con&- 

riant SpAa ti f e& un @X&wnX de A(U). Aloti fz) =foâ. 

COROLLAIRE 2.2.1. "Spectral mapping theorem? 

Si a f 

Soi/t A une cdg&b/re de 

PtropoaLtLon 2.2.1, aXoU : 

Spf(a) = f(Spa). 

2.3. Topologie sur A(U) 

L'application $ définie par (1') est un isomorphisme algébrique de A(U) 

sur lim, (V). Une topologie naturelle sur A(U) qui rend $ continue est la to- 

pologie image réciproque par @ de la topologie limite inductive de lim, (V). 

Nous allons voir que A(U) munie de cette topologie est une limite inductive (al- 

gébrique et topologique) d'espaces de fonctions analytiques particulières. 

Pour tout V dans Vo(U), on note par ~~ la topologie de la convergence 

uniforme sur les compacts de V sur A(V), et par 'I: la topologie limite inducti- 

Ve, sur lim, (V) des topologies 'cv. On munit A(U) de la topologie ~~ image 

réciproque par + de T. On note par E(U) l'ensemble des écritures de U SOUS 
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forme de réunion de pav& centrés en des éléments de et on l’ordonne de la fa- 

çon suivante : 

u p(x) < u p ’ (x) <=> p ’ (xl c p(x) , 
X vx E u. 

XdJ x<u x 
X X 

Lorsque u ,a(x) 
X 

est un élément de E(U), on pose a = (a(x)) 
xd XdJ et on désigne 

Par Ua 1 *écriture u Ia(x). 
X 

On note, alors, 
XdJ 

par Aa l’ensemble des fonc- 

tions f analytiques sur U telles que f est développable en série entière sur 

p 04 
X 

pour x dans U. Si u fw 2 u px) 
X 

on considère 
xd xd X 

P a’ 3 (g A,(U) + A@J) 

f» f 

où u a’ = U Ia’(x) et U = U Ia(x) . Ainsi (A (U) ,P 
xd 

X a ) 
xd X &,a @,a est un système 

inductif. Soit maintenant lim A (U) une limite inductive de ce système. 
-> a Pour 

tout u 
a 

élément de E(U), on a: 

pa: A(.p -+ lim,Aa(U) 

ffi(f,U. a 

Alors Pa est inj ective du fait que les P a, a le sont. Et par conséquent, on 
3 

peut considérer que: 

lim,Aa(U) = U A (U) = A(U) l  

a  

a  

Soit Ua un élément de E(U). Alors, il existe Va dans V (U) tel que 
0 

$(As(U)) = (V ). 
a Et par suite, si on note +/A (U) par a 9 a’ on a: 

qui est linéaire bijective. 

Par ailleurs, l’image réciproque par +a de la topologie ~~ de (Va> 

est une topologie de F-espace sur A,(U) notée ‘I:I . Finalement, on :Unit A (U) a a 
de la topologie notée T’, limite inductive des topologies ~4 des espaces Aa( 



M. Ahkm, A. El Khati, M. Oududaa 163 

Voici un résultat dont nous omettons la preuve puisque nous ne l’utiliserons pas 

dans cet article. 

PROPOSITION 2.3.1. La topabgie 7: 1 et La eqmtog~e TO image ac&uP 

que pn $ de ta XapaLogi.e r de lim, (v) co?htiw;t a~ A(U). 

2.4. Cas des fonctions harmoniques 

Du fait que les fonctions harmoniques sur un ouvert U de C sont des 

fonctions analytiques de deux variables réelles, il est naturel de se demander si 

1 *expression de f(a) donnée par le calcul harmonique, définie dans la Section 1 

coYncide avec celle donnée par le calcul analytique réel. La réponse est positive. 

Soit U un ouvert de R 2 et soit u WLW)) une écriture de U fixée. On 
ZEU 

note par qp) 1 *ensemble des fonctions développables en séries entières sur 

]X+l, x + Ro,,ly R(Z) 
2 -2’ y+.Ro, 2 

pour tout (x,y) E u. Si VR = 

D(x R(Z)) x D(y R(Z)) 

(x,;)Eu Q(x,y), avec Qc,,,) le polydisque 

’ 2 ’ 2 ; on désigne par (V,> 1 f ensemble des fonctions analytiques 

sur vR’ 

LEMME 2.4.1. Si h(U) cf&b,@ne Petim6le du ~ancLlann iu~~vtiquti bu& 

U, alom on a: 

‘1 $ (HR(u) ) = (v,) 9 

PREUVE. 1) découle de la construction de HR(U) et de $. 

2) Si f est un élément de h(U), alors f est développable en séries 

entières sur 

]&p, 
x + R(q--]y _ R(Z) 

2 2 ’ y+,R(Z), 2 

pour tout (~,y) dans U. D’où le résultat. 



Soit maintenant A une algèbre de Banach unitaire commutative hermitienne, 

a un élément de A tel que ‘PAa est contenu dans U. Alors la restriction de 

V-J a à h(U) est continue. En effet: 

LEMME 2.4.2. L’appLkaLLon Jla/h(U) eH canaXnue de (h(U),(P&) dati 

PREUVE. Par construction de @a, on a $a = oa 0 $. Par ailleurs, ea, est con- 

tinue. Montrons que @/h(U) est continue. On a, d’après le Lemme 2.4.1: 

ilr/h(U) : (h(U) 9 (p,)~) + ( cv,) $/ ) 
R 

fw F. 

Remarquons tout d'abord que +/h(U) est une application linéaire entre deux F-es- 

paces. Pour finir, montrons que $/h(U) est à graphe fermé. 

Soit (g,) une suite de h(U) qui converge vers g telle que 

n = uw) cg > converge vers G dans cv,> . n Alors, pour tout élément x de U, 

Gn(x) converge vers G(x). Par ailleurs G,(x) = g,(x) pour tout x dans U. 

Et par suite $/h(U)(g) = G. 

PROPOSITION 2.4.3. Soit A une at@btLe de l3anach uvti/the conantitive 

hcwnL&wze d hMu~Xan catic, U un ouvti de C, Z. un Utieti de U ;teL 

que D(Z~, Ré) aait CWLWUL dan4 U (Rl > 0) , a un é&fmeti d c A avec SpAa 

cutie~.~ dam de f(a) donnée pd)~ 2.1.2 eA &X Vé&& 

vti/tion 1.1.1 cuhcideti. 

PREUVE. Nous allons montrer que ea/h(U) vérifie les propriétés données par le 

Théorème 1.4.1. 

Par la Proposition 2.1.3, ~a/w~ est un homomorphisme d V espaces vecto- 

riels et sa restriction à ww est un morphisme d’algèbres. Ensuite, si f 

réelle, il existe g holomorphe dans D(Zo’R$ telle que f= Re 8 donc 

+aCf) = Re @a(g). D’où f(a) = $a/h(U) (f) est hermitien. Si maintenant f est 

une fonction harmonique quelconque, alors f = fl t if2 avec fl et f2 deux 
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fonctions harmoniques réelles. Et par suite: 

Par ailleurs, si 

ge uniformément ve 

U, alors, d'après 

pour la norme. En 

0 a/wJ) (f) * = 0 a/wJ> (f) l  

(fn)n est une 

brs f dans un 

le Lemme 2.4.2, 

fin, d'après la 

suite de fonctions harmoniques su 

ouvert u1 cent enant D(Zo,Rl) 

$Qh(Ul) (fJU1) converge vers 

. construction de $,, on a: 

.r U, 

et con 

$aih( 

qui conver- 

.tenu dans 

Ul> mJ1) 

car 

Où cFnjn = (‘,) 

= ea,((Fn/V1’V1)) avec v1 6 vo(ul) et vl ’ vR 

= e,qp$ = ea, O WmJ~l cp,, 

De même 

d'où 

Ainsi: $ = ~a/Wl car 4 est l'unique application de h(U) dans A qui véri- 

fie les propriétés précôdentes. 

2.5. Unicit<é du calcul analytique réel 

De la mGme manière que pour la proposition 9, p. 29 dans t31, on démon- 

tre la 

PROPOSITION 2.5.1. Suit A une atg$bu de i3anach u-e comWw 4: 

hm~wne, h et k deux t?lSneti qwtcanqueh de A &kQ que 421 aaub-atgèbhe 

hw~ve p.bLne de A engwuhk pm h eX k e& dense dana A. POU& 

‘1 0+2) E SpA(h,k), 

2) IW~y~2) I 5 /IR(h,k)li, puut Z~u/t: R dam R(C2), 
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3) IR(A&)[ 5 plR(h,k)l, pocLtL Loti R dana R((r2). 

Comme conséquence de cette proposition, on obtient également le corollaire 

suivant : 

COROLLAIRE 2.5.2. Soit A une aQ&bne de Banuch u-e commu/ta/t/iv e het- 

mU&nne., h ef k deux 2Xineti yueXconqu4n de A. S/i Al ti/t ad 6meXtie de 

la aaun-atgdbke hzvo~ve p.W.ne engendk&e pat h &t k, a.biLA SPA (h,k) C4.t 
1 

C’env&oppe. h&&we&Y??ev& COnvexe de SpA(h, k) . 

PROPOSITION 2.5.3. So*i/t A une u.tq$btte de i3anach ~M/i/t&e commutaLLve ‘ 

hk3.mLUewze, h ti k dem ée&netia hm&enb de A. keatrb SpA(h,k) ti/t /ta- 

Zlonnfiemenk convexe. 

PREUVE. 

engendrée par 

a = h + ik et B la fermeture de la sous-algèbre pleine involutive 

a. Il est clair que la sous-algèbre pleine involutive fermée engen- 

drée par h et k est égale à B. 

Par ailleurs, ‘??Aa = SpBa (car est hermitienne) . D’où 

= SPB(h,k) (d’après le Corollaire 2.5.2) 

= SpB(a) (car B est hermitienne) 

= ‘PAca) = ‘pA(h, k ,  l  

Comme dans [3-J, on obtient également le: 

LEMME 2.5.4. So/ik v un voiknag e OU~~I& dand g2, f un éLémeti de 

(VI 9 V’ un va~inage compati tta&ionneLhevik convexe conhu~ dam V, R i?en- 

/tcttte de R danb C(V’). Aloti, f/V’ E B. 

THÉORÈME 2.5.5. f. ’ app.&iction Q, a de (A(u) ,ro) dam (A, II II) ut ca- 

( 1 i C'eht un motrpkinme unLh&e véhi6titi: 

$a(‘,) = Re a ti $,(x2) = Im a, 
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PREUVE. Il est facile de voir que l'application 

dessus. 

0 a vérifie les propriétés ci- 

Montrons que s'il existe une application possédant ces propriétés, alors 

c'est nécessairement l'application $a. 

Soit Ta une application de (A(U) ,'I~) dans (A, (1 11) possédant les 

propriétés du théorème. Alors Fa 0 @ -1 est un morphisme unitaire continu de 

(lim - w  > 3 T) dans (A, 11 11) vérifiant: 

-1 = Re a et Ta 0 $ (Z,) = Im a. 

Soit F un élément de 1% (V). Il existe V dans Vo(U) tel que 

F= rjp) - = (F,V) pour tout F E (V). 

Soit maintenant V' un voisinage compact rationnellement convexe de 

SpA(h,k) contenu dans V. Sur V' on a: 

F/V' = lim Rn, 
n 

Où (RJn c W’) # d'après le Lemme 2.5.5. On pose U* = V* fI R2 et V = U Q, 1 XEU' x 
où Q c V'. Alors, v1 c V' et l'on a: 

X 

WV1 = lim Rn/Vl. 

D'où 

N 

cb a O  $B1(o) = Ta O  $-l((F/vl>vl)l 

= ;b ,  0 Q%lim Rn/Vl, V,))  

n 

= lim Ta 0 $ -l- w  (U$JV,;“V;N 
n 

= lim Rn(h,k) = lim ea,uRn/vl' V,)) 
n n 

= ea,wvl V,)) = eat((F’V)) 

où a' = (h,k). 
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Et par conséquent: 
N 
0 $J 

-1 
0 

a = ea,> 

d'où ;ba = Ba, 0 $J = ea. 

REMARQUES 2.56. 1) Toute application vérifiant les propriétés (i) et 

(ii) du Théorème 2.5.5, vérifie f;) = f 0 â. Nous allons voir que si l'algèbre 

est semi-simple, cette condition devient suffisante pour l'unicité de $a. 

Soit @a une autre application de A(U) dans A telle que @zf) = f 0 â. 

Alors, pour tout X dans X(A), on a: 

D'où aa - es(f) E Rad A pour toute f dans A(U). Or A est semi-simple, 

donc ip = + a a' 

2) On a vu (au Théorème 2.5.5) que l'application ea de (A(U),T~) dans 

(A9 II III est continue. Une autre topologie naturelle sur A(U) est la topologie 

de la convergence uniforme sur les compacts de U. Si nous munissons A(U) de 

cette topologie et si l'algèbre est semi-simple, nous obtenons que l'application 

e a est alors à graphe fermé. De plus, nous montrons qu'elle est continue si, et 

seulement si, A est une c*-algèbre pour une norme équivalente. 
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