Ann. sc. math. Québec, 1987, vol. 11, no 1, pp. 205-235

DIMENSIONS AUX BORDS D’UN OUVERT

Claude Tricot

Résumé

Les propriétés dimensionnelles d'un ensemble ouvert 3 bords fractals ont
des conséquences fondamentales dans les applications aux sciences expérimentales.
Nous dé€gageons les principales notions de dimension intérieure et extérieure d'un

ouvert, et nous les comparons avec la dimension de sa frontiére.

Abstract

The dimensional properties of an open set V with fractal boundary have
fundamental consequences in Applied Sciences. We make precise the main notions of
interior and exterior dimensions of V, and show their relationships with the dimen-

sion of its boundary.

Mots cl&s: Dimension fractale, packing, surface poreuse.
Classification de 1'A.M.S.: 28A75.
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Préliminaires

Inspirées par des problémes pratiques, les considérations qui vont suivre
ont des bases mathématiques précises qui appartiennent 4 la théorie de la mesure:
autrement dit un développement des concepts classiques de la géométrie euclidienne
et de la rectifiabilité, grlce 4 celui de mesure. On.peut aussi les voir comme un
raffinement de la topologie classique, grice au fait que les "indices de raré&faction'
utilisés sont des invariants par un ¢
particulier les difféomorphismes. Notons les principales notions de topologie mises

en jeu:
Soit E dans un espace euclidien:

« E, le complété de E, est 1l'ensemble des points limites de suites de

points appartenant 3 E.

e Int E, 1'intérieur de E, est 1l'ensemble (s'il existe) des points x de

E qui sont centres d'une boule incluse dans E.

« 3E, la frontiére de E, est 1l'ensemble E - Int E: points x de E tels
que toute boule de centre x contient un point du complémentaire. Certains ensem-
bles fermés sont d'intérieur vide, et donc identiques 3 leur fronti&re (1'ensemble

de Cantor dans R; un arc dans Rz).
¢ Un ouvert V est un ensemble tel que V = Int V.
Un compact est un ensemble fermé et borné.
Soit E c F: E est partout dense dans F, si E = F. E est nulle part

dense dans F si, pour tout ouvert V rencontrant F, il existe un ouvert U in-

clus dans V, tel que UNE = f.
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1. Dimension de Minkowski-Bouligand

1.1. Définition

La notion de dimension la plus utilisée en pratique, parce que sa défini-

tion est simple et constructive, remonte & G. Bouligand [1] en 1928.

Elle est si fondamentale qu'on 1'a red&couverte plusieurs fois, et qu'elle
a profité d'un grand nombre d'identit€s successives (voir [2] pour un rapide histo-
rique). Dans un espace de dimension D, on considére tout d'abord un ensemble
borné E, et 1l'ensemble "&largi'" E(e) de tous les points 4 distance de E infé-

rieure ou égale 3 €.

Introduit par Minkowski pour une approche de la notion de rectifiabilité,
E(e) est dénommé '"'saucisse de Minkowski" dans [3], par une analogie g€ométrique as-
sez claire. Soit IE(e)lD son volume. Si E est un point, !E(E)ID est équiva-

~

lent a eD lorsque € tend vers 0. Si E est un segment, ou un arc de longueur

finie, |[E(e)l, est &quivalent 3 P!

, etc. D'ol 1'idée de déterminer la dimen-
sion de E comme 1'indice critique du produit Ea_DIE(s)ID. La définition, non
donnée avec précision par Bouligand d'ailleurs, est la suivante:

[loglE(E) ‘n]

s . a-D s
A(E) = inf{a: ¢ IE(e)ID + 0} = lim sup D - “Tog e

>0

On voit que 1'on pourrait aussi définir un indice &(E), comme limite inférieure de
la méme expression. Il se trouve que & ne posséde pas toutes les propriétés de A
(voir [4]), et que c'est plutdt A, et les indices qui lui sont directement apparen-
tés, qui jouent un r6le en théorie de la mesure [5]. Dans la pratique ces notions

sont rarement distinctes, et A est considéré comme une limite, entre des échelles

bien précisées.

1.2, Variantes

Parmi les nombreuses expressions &quivalentes de A, citons les suivantes:
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a) On partage R® en un réseau de cubes adjacents de c6té 2 " dits "dy-
adiques'" et on compte le nombre w(Zn,E) de ces cubes qui rencontrent E (ils sont
choisis fermés, ou semi-ouverts, indifféremment). Alors:

A(E) = lim sup log w(2",E)/log 2".

N>

Toute suite (kn) autre que (2-n) convient d'ailleurs aussi bien, 3 condition que
lim log kn/log kn+1 =1 [6]. C'est peut-8tre cette formule qui a eu le plus de

succes parmi les utilisateurs, 3 cause de la simplicité de 1'algorithme mis en jeu.

b) Soit Me(E) le plus grand nombre de boules ouvertes, disjointes, de
rayon €, centrées en E:
A(E) = 1im sup log ME(E)/Ilog el.
>0
c) Soit NE(E) le plus petit nombre de boules de rayon € recouvrant E:

A(E) = lim sup log N_(E)/llog €l.
€>0

1.3. Propriétés

Voici les propriétés de base de A:

(i) Si E est un point: A(E) = 0;

si E est un ouvert borné de RD: A(E) = D.

(ii) E1 C E2 => A(El) s A(Ez).

(iii) A(E1 U EZ) = max(A(El),A(EZ)).

(iv) Si h: R’ » R? est un difféomorphisme: A(h(E)) = A(E) [41.

(v) A(E) = A(B).

-

(vi) Si E est un ensemble 4 similitude interne, c'est-d-dire tel que

N
E= U hi(E), ol hi est une similitude de rapport Ty < 1, et les hi(E) sont
i=1
portés par des ouverts disjoints: alors A(E) est racine de 1'équation z r? = 1.
i=1
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On dit couramment qu'un ensemble E dont la dimension est non entig&re est
une '"fractale''. Comme la plupart des modéles mathématiques, le mod&€le fractal est
sujet au gofit de 1'expérimentateur. Tr&s souvent et sans le dire, celui-ci considé-
re comme fractal tout ensemble tel que les points de coordonnées (log n, log w(n,E))
s'alignent selon une droite de pente non nulle pour un certain nombre de valeurs de
n. Cette pente est alors la "dimension'". On appelle aussi fractal un ensemble qui
présente des propriétés, plus ou moins strictes, de '"similitude interne" ou 'd'affi-

nité interne" [7].

En fait dans ce papier nous spécifions simplement que nous €tudions les
ensembles E qui sont la frontiére 09V d'un ouvert borné V de RD. En particu-

lier ils sont compacts, et nulle part denses.

2. Dimension relative d un ouvert

2.1. Définition

Etant donné donc la frontiére 9V d'un ouvert borné, de nombreux problémes
indiquent qu'il est intéressant de ne considérer, parmi les points de la "frontiére
€largie" 3V(e) qui sert 4 la définition de A(3V), que ceux qui sont intérieurs 3

V. On pose donc

s . o-D
Bine V) = infla: € [3v(e) n Vi~ 0}

(voir [8]1, [9]). Dans [9], nous appelons Aint(av) un "indice d'échange'" de V, i
cause de son influence sur les processus dissipatifs & la fronti€re: il mesure, en
quelque sorte, le degré de proximité des points de 1l'ouvert avec sa frontiére. Mais
il est aussi, pour obé&ir au golt du jour, décoré du nom de "dimension", et s'appelle
alors '"dimension interne' de 0dV. Plus mauvaise encore est 1l'appellation 'dimension

de capacité extérieure" du complémentaire de V.

2.2, Variantes

Les autres définitions qui vont suivre sont en parallé&le avec celles de 1.2
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et peuvent se révéler utiles pour le calcul:

a) Soit wint(Zn,BV) le nombre de cubes dyadiques de cdté 2™ qui sont

d la fois inclus dans V et contigus (au moins un sommet en commun) 4 un cube dya-
dique rencontrant 9V (voir la Figure 1). Alors

g n n
(V) = lim sup log wint(2 ,dV)/log 2.

n-><°

Aint

Figure 1

DEMONSTRATION. Appelons Qn la réunion des cubes dyadiques en question. Pour un

bon choix de la constante kl’ Qn est inclus dans 23V(e) N V, lorsque € = klz‘“.
Donc
. . ,-n(a-D)
A, @V) = infla: 2 |Qn|D + 0}

s . ,-D n

= inf{a: 2 W (2 ,9V) » 0}

s n n

= 1im sup log wint(z ,0V)/log 2.

+®

Inversement, on déduit, du fait que V = U ﬁh, 1'inégalité

n=-o©
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inf{a: p7n(@-D) | U Qk[
k=n

A, (V) > 0}

int

IIA

D

WA

i -n(e-D) v k -KD
inf{q: 277D an W, (27,8V)2 > 0}.

Si 1im sup log wint(Zn,BV)/log 2" < B < D, on trouve

Iowg (o020 ] 2KED)
k=n * k=n
4 partir d'un certain rang: le membre de droite &tant équivalent 3 Zn(B_D), on en

déduit Aint(BV) < B.

b) Soit mE(BV) le plus grand nombre de boules ouvertes disjointes de

rayon ¢ incluses dans V et 3 distance nulle de dV. Alors

(3V) = lim sup log ms(BV)/|log el.
e~>0

Aint

2.3. Ouverts de type I

Ici la clarté des notions envisagé€es nous parait plus importante qu'une
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compléte généralité. Nous nous bornerons donc en fait 3 1'étude de deux cas typi-

ques, que nous désignons par types I et II.

Le type I est celui ol 1l'ouvert V est un "domaine", c'est-i-dire simple-
ment connexe. Dans le plan, 3V est alors une courbe fermée, simple. Ce mod&le
s'adapte &videmment 4 1'8tude de toute courbe simple T, en réunissant ses extrémi-
tés par un arc rectifiable TI'' disjoint de I'. L'ouvert V est 1'intérieur de
T UT' = 3V. Pour calculer Aint(av)’ on considére donc le voisinage de I d'un
seul cBté de cette courbe. Mais ce peut &tre 1'un ou 1'autre c6té selon la fagon
dont on trace TI''. On observe le fait tr&s important que 1'indice Aint(BV) peut

différer selon le cOté envisagd, ce qui traduit, dans ce cas, une forme de "dissy-

métrie fractale" de T.

Si on appelle V1 et V2 deux ouverts de part et d'autre de I, comme

1'indique la Figure 3, Aint(avl) n'est pas nécessairement égal a Aint(avz). Né-

anmoins 1'égalité
NORRARNHORRARNNOIRNICSR
assure que

A(T) = max(Aint(Bvl),Aint(avz)).
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On peut d'ailleurs, si 1l'on veut, parler de "dimension externe' de V, en &crivant

By @V) = inflaz ¥ [av(e) - V| » o3,

ce qui donne Aext(avl) = Aint(avz) et réciproquement.

Nous verrons des exemples de calcul dans la section 4. Remarquons que pour

un ouvert de type I dans le plan, on a toujours 1= A. _(3V) = 2.

La méme remarque s'applique pour un domaine de RD, ot (BV) reste

Aint

compris entre D-1 et D.

2.4. Ouverts de type II

Ici on suppose que V, fermeture de V, est encore un domaine simplement
connexe, mais la frontidre 3V est rectifiable, et 1'ensemble résiduel E = 3V - 3V

(ou, si 1'on veut, sa fermeture) est non vide, et nulle part dense.

Beaucoup d'ouverts de ce type sont construits par une agrégation d'ouverts
(Cn] simplement connexes et disjoints, de telle sorte que leur distance & E soit
nulle: leur réunion forme V. Plus précisément, afin d'éviter des problémes de
frontiére, on va définir V comme 1'intérieur de 1'ensemble UEA. Un exemple sim-
ple est celui du "packing apollonien'" (Figure 4) oli V est formé par récurrence en
plagant dans un triangle curviligne initial V, des disques Cn disjoints, mais de

taille maximale.
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L'ensemble résiduel E, qui est la frontiére de V dans V, contient en

tous cas toutes les circonférences des C_, mais en fait beaucoup plus du point de

=

vue dimensionnel (voir [10]; une bonne liste de références pour ce probléme fameux

se trouve en
se trouve er

uv y [3]). On

. On comprend que des construction genre puissent servir de

modéle aux surfaces poreuses. On peut aussi inversement, commencer par construire

E, puis les Cn:

EXEMPLE 1. Etant donné une suite (a_ ) telleque a_=1 et a_ ., <a_/2,

on peut définir dans 1'intervalle (0,1) un ensemble de Cantor F de facon que

pour tout n F est recouvert par 2

n,

intervalles de longueur a _, et les inter-
valles d'ordre n+l sont inclus, deux par deux, dans les intervalles d'ordre n.

o e . Army 12 o
un salt que alr) = 11m Sy

cartésien dans le plan muni d'un repére orthonormé. On a

"

A(E) = lim sup log 4"/|log a VZ|

20(F).

Le premier ouvert complémentaire C, est formé d'une croix dont les branches sont

de taille a, x (1-2a1), et généralement (Cn) est formé de la réunion de 4"’1

croix dont les branches sont de taille a x (an - 2an).

-1




216 Dimensdions aux bords d'un ouvert

Ona V=00,11] x[0,1], et 3V est la réunion de E et du périmétre de
V. De ce fait Aint(BV) est toujours au moins €gal 4 1. Mais on peut montrer
aussi que, si 1= A(E) = 2, et si |E| = 0 (c'est-i-dire si la suite Znan tend

vers 0), alors Aint(BV) = A(E). On en tire, dans ce cas:
(BV) = max(1,A(E)).

Aint

2.5. Elimination du voisinage de la frontiére

L'exemple précédent nous induirait & €liminer 1'influence du voisinage de
9V dans le calcul de la dimension intérieure, afin d'obtenir un indice vraiment ca-

ractéristique de E et de V. On posera
pt V) = infloz ¥ | (av-aTy(e) N V] > 0}

ol 3V-3V (ou sa fermeture) est égal 3 E. C'est la surface (3V-3V)(e) N V qui
est indiquée en gris dans la Figure 5. Heureusement ceci n'entraine aucune compli-
cation, c'est-d-dire aucune notion nouvelle: Comme (3V-3V)(e) < 3V(e) < aV(e) U

(3V-3V) (), on trouve
[ (3V-aV)(e) N V| = |av(e) N V| = |aV(e)]| +|(dV-aV(eD N V],

et donc Aint(SV) = max (D-1, A;nt(BV)).

On en déduit que, si A;nt(8V) 2 D-1, alors A, _(3V) = A;nt(SV). Et dans

int
tous les cas, on a le résultat suivant:

LEMME 1. S{ |E| = 0, alons A¥ (V) = A(E). S& [E| > 0, alons

A¥ _(BV) = A,

int 1nt(av)'

DEMONSTRATION. Dans le cas, un peu simplifié, oli dist(E,3V) > 0:
Si |E| = 0, et € assez petit, |E(e)| = |E(e) N V| + |E| = |E(e) N V]|,
donc

B(E) = A%, (V).

Si |E| > 0, alors A(E) = D. D'autre part, soit w;nt(zn,E) le nombre de
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-~ ~

cubes dyadiques de cdté 2" intérieurs & V et contigus d un cube dyadique ren-
contrant E: comme en 2.2, on démontre que

H = 1i * n n
b £ @V) = lim sup log wi  (2",E)/log 2.

n>«

Appelons Qn la réunion des w(2n,E) cubes dyadiques rencontrant E. Le
volume de Qn est w(Zn,E)Z-nD, et sa frontiére a une aire de 1l'ordre de

-n(D-1)

w;nt(zn,E)Z La relation

1/D

lul

< k, (aire de auy1/(0-1)
valable pour tout ouvert U, donne pour Qn

w2, By /P < i w;nt(zn,ﬁ)l/(D‘l),

2

d'ot

D
A(E) = DT Azm(BV).

Ceci donne A;nt(BV) z D-1, d'ol 1'on conclut

A;nt(av) - Aint(av)’

par la remarque précédent le lemme.

Nous déduisons de ce lemme que, pour les surfaces poreuses telles que
[El = 0, A(E) est 1'indice caractéristique 2 envisager; pour celles telles

E| > 0, c'est A,
E|

mt(BV).

Nous avons vu des exemples du premier cas avec le packing apollonien et le
produit cartésien F x F lorsque Znan -+ 0. Nous verrons un exemple du deuxiéme
cas en 3.4. Une illustration assez parlante est la surface poreuse constituée par
une coupe d'un morceau de gruyére percé€ d'une infinité dense de trous: le fromage
ayant un poids non nul, l‘'aire de la surface résiduelle est non nulle. L'ouvert V

est constitué de l'ensemble des trous. Nous allons voir que A.

1nt(av) est régi par

1'ordre de décroissance vers 0 de la suite de leurs diamétres.
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3. Relations entre la dimension intérieure et les empilements de V

3.1. Description du probléme

Appelons "empilement" (packing) de V wune suite (Cn) d'ouverts disjoints
denses dans V, c'est-3-dire UCn cV et %n =V. si (cn) est la suite, décrois-
sante, de leurs diamétres, est-il possible de déduire-de (cn), ou plutdt de son or-
dre de décroissance vers 0, une notion de dimension pour 1'ensemble résiduel
E = 3V-9V? Question que se sont posé E. Borel [11], puis A.S. Besicovitch et S.J.
Taylor [12], pour les compacts nulle part denses sur la droite. En admettant donc

que les Cn sont des intervalles ouverts, de longueur Ch et que (cn) décroit

vers 0, on pose

ple)) = infla: nl_u(g ci)a > 0}

ou bien

pc) = inf{o: § cz < 4o}

ou plus simplement
p(cn) = lim sup log n/(-log cn).
Ces formulations sont &quivalentes [2]. Or, il se trouve que, si |E[ = 0, on a
p(c) = A(E) [131.

Ce probléme est justement celui des surfaces poreuses: ici l'ouvert V est la réu-
nion des Cn’ et E =03V est la fermeture de 1l'ensemble de leurs extrémités. L'é-

galité précédente s'écrit aussi

o(cn) = A, (V).

int
Ce sont ces €galités qu'il est intéressant de généraliser 3 des dimensions d'espace

P P 2 . 2 . s pD
supérieures. Comment transférer 1'€tude des "intervalles complémentaires" & R,

D

v

27

Dans tout ce qui suit, les Cn seront des domaines ouverts, disjoints, de

diamétre c, et (C) wun empilement de V. Z.A. Melzak [10] a le premier posé la
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notion générale de "constante de 1'empilement'" (packing constant) p(c), et ses
travaux ont &t& continués par J. Wilker [ 14]. Nous nous intéressons ici spéciale-
ment 3 la comparaison entre p(cn) et les dimensions connues de 3V, spécialement
Aint(BV), 3 la suite des travaux [9] et [15]. En fait les deux questions que nous
allons nous poser sont les suivantes:

(i) Pour tout ouvert V borné, existe-t-il un empilement (Cn) de V

tel que p(cn) = A V)?

int
(ii) Quelles conditions doivent remplir les empilements (Cn) de V pour

que p&n)zA @V)?

int

3.2. Familles de Whitney

.. ~ . . D P
Voici une réponse 3 la premiBre question: partageons R~ en un réseau de

cubes dyadiques de coté Z"n, n € N. Appelons Cl’ de diamétre c,, le plus grand

1’
(ou 1'un des plus grands) cube dyadique inclus dans V, tel que dist(Cl,BV) z -

Puis CZ’ de diamétre s le plus grand cube dyadique inclus dans V-Cl, tel que

dist(Cz,BV) = Cys puis C, dans V—Cl-Cz, etc. (Voir d'autres applications de tel-

3
les constructions dans [16].) On appelle (Cn) une "famille de Whitney". Elle

est clairement dense dans V, c'est-a-dire ﬁﬁg = V. Pour démontrer que

pley) = B BV)

on utilise le lemme suivant, qui servira €galement par la suite:

LEMME 2. Soit o > 0, et (e,) wune suite décroissante, tendant vers 0.

[+2]
Si § €% <+, alons pe) = inf{o: ez-o ) sg > 0}. Si ) eg = o, alons p(e ) =
n

n
. . 0-0%v O
inf{o: e § e; > 0}

Voir [15] pour une démonstration, dans un cadre plus général.

Comme tous les Cn tels que <h =€ sont a distance = 3¢ de 093V, on a

5 cg = [av(ae) n V.
Cnée
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Mais comme aucun point de 9V(e) N V n'appartient d un C, de diamétre <

v
m

lavey nvl = § P,

n
C_=€
n

De ces deux inégalités on tire:

e .. 0-DyY D
A GV) = inflo: <) g c; > 0},

Le lemme précédent montre que le membre de droite vaut p(cn).

REMARQUE. Si 1'on cherche, par un procédé du méme genre, d construire une
suite (Cn) telle que p(cn) = A;nt(BV), pour un ouvert V du type II, il est né-
cessaire de transformer la frontidre 9V, c'est-3-dire de la remplacer par la fron-
tidre d'un cube dyadique. On prend plutdt comme domaine initial W 1le plus petit
cube dyadique fermé tel que V ¢ Int W. Le nouvel ouvert W est défini par 1'en-
semble des points intérieurs 3 W, 3 distance positive de E = 3V-3V. Ainsi E
peut encore s'écrire E = 9W-9W. On construit alors (C,) dans W, comme précédem-
ment. En fait la frontiére de W sera bordée par un nombre fini de C,- L'idée
sous-jacente est la suivante: 1'ensemble de tous les points limites de sous-suites
(an) dont le diamétre tend vers 0, doit &tre exactement &égal 3 E. Le fait de
partir du cube W permet de dire qu'aucun point de 3W n'est limite d'une telle
suite. On peut, comme précédemment, construire la famille de Whitney recouvrant W:

celle-ci sera telle que p(cn) = A. _(OW), valeur égale & A*

1nt(3w)'

int

3.3, Conditions pour que p(cn) < Aint(BV)

PROPOSITION 1. Soit (C)) un empilement de V, od Les C, sont des do-

maines simpLement connexes, de diamétre c, - S4i Les conditions suivantes sont vérni-

fices:
(P1) e = oclc |
(P2) dist(Cn,BV) = O(Cn)

atons p(c) = A (V).
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Remarquons que la condition (P1) évite un allongement excessif des Cn:
autrement dit le diamétre intérieur, ou diamétre de la plus grande sphére incluse

dans C_, doit &tre comparable a Che

Montrons que 1'inégalité en question peut &tre fausse si (P1) ou (P2) ne

sont pas vérifiées:

. 1 2
EXEMPLE 2. Soit Cn = JE?T’ X jO,l[ dans R“: comme c, 1, p(cn) =

<| =,r‘L1H

+o et (Pl) n'est pas vérifige. Ici = ﬁﬁh = [0,11 x [0,1], et 3V =93V est le

périm&tre du carré:

Aint(BV) = 1.

EXEMPLE 3. Soit (Cn) la famille de tous les carrés

j+1

_ 1 j
= i X N T

1
i - T
pour iz 1 et j =0,...,i(i+1)-1. On a de nouveau V = ]0,1[ x 10,1[ et

Aint(av) = 1. La propriété (P1) est évidemment vérifi€e pour les carrés mais (P2)

. 1 .
1 . -
ne 1l'est pas: en effet d1st(Ri,i(i+1)/2,8V) = 177 Ppour tout 1, alors que
diam(R ) = 0(i™H
i,1(i+1)/2 :

. o .2(1-0) . . 3. _3
Enfin [ c yi qui converge si o > 31 p(c) =35 .

Nous donnerons un apercu de la démonstration de cette proposition dans

1'Exemple 5 décrit en 3.4. On peut la trouver compl&te dans [15].

3.4. Conditions pour que Aint(BV) s max(D—l,p(cn))

PROPOSITION 2. Supposons que aCn, varniete de dimension D-1, ait une

aire ginie 1. S de plus

1
o
~
(]
—
-

(P3) 1

alons

(V)

IIA

Aint max(D-l),p(cn).
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Montrons qu'effectivement, si (P3) n'est pas vérifi&e, 1'iné€galité peut

étre fausse:

EXEMPLE 4. La courbe I du "flocon de neige'", bien connue, est formée
d'un triangle équilatéral de cOté 1 et de la juxtaposition de 3.4n-1 triangles
équilatéraux de c6té 3 . V est l'ouvert intérieur 3 T, 3V =T, et A(T) =
Aint(BV) = log 4/log 3. Si on prend pour Cn les triangles en question,

Z "~ z 4" 3 , donc p(cn) = log 4/log 3, et la Proposition 2 est vérifiée. Mais
construisons un empilement de V moins régulier, de la fagon suivante: On remarque
d'abord que T est la limite d'une suite Fk de courbes polygonales incluses dans

V, formées de 3.4K segments de longueur 37K, Les domaines connexes délimités par
Fk U Fk+1 sont les triangles précédents. Mais prenons une suite (nk) strictement

croissante, et appelons Ty la famille de tous les domaines connexes bordés par

Fn U Pn :
k k+1
Figure 6
Nty an
On peut vérifier qu'il y en a un nombre a, = 3(2 -2 ), de diamétre compris
entre 3_nk+1 et 2 3-nk-l (voir Figure 6, oi n, =1 =3, et T, comport
7z r Figur ,» ou 1= ny=3,e 1 mporte

36 ouverts). Tout ouvert de T, aun diam@tre supérieur 3 tout ouvert de Titl”

Si (nk) croit trés rapidement, par exemple si ne~ exp(exp k), alors
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k
log _2 a; ~myg log 2,
i=1
et
X Tk+1
p(c,) = lim(log } a;)/(log 3 “"°) = log 2/log 3.
i=1
On a donc Aint(BV) > max(l,p(cn)). En effet (P3) n'est pas vérifiée: le plus grand
périmétre d'ouvert dans T, vaut
-n, -1 -2n, -1 n
3 k + 2 k (4/3) k+1, qui tend vers +x,

Afin d'éviter des considérations un peu techniques, dont on trouvera le dé-
tail dans [15], donnons une justification des Propositions 1 et 2 sur un exemple

simple de surface poreuse:

EXEMPLE 5. Soit 1 < a < 2, et (Cn) une famille de disques ouverts, dis-
joints, inclus dans un disque ouvert D, et tels que p(cn) = 0. On peut toujours
supposer que UCn est dense dans D (sinon: construire par récurrence une suite
(Cﬁ) de disques disjoints, et disjoints de UCn, centrés sur les points 3 coordon-
nées rationnelles de D—UCn, et de diamétre cﬁ < 2™ arbitrairement petit, puis
considérer la famille {Cn} U {CA}: conme p(c!) = 0, 1'exposant de convergence de
cette nouvelle suite est toujours o), donc (Cn) est un empilement de D. Ici

V=1, V = D. Le bord 3V contient toutes les circonférences BCn et 9D, mais,

-~

dans le cas apollonien (Figure 4), ne se réduit pas 3 ces ensembles. Il est clair
que les propriétés (P1), (P2), (P3) sont vérifiées, avec D = 2, et dist(Cn,av) = 0.

La Figure 7 représente en gris l'ensemble 3V(e) N V.

a) Si €= e dV(e) contient tous les Ci de diamétres ey < 2e, par
(P2): donc

[ave)y nv| >} Icil.
ci<2€

Le membre de droite est z k z ci, par (P1l), pour une certaine constante k

1
Ci<2€

Lorsque (cn) est une suite décroissante on trouve
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b. .@V) 2 infla: 72 0},
n L%

et nous savons que cette derniére expression vaut p(cn) (Lemme 2).

Figure 7

b) D'autre part 9dV(e) N V est inclus dans la r&union des BCn(e) n Cn’
dont 1'aire est &quivalente 3 ci si < S 2, et d sln (~ ec par (P3)) si

<y 2 2¢. Pour deux constantes k2 et k3 on trouve donc
2
[av(e) nv| = k, g i * kge I oc.,

d'oli 1'on tire

Aint(av) s max(Al,Az),
avec
a-2 b 2

A = inf{o <, ) i~ 0}
n
n

s o-1
A, = inf{a <, % c; > 0}.

D'aprés le Lemme 2, A1 est toujours égal & o(cn), tandis que Az vaut 1 si

) c < teo, et p(c) si ) c = +°. Onen déduit que A,

mt(BV) = max(l,p(cn)).



Claude Tricot 225

REMARQUE. Nous savons que A, _(dV) = D-1. Les propriétés (Pl), (P2),

int

(P3) impliquent donc

Aint(av) = max(D-l,p(cn)).

Considérons maintenant le cas des surfaces poreuses (type II). Soit E 1la ferme-

ture de 9V-3V. Si |E| > 0, A(E) = D. Si p(c ) prend une quelconque valeur en-

‘tre 0 et D-1, A, . (3V) = D-1. Par contre, si |E| = 0, les démonstrations pré-
cédentes, et le fait que A(E) = A;nt(SV) (Lemme 1) impliquent immé&diatement

A

p(c,) = A(E) = max(D-1,p(c ).

Si p(cn) z D-1, on obtient Aint(BV) = A(E) = o(cn). Si p(cn) < D-1, on obtient
Aint(BV) = D-1, et finalement 1'€galité A(E) = p(cn), sous des conditions décrites
en 3.5.

3.5. Conditions pour que p(cn) = A(E), lorsque E est de mesure nulle

On a vu que (P1), (P2), (P3) entralnaient p(cn) = A(E) lorsque p(cn) z

D-1. Dans le cas contraire, ol o(cn) < D-1, c'est-d-dire lorsque la suite (cn)
tend rapidement vers 0, et que, pour arriver 3 un ensemble résiduel de mesure nul-
le, les Cn sont obligés de se "coller" les uns contre les autres et de former des
agrégats trés serrés, la géométrie du probléme devient assez complexe, et notre pre-
miére condition impose D = 2. 1I1 va de soi que dans bon nombre de cas (par exemple
lorsque les Cn sont des cubes [17], ou pius particuli®rement encore un pavage de
Whitney: voir 3.2) cette condition n'est pas nécessaire. Cependant elle est fonda-

mentale dans la démonstration du résultat suivant, que nous ne donnerons pas pour

éviter des longueurs, mais que 1l'on trouve dans [15].

2, |E| =0, ple)) < 1. Lles c sont

PROPOSITION 3. On suppose D n

naos o
(@]

nangls en orndre décroissant, et u, = Si Les C, vernigient (P1), (P2),
i
(P3) et

(P4) Le nombre de composantes connexes de VLﬁ£ est 0(n),
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alons A(E) = p(c ).

REMARQUE. Ceci implique en particulier que si 1'on construit une surface
poreuse avec des disques disjoints comme dans 1'Exemple 5, avec p(cn) <1, il est
impossible d'obtenir un ensemble résiduel E de mesure nulle: en effet, un disque
ne peut &tre tangent qu'd au plus six autres disques disjoints de taille non infé-
rieure. Les C

.,C_ &étant placés, C ne crée donc pas plus de six nouvelles
n

1’ n+l

composantes connexes. Ainsi (P4) est vérifiée, et si |E| = 0, A(E) = ple)) < 1.

C'est impossible, puisque E contient les circonférences des Cn'

Une conjecture est que la méme remarque est vraie pour tout p(cn) < 13

(dimension du '"packing apollonien'") [15].

La propriété (P4) est €galement facilement vérifiée si les Cn sont des

corps convexes vérifiant (P1) [15].

REMARQUE. Dans les hypothéses de la Proposition 3, E ne peut contenir
aucun arc puisque A(E) < 1. Pour tout n, BCn N E est donc soit vide, soit nulle

part dense. Ainsi presque toute la frontiére acn est commune avec d'autres BCk.

Ce phénoméne d'agrégation des Cn se remarque bien dans 1'Exemple 1 de 2.4: dimi-
nuer A(E) revient 4 augmenter relativement les parties de frontiére communes entre

les croix d'ordre n et celles d'ordre n+l.
Montrons maintenant qu'une condition telle que (P4) se révéle nécessaire:

EXEMPLE 6. On reprend un ensemble '"parfait symétrique" E dans [0,11],
tel que décrit dans 1'Exemple 1, défini comme E = ﬂEn ol E est la réunion de

2" intervalles de longueur a disposés symétriquement selon la construction de

Cantor. On définit F o= En X [-an,an] dans le plan: chaque Fn est formé de 2"

rectangles a, X 2an et ﬂFn = E. On se donne une suite croissante (nk), n, = 1,

et on définit C1 et C2 comme les deux ouverts 10,1[ x ]10,1[ - Fn et
1

Jo,1[ x J-1,0[ - Fn (voir Figure 8, oli n., = 3); puis C3""’CK’ ou

n.+1 1
K=2+2 , les domaines ouverts dont la réunion forme

1
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10,1f x J0,a_ [ - F et 10,1 x J1-a_ ,0[ - Fn s
h ny | 2

et ainsi de suite.

Figure 8

Si V= UCn, alors V = [0,1] x [-1,1] et 1l'ensemble de Cantor E est précisément
la fermeture de 9V-3V. C'est un ensemble d'aire nulle. Comme dist(Cn,E) =0
pour tout n, et que les périmétres restent dans le méme ordre de grandeur que les
diametres, (P1), (P2) et (P3) sont vérifiées. Par contre (P3) ne le sera pas néces-

sairement si (nk) croit trés rapidement: En posant

§ n.+1
m, = 2 s
ki
— mk — n1<+1
le nombre de composantes connexes de V - U Ci est du méme ordre que 2
i=1

(pour cela, prendre par exemple n~ exp(exp k)). En méme temps on peut choisir
(an) de facon que
n

lin sup log 2"/(-log 2 ) =1 et log 2 /(-log a_) > 0.
K

n n
k o
a

Ainsi A(E) = 1. Comme J %~ 7J 2 , p(c.) = lim sup log 2 X/(-log a_) = o.
n nk n nk
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Remarquons que dans cet exemple p(cn) = §(E). Ceci permet de penser que

1'on pourrait améliorer la Proposition 3, en faisant usage de 1'indice §.

4. Exemples

Voici quelques exemples appartenant aux types I ou II, étudiés 3 la section

2. Nous avons vu l'exemple de la courbe I du flocon de neige (Exemple 4) oi

T
i

et

o

Q
3
3

Ve

= A, (V)
int

CONJECTURE. Si le domaine V est bordé par une courbe I' possédant une

structure de similitude interne, alors V) = A(M).

Aint
Les exemples suivants montrent comme 1'&galité n'est pas toujours vraie;

remarquons que ces exemples (7, 8, 9) représentent des ouverts V hérissés d'"ai-

guilles" de plus en plus fines 3 mesure que 1'échelle de la construction diminue.

Ceci permet la production d'une "dissymétrie fractale" entre l'extérieur et 1'inté-

rieur.

EXEMPLE 7. On se donne deux suites décroissantes (an) et (bn), tendant

2 . -
vers 0, telles que aaqt bn+1 <a - bn, et on place dans R” 1les points An =

- - - s [ 3 '
(an+bn,0), Bn = (an,an), Cn = (an bn,O). Soit I' 1la courbe (c'est, si 1'on veut,
. 2 . o
un graphe de fonction) composée de segments Aan, Bncn’ CnAn+1’ d'extrémités Al

et (0,0). Soit T' wun arc simple de mémes extrémités, dans la partie d'ordonnées

négatives du plan.

Figure 9
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L'ouvert V est bordé par T UT'. Le tracé de I'' est tel que les “pics"

AanCn sont tournés vers l'extérieur. On rendra l'aire de ces pics négligeable en

faisant tendre bn rapidement vers 0: vu de l'intérieur, T ne sera pas alors

trés différent d'une courbe rectifiable. Soit par exemple a -~ 1/1log n, bn ~ 270

on obtient

[av(e) N V] ~k,e+k, )] ae+k, J ab
1 2 b 52 n 3.5 “n

= 0(¢),

donc Aint(BV) = 1. D'autre part,

N
[av(e)| = k, ,Z €a,,
i=1

oi N est le plus grand entier tel que dist(CN,AN+1) = €. En prenant €y =

. -1 -2 .
dlSt(Cn,An+l) a -a n “(log n) “, on en tire

n+l
n

3v(e )| 2 kg 0™ (log m)~2 1 o i)~
1:

v

?

(log m)™>
d'ot

A(@V) = 1lim sup(2-log BV(en)/log en) = 2.

n->oo

C'est aussi, si 1'on veut, la valeur de Aext(av)'

EXEMPLE 8. Soit E wun ensemble parfait symétrique dans [0,1], tel que
décrit déja dans les Exemples 1 et 6, défini par la suite (an), a = 1, des inter-
valles de recouvrement. Le complémentaire de E dans [0,1] est formé de 2n-1

segments de longueur bn =a - 2a

n4l? pour tout n 2 1. Au-dessus de chacun de

ces intervalles, considérés comme alignés dans 1'axe O0x du plan, on construit un
pic de base bn (comme dans 1'exemple précédent), et de hauteur ¢, = az, ol

0 <y < 1. La réunion de ces pics et de E forme un arc simple T d'extrémités
(0,0) et (1,0): on le compl&te par un arc I'' pour former une courbe fermée

FUT' = 3V (voir la Figure 10, ol les 6 premiéres &tapes de la construction de

I' sont représentées).
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Figure 10

On donne i (bn) une décroissance trés rapide vers 0 pour assurer que
n n

Aint(av) = 1: Par exemple 2n_1bn = 272 , ce qui entraine 2nan ~2%. on obtient
-1 n-1
[av(e) N V] ~ ke + ke J 2"7c_ +k, §J 2™'cwb,
1 27 p 22 noo3 gl nn
n n
donc
Bine @V) = max(1,4,,4,))
ol
L]
A, = lim sup(l - (log } 2 c;)/log b ) =1,
i=1
et
. i o
A, = lim sup(2 - (log ] 2 c;b)/log b ) =1 -,

n

donc Aint(BV) = 1.
D'autre part, comme 8V(an) contient le rectangle [0,1] x [O,cn],

A(V) z 1im sup(2-log cn/log an)

=2 -y,

En fait, on pourrait voir que A(QV) est exactement égal i 2 - v.
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EXEMPLE 9. La courbe I des deux exemples précédents est localement rec-
tifiable. Dans celui-ci, nous présentons un graphe T qui est nulle part différen-
tiable, et dont la construction est analogue 3 celle des ensembles '"a affinité in-
terne™ [7], mais différente en ce sens que les &chelles utilisées changent & cha-

que étape. On se donne une suite (an) d'entiers, et on définit les schémas Sn’

Tn et Tﬁ comme dans la Figure 11 (ol a = 3).

Tn
—
Sn
—
T r
n

Figure 11

Partant d'une diagonale du carré unité on applique le schéma T puis on
applique, 3 chaque rectangle 271 « Z-al traversé par une diagonale, le schéma T,
et, i chaque rectangle traversé par un segment horizontal, le schéma 52 et ainsi
de suite: les deux premi8res &tapes de la construction et 1'ensemble final sont re-
présentés sur la Figure 12, avec a; =a, = 3. Augmenter a ~permet de resserrer

les pentes des courbes successives Fn.
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Figyre 12

n
Soit An = Z a;: les rectangles fondamentaux de 1'étape n sont de
i=1

-A
taille 27" x 2 n, et Fn se trouve composé de Pn segments diagonaux (de lon-

gueur ~ Z_n) et de Qn segments horizontaux (de longueur ~ 2 n). Supposons que

a >t Les équations

Pn =2 Pn_1 + 2 Qn—l
a

a
Q, = (2 “-2)pn_1 + (2 "-Z)Qn_1

A A
n—l, Qn ~2" En comptant le nombre de rectangles fondamentaux

-A
n

donnent P_~ 2
n

de 1'8tape n qui recouvrent T, on en tire le nombre wo de carrés de cdté 2
2A_-n
qui recouvrent T: W 2 " , donc A(T) = lim sup(2 - %—9 = 2.
n

D'autre part, on considére le voisinage de T formé de tous les points

placés sous T, et 3 proximité de TI: 1'indice correspondant est A. _(BV) si on

int

compléte I par un arc I' dans le demi-plan des ordonnées négatives pour en faire
une courbe fermée. Cet indice se calcule aisément par un empilement de tous 1'es-

pace situé entre O0x et [, selon les méthodes décrites 3 la section 3: cet espace
n A Apn
Se recouvre par Pn rectangles de c6tés 2 7 x 2 , donc par Pn—12 carrés
-A
de c6tés 2 ™. La réunion de tous ces carrés, pour tout n, vérifie les propriétés

-1

(P1), (P2) et (P3).
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I1 suffit donc de trouver p(cn), exposant de convergence de la série:

AtA ,-n -oA_
ya2nh 2 M

2n/Y

, Y>0,alors A= (/Y

Si on prend par exemple a = partie entiére de

et la série converge si o > 1 + Z_Z/Y. On en tire A,  (3V) =1 + 272/,

Quant aux ouverts de type II (surfaces poreuses), nous en avons déjd donné
un certain nombre d'exemples (Figures 4, 5, 7). Rappelons le suivant, déji abordé
dans [8] et [9], & partir d'un mod&le décrit dans [3], qui d'ailleurs comme tout mo-
dele, peut soulever quelque critique [18]. Ceci ne doit pas nous emp&cher de le

considérer comme une excellente application, quitte 3 en transposer les idées dans

un autre contexte si nécessaire.

EXEMPLE 10. Un mod&le fractal du réseau sanguin dans le corps consiste en
un arbre construit par récurrence, de telle fagon que chaque branche de 1'&tape n,
vue comme un tuyau, ou cylindre, de longueur 1n et diamétre dn, se divise 4 1'une
de ses extrémités en deux branches de 1'étape n+l. Cet arbre, c'est-i-dire 1l'en-
semble de ces 2" cylindres, n 2z 1, qui forment le réseau d'irrigation du corps,
cénstitue 1'ouvert V. L'hypoth&se est que V est dense dans le corps, sans néan-
moins en prendre toute la masse. Le corps est donc V, et 1'ensemble résiduel E
des tissus poss&de un volume non nul. Ici donc A(3V) = A(E) vaut 3 et n'a pas de
signification spéciale. Par contre Aint(av) en a une: il décrit la relation de
proximité qui existe entre V, composé des cellules du liquide sanguin, et sa fron-
tiére, milieu d'échange entre le sang et les tissus irrigués. Une cellule est con-
sidérée comme d'autant plus efficace pour les &échanges qu'elle est proche de 3V,
comme dans un processus de diffusion. Une valeur élevée de Aint(BV] (maximum 3,
minimum 2) indique une haute efficacité de la construction du réseau, en vue d'un

maximum d'échanges avec les tissus.

On peut calculer Aint(av) facilement en empilant dans chaque cylindre
d'ordre n un nombre ln/dn de petits cylindres réguliers, et en calculant p(cn),

valeur critique de la somme Zn(ln/én)Sg. Une hypothése supplémentaire précise
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qu'il existe deux constantes 1 et § telles que 1n =1

Dimensions aux bords d'un ouvert

et Gn = Gn, ce qui

donne 3 o(cn) =4, _(@V) 1la valeur 1-log 21/log §. Des estimations numériques

int

accordent finalement & cette expression la valeur 2.7.
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