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MESURES DE HAUSDORFF D’ENSEMBLES FRACTALS

Jacques Marion

Résumé

Nous €tudions une construction générale d'ensembles fractals dans RN dont
la propriété caractéristique est d'8tre décomposables d'une infinité de maniéres en
portions géométriquement semblables. La dimension de Hausdprff de ces ensembles
"parfaits de similitude'" est obtenue 3 partir des paramétres de leur construction.
Ensuite, les principaux résultats (anciens et récents) sur le probléme de 1'évalua-

tion de la mesure de Hausdorff de ces fractals sont exposés, notamment dans le cas

particulier des ensembles 8 similitude interne.

Abstract

A general construction of fractals in RN whose caracteristic property is
that of being decomposable in infinitely many ways into geometrically similar por-
tions is studied in this paper. We determine the Hausdorff dimension of these
fractal sets in terms of parameters related to their construction. The main results
(old and new) on the problem of calculating their Hausdorff measure are then dis-

cussed, in particular for the special case of self-similar sets.

Mots clés: Fractal, ensemble parfait de translation (et/ou de similitude), dimension
de Hausdorff, mesure de Hausdorff, similitude interne.

Classification de 1'A.M.S.: 28A75.
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1. Introduction

Cet exposé portera sur 1'é€tude d'une certaine classe de sous-ensembles frac-
tals de 1'espace euclidien RN. Ces fractals seront caractérisés par une propriété
géométrique qui permettra (sous certaines hypoth&ses) 1'évaluation de leur dimension

de Hausdorff et, dans plusieurs cas, de leur mesure de Hausdorff.

Comme point de départ, prenons la définition des ensembles parfaits de
trhansfation lin€aires donnée par Kahane et Salem dans [7]: 'ce sont les ensembles
parfaits [sur la droitel qui sont décomposables, d'une infinité de manigres, en por-
tions égales par translation" (les portions associées 3 une décomposition donnée
€tant portées par des segments deux 3 deux disjoints). Les auteurs montrent que

cette définition est &quivalente 3 une construction par dissections d'intervalles.

Pour une partition donnée de 1l'intervalle [0,1]

0

IA

nl<n2<,,,<r\)<1

ils appellent dissection de type (v,nl,...,nv,ﬁ) effectuée sur un intervalle com-
pact [a,b]l 1'opération qui consiste 3 enlever de [a,b] des intervalles ouverts
ou semi-ouverts pour ne laisser que Vv intervalles fermés, deux 3 deux disjoints,

de longueur commune (b-a)f et d'origines a + (b—a)nj (G =1,...,V).

La construction d'un parfait de translation se fait alors par &tapes suc-
cessives. Sur un intervalle compact initial, disons [0,1], on effectue une premidre
dissection de type (“1’”11""’”1v »€1) qui laisse vy intervalles fondamentaux

1
d'ondre 1 de longueur 51, sur lesquels on effectue ensuite une dissection de type
(VysNyqs---5N,. »E,) produisant ainsi v.v, intervalles fondamentaux d'ordre 2,
2’21 2v2 2 172
de longueur Eliz, et ainsi de suite, pour obtenir 3 la limite (i.e. comme intersec-

tion d'une famille de compacts enboités) un ensemble parfait de translation.

Nous pouvons &largir cette construction d'abord dans le sens suivant: on
généralise la notion de dissection de type (Vi’nil""’niv ,Ei) qui produit des
i
segments de longueur commune 3 celle de dissection de type (Vi’”il""’”iv ’511’
i

""Eiv ) qui produit des segments de longueurs possiblement différentes. De cette
i
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fagon, les ensembles obtenus seraient caractérisés par la propriété intrins&que
d'étre décomposables, d'une infinité de mani&res, en portions g€ométriquement sem-
blables. I1 est alors naturel d'appeler ces derniers 'ensembles parfaits de simili-

tude'.

On remarque tout de suite que la construction d'un parfait de similitude
(en particulier, d'un parfait de translation) peut se reformuler i 1'aide d'une
suite d'ensembles finis de similitudes de Rl. C'est par ce biais que nous &ten-
drons a 1'espace RN (N > 1) 1la construction des parfaits de similitude. De plus,
nous voulons cette construction suffisamment large pour que, lorsque appliquée au
cas N = 1, elle puisse englober des exemples classiques de fractals du genre "l'en-
semble des nombres de [0,1] pour lesquels le chiffre p n'apparait pas dans le
développement q-adique'. De tels ensembles sont en quelque sorte des 'cas limites"
de parfaits de translation (au sens strict de Kahane et Salem) car ils correspondent
a une construction oli certains intervalles fondamentaux d'un m&me ordre sont bout i

bout et non pas disjoints.

2. Construction générale des ensembles parfaits de similitude dans R

Soit {¢il""’¢iv.}i>1 une suite d'ensembles finis (oli vy o2 2) de simi-
i 12

litudes contractantes de RN de rapports Eil""’g pour laquelle il existe un

iv,
N i
ouvert borné (0 c R avec la propriété suivante: pour tout i > 1, les v, ou-

verts wil(O),...,wiv.(O) sont deux 3 deux disjoints et contenus dans 0.
i

N.B.: Le terme "similitude" est pris dans son sens le plus large, i.e. signifiant

la composition d'une isométrie et d'une homothétie.

L'existence d'un tel ouvert 0 est une condition de '"'s&paration' imposée
i la suite {¢ij}. Nous 1l'appellerons "condition de Moran" car elle fut utilisée
par ce dernier, dans un contexte moins général toutefois, pour définir des fractals

possédant une similitude interne ([15]).
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On construit & partir de 0 {£'ensemble parfait de similitude E associé

3 la suite {wij} en posant d'abord
v, v
E = u ... U

°o .o o (0), (nz21)
=1 Jj n

(p .
1 13, nj
n

o 0 est 1'adhérence de 0. Puisque wij(O) c0

QP . ©° . 0@ . @ co,. o ...00 . ()
131 (n+1)3n+1 131 nj ?

d'ou

On pose alors

REMARQUES. 10) La mesure de Lebesgue (en dimension N) de E est donnée

par
(o]

mes E = (mes 0) 1T (E§1 + ... + &

i=1

N
1\):-L

).

2% Lorsque {wij} vérifie la condition de Moran, le choix de 1'ouvert 0

pour lequel cette condition est satisfaite n'est pas unique. En fait, si
(o]

I (g?l LA Egv ) =0, E est indépendant du choix de cet ouvert car alors E
i=1 i
concide avec 1l'ensemble des points d'accumulation de 1'ensemble des points fixes

des similitudes . ©° ... o0 . n==1).
lel wmn ( )

30) Sous certaines hypoth&ses de séparation plus fortes oli, entre autres,
pour i fix& les compacts wi.(aj seraient deux 3 deux disjoints, E serait en

J
particulier un "ensemble de Cantor généralisé&" au sens de Beardon [11].

On supposera dans toute la suite du texte que mes E = 0.

3. La dimension de Hausdorff de E

Notons dim E 1la dimension de Hausdorff de 1'ensemble parfait de simili-

tude E, et HB(E) (oi B > 0) 1la PB-mesure de Hausdorff de E.
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RAPPEL: HB(E) = lim HB(E)
o0 P

oli

i) = inf(] [4,]B: (A, <p, Ec U}

o] 2 it - i ’ . i

i i
([Ail désigne le diamdtre de 1'ensemble A.)

et

din E = inf(g: H3(E) = 0} = supls: HP(E) > 0).

Pour tout n 2 1, soit % le nombre positif défini par

Y \Y

1 n an
cen jngl (gljl...gnj ) = M ()t HE

1
n

. iv,
n i=1 i

) = 1.
3ol

THEOREME 1. Compte tenu des conventions précédentes,

dim E < lim -
00

De plus, s4 inf .. > 0
.. 7ij
1,)]
dim E = 1lim an > 0.
n->co

La démonstration nécessite un lemme. Mais d'abord les définitions suivan-

tes:

DEFINITION 1. Appelons compacts fondamentaux d'ondre n  les VieeVy

o .09 . (0).

compacts K. . définis par K. = .
P jpeeed par 15, nj

10dp jpeedg
DEFINITION 2. Appelons partie simple d'ondre n  toute réunion de compacts

fondamentaux d'ordre n.

LEMME 1. Soit Ln La famille des necouvrements §inis de E par des par-
ties simples d'ondrne n. Pour tout B > 0, ona
H3(E) = lim inff 5 IP|8: |P| <p, Tel et n=1l.
p+0 PeT n

DéMONSTRATION. Soit B > 0 fixé. De la définition de HB(E) on obtient
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HB(E) = lim inf{ Z lG]B: ? est un recouvrement fini de E par des ouverts G vé-
p~>0 Gefd
rifiant |G| < p}

(cf. Rogers [161, p. 51). Soit § wun recouvrement fini de E par des ouverts. Le
lemme sera démontré si 1l'on montre l'existence d'un recouvrement I € Ln (pour un

certain n) tel que ) [P[S < 7 [Gl?
PeT Ge

Pour n' suffisamment grand, le compact En' est recouvert par { car

(o]

E= 10 En et E1 o E2 O ... Il existe alors un nombre € > 0 associé &3 Q tel
n=1

que toute partie de En, de diamétre < € soit contenue dans au moins un des ouverts

de Q. D'autre part,

‘N mes 0

et mes E > mes E = 0, oi E = u K. . . Par conséquent IKj | o0

n jl,...,jn J1:++In 1°**9n

uniformément. Donc en prenant n suffisamment grand, IKj | < e. Alors on

1...jn
fait correspondre 3 chaque ouvert G ¢ Q 1la plus grande partie simple P d'ordre
n (celle qui comporte le plus de K, j ) qu'il contient, pour obtenir le recou-
1°**9n
vrement I désiré. Ceci termine la démonstration du lemme.
DEMONSTRATION du Théordme 1. On peut supposer sans perte de géndralité que [0] = 1.
En effet, 1'image de (0 et de chacun des En par une similitude donnée définit les
€tapes de la construction de 1'image de E par cette méme similitude, et cette ima-
ge de E est trivialement de mé&me dimension que E.
Posons a = lim o et Ei = max gij (i21). Ona gl...gn + 0 car
n->o 1<j S\)i
mes E = 0.
Soit B > a. Il existe € > 0 tel que pour une infinité de valeurs de n,
B>a +e¢, d'ol
n

L G L S RN GRS
1

i=1

n 0,

0'1'1 n
n (.; +... +&..)
i=1 il 1\)i

€

€

= (€ eeE)
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pour des valeurs de n arbitrairement grandes. Alors

\)1 \Y
E) <1m § ... T |k
N> j1=1 jnzl

[6 =

n
i=

: B
. . 1lim (&%, +
Jl...Jn e i=1 il

d'old

dim E < a.

Supposons maintenant que inf

i,j o

Soit 0 < B < a. Il existe n, tel que B < o, pour tout n

tons Fn la famille des parties simples d'ordre n. (En particulier,

Pour P ¢ Fn posons

> 0, et montrons qu'alors

& (P) = {(Gysm.nni) SR
et
B
(Epe veuEs )
Gpoeesdpee @ U1 My
hy(®) = — 5 .
SRR N N I L
ST NS NS B S
Soit

s = inf{[p|®/m_(p): P F et n> 1)

Pour tout T e Ln et tout n =1, on a

"
O

B
L IPIF=268 } h (P) > 6 h (E)

PeT PeT

Donc, en vertu du Lemme 1

A E) > 5.

>

E
n

n

o

n

dim E 2 a.

No-

»

Montrons que & > 0. Arrangeons en ordre décroissant tous les rapports

glj "'gnj (n n'étant pas fix€) pour former la suite
1 n

v

Y2V, 2.

Soit P, e F~ (pour un certain m fix&), et posons d = [P_|. Nous pouvons

m
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supposer d suffisamment petit pour que tout compact fondamental de diamétre < d

soit d'ordre 2 n,-

Soit r wun indice vérifiant

T r+l
Posons .
e
Soit B une boule fermée de rayon 2d centrée en un point quelconque de
Po, et U 1la famille des compacts fondamentaux Kj j contenus dans B et pour

1'"""“n
lesquels les indices jl,...,jn vérifient

E.. ...E . >y 2., & . 2v_.E,
1;|1 (n-l)Jn_l r+l lJ1 nj, r+l

de sorte que si K. . e U alors K. . & U.
EPERRS I

Montrons que U recouvre Po' Soit (Jl,...,Jm) € @m(Po). On a

K. . ¢ P, d'ou
Jpeeedp 0

| <[P
m

=d <y

gljl...g .= K, o[

mj, Jl..j

et puisque Elj K est un élément de la suite {Yj},
1

mjm

Yr>Yﬁ126U1“£mm‘

Si Yr+l£ > Eljl...gmjm, alors il existe p <m tel que

£, ...k .ozy E2ELL LLE L,
1y 77 p-1i, - 13,7777,
d'oli

-1
Y >y JEE . 2E&.. ...§ .
T+l r+l pJp lJ1 (p—l)Jp_1

car EE'} < 1. Donc
PJp

2 E.. ... . > ,
Yr+1 6131 E;(p-l)Jp_l Yr+1E
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et pour un certain n < p-1

E.. . & . >y > N S Y
IJ1 (n—l)Jn_1 r+l lJ1 nj, r+l

De plus
K. . NP 39
Jpeeddy o
car K. . D> K, . et K. . CP ., Aussi,
1°*n J1+++In J1odn °
K. . = PN ST < d.
I Jl...JnI 5131 gan Yr+1
Par conséquent, Kj j C B puisque B est de rayon 2d et son centre est un
10043,
point de P _, d'ol K. . e .
0 Jpeeedp
On a donc montré que pour tout (jl""’jm) € ¢m(Po), il existe Q e U tel
que Kjl"'jm € Q. Puisque P = U{Kjl"'Jm: (Gyseeendp) € @m(Po)} U est un re-
couvrement de Po.
Soit Q = K elU, ol n<m. Alorssi P NQ4% P
S1.e.8 0
1 n
B
) (Eps -6 )
Giseeesi)ed (PNQ) M1 Mg
1 m’" " m" o
h (P NQ =
m' o v v
) Do e of
i =1 i<l 13y 7 may,
T e
&,. ... ) ces (€3 . g L)
ls1 NSy j =1 j =1 (n+1)Jn+1 ™
< n+l m
m
B B8
.El g * oo F 850
_ lof?
n
B B
121 (gil + ...t Eivi)
B
< IQ[ (car B < o)
n oy o, n
121 (Bgp * -vn ¥ si\)i)

= [ql®.
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Notons {Qi}§=l la famille U. Ces compacts fondamentaux, deux 3 deux

non emboités, recouvrent Po. Donc on a

1}

by (Py)

k
L h (PN Q)

i=1

k
Iolgl®

i=1

IA

skvl, < xd® = ke |B.

D'autre part,

mes Q.
1 i

"~

mes B 2mes U Q. =
. i .
i=1 i

|Qi|N mes 0
1

n
([N I

i

v

kfyr+1£)N mes 0

compte tenu de la définition de U, d'oui

ks (0 22 oMy, 6 Vmes 0

ZNKN dN(Yr+1£)'N/mes 0

Ne

N E_ZN/mes 0,

A

2

(ot Ky est le volume de la boule unité dans RN) car

-1 -1

-1
r+l1 © YrYr+1 *

dy <&

On a donc finalement

P 18 @) 2 k2 £®2 N mes 0 5 o,

d'ou
B
§ >0 et H(E) > 0.
Par conséquent

o < dim E.
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De plus, on vérifie ais€ment que
o, 2 -log 2/log £ > 0O (n2z21),

et le théoréme est démontré.

L'énoncé du théoréme suivant fait appel 3 une nouvelle définition.

DEFINITION 3. Un systéme fondamental associ€ 3 E est un recouvrement de
E par des compacts fondamentaux (pas nécessairement tous du méme ordre) dont les

intérieurs respectifs sont deux d deux disjoints.

REMARQUE. Deux compacts fondamentaux d'un méme systéme fondamental sont

non emboités. Ils ne peuvent avoir en commun que des points frontigres.

THEOREME 2. Si inf £55 > 0, £a famille S des systomes fondamentaux as-
s00i85 & E détemine complitement La dimension de Hausdonfg de E. En fait, iL

existe une constante C > 0 tLelle que, pour tout B > 0

caBe) < HB(E) < £B(E)

ABE) = 1lim inf{} [A.|B: [8;] <p et {8} €S}
p>0 it .

DﬁMONSTRATION. Considérons un recouvrement I € Ln (pour un certain n). Soit
P el et U= {Qi}li(=1 la famille de compacts fondamentaux qu'on associe & P
dans la démonstration du Théoréme 1. On a démontré que U recouvre P et que
AL NG
i=1
oli k est majoré par une constante X > 0. On forme alors un nouveau recouvrement
I'* de E en remplagant chaque P e I' par la famille U correspondante. Ensuite,
si deux compacts fondamentaux de TI'* sont emboités, on ne conserve que le plus

-~

grand. Ceci nous conduit 3 un systéme fondamental T' tel que

SR VLIRS S D ILS

AeT! Pel
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Par conséquent, compte tenu du Lemme 1

AhEE < ).
D'autre part, 1'inégalité HB(E) < AB(E) est immédiate, d'ol le résultat.

TERMINOLOGIE. Pour o = dim E, Ha(E) sera -appelé simplement '"mesure de

Hausdorff de E".

COROLLAIRE 1. S84 inf gij > 0, en posant toujours o = lim o, ona

n—)oo
n
; - - o o _
(i) HYE) = 0 <=> inf R P S
nz1 i=1 1
® a (s} m o o
(i1) S4 igl (gil + oo, + givi) = o ot ;Zi ign mln{l,gil + .. + Eiv.} > 0
alons
HY(E) = .
n
(ii1) S& 0< lim T (Y, + ... + &3 ) <= alors 0< H'(E) < =,
o ji=1 i

DEMONSTRATION. (i) Reportons-nous de nouveau 3 la démonstration du Théoreme 1.
Soit P e F ~ (pour un certain m) et U = {Qi}§=l la famille de compacts fondamen-

taux associée. Si Q = K s € U (avec n < m), la définition de hm(P)
1° 5y

(avec B = o) nous conduit 3 1'inégalité

8
[q]
h,(PNQ s — - -
igl (Eil + .00t Eivi)
n o o
Donc, si inf ‘H (Eil + ...t giv.) = Co > 0, on obtient
n21 i=1

X -1 K o -1 o
h (P) = igl h,(P N Q) =C] igl g% = c, k|ep|™,

et par conséquent
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nf(|P|%h (®): P e F et m>1)2C,min K

2N_-N -1

COE 27" mes 0

v

d'od H*(E) > 0.

n
D'autre part, si inf I (gzl L 59 ) =0 ona Hu(E) =0 car

nx1 i=1 i
v v
1 n
H'(E) < lin ] RGN b

e j, = 371 . n

n
a o
=1lim T (&, + ... + &, )
e i=1 il iv.

Ceci démontre (i).

-~

(ii) Soit T un systéme fondamental associé & E, et n (respectivement
m) 1l'ordre minimal (respectivement maximal) d'un compact fondamental appartenant 3
I'. En particulier, si K, . €T, alors K. . el pour j=1,...3v

Jpeeedp Jl...jm_lJ
ce que, d'une part T recouvre E, et d'autre part les membres de I sont deux 3

ar-
m P

ez . a .
deux non emboit8s. Aussi, dans la soome ) |A|" on retrouve la somme partielle
AeT

On remplace alors les Vi compacts fondamentaux Kj G = 1,...,vm) par

le compact fondamental K. . .
Jpeeedpa

Ces opérations complétées, on obtient un nouveau systéme fondamental T*
qui vérifie

T olal% 2 min{1,g® + ...+ % ) T A%,
AeT ml ™n AT+

Ensuite on reprend le raisonnement en partant de TI'*, et apr&s un certain nombre de

fois on obtient
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m n
I 1al%= (inf T min{1,6; + ...+ g?v Hho¥ ... )1 |k
AeT n<m i=n 1 Wy j =

n
a a
C I (Eyy + - t 85,0
i=1 i

pour une certaine constante C > 0. Par conséquent, en vertu du Théoréme 2, si
oo
o o _ [0} _ A, .
i (gil t ...t giv ) = ona H (E) =, ce qui démontre (ii).
i=1 i

(iii) Immédiat, compte tenu de (i) et de la relation

n
. o
= 1lim I (511 + ...t Eivi

1
HYE) < 1im  § ... ¥ |k, ).
> =

1 j =1 J1Iq e i=1

Examinons quelques cas particuliers (dont certains sont traités isolément

dans la littérature).

a) Les parfaits de translation dans RN: Lorsque pour tout i 2 1 1les Vi simili-

tudes @100 4995, Sont toutes de rapport Ei, nous avons la généralisation 3 1'es-
pace RN de la construction des parfaits de translation de Kahane et Salem [7].
Donc on remplace gij par Ei et oy devient la solution de 1'équation

[¢3
n

vl...vn(El...En) =1,
En vertu du Théoréme 1, si inf Ei > 0 on retrouve la formule
i

dim E = o = lim - log(v;...v )/10g(E,...E ).

n--oo
De plus, en vertu du Corollaire 1,
H*(E) = 0 <= inf(V,...v )(E,...£)% >0
Inf 1Yy 1€ .

Ces résultats sont déja connus pour le cas E C Rl (cf. [111, [12D).

b) Le cas ou la suite d'ensembles {&il,...,i est constante: Si pour tout

ivi}izl
i21 ona {gil""’giv.} = {gl,...,gv} (oi v = 2), alors dim E = o oi

g? oo+ g% =1, et 0 < HYE) < =,



Jacques Marion 125

c) Les parfaits 4 similitude interne vérifiant la condition de Moran: Lorsque la

suite d'ensembles de similitudes {wil""’wiv.}iZI est constante, disons €gale 3
{wl,...,wv}, alors E est un parfait & similitude interne (i.e. décomposable en

parties semblables '"au tout"). Plus précisément, E = 'S wi(E). Dans [15], Moran
démontre que 0 < Ha(E) < o (et donc que dim E = a), ;&1 E? L Ea = 1.

d) Les parfaits homogénes dans RN: Lorsque E est déterminé par un ensemble

{¢1,...,¢v} de v similitudes (vérifiant la condition de Moran) de rapport commun
£, E est appelé parfait homogéne de type (v,£) (i.e. décomposable en Vv parties
semblables au tout dans le rapport £). Alors dim E = a = -log v/log £ et

0 < Ha(E) < o (cf. [7] pour le cas linéaire).

e) Les ensembles q-adiques de Cantor sur [0,1]: On considére un entier q > 3.

Soit A c {0,1,...,9-1} et posons v = card A (on supposera Vv = 2). L'ensemble
E des nombres de 1'intervalle [0,1] qui n'ont dans leur développement q-adique
que des '"chiffres" appartenant & A est un parfait homogéne de type (v,q_l), donc
de dimension o = log v/log q et tel que 0 < Ha(E) < o (cf. Galambos [41],
Volkmann [18], Eggleston [2], etc.).

-~

4. La mesure de Hausdorff d'un parfait 3 similitude interne

Soit E un parfait de similitude pour lequel 0 < Ha(E) < o, Le calcul

~

explicite de Ha(E) dans le cas général est difficile 3 réaliser. Mais si 1'on se

restreint au cas particulier des parfaits a similitude interne (vérifiant la condi-

tion de Moran), le calcul de Ha(E) est alors plus abordable.

Au départ, on démontre aisément que pour tout parfait & similitude interne

E de dimension a

() (tout p > 0)

o

H”(E

p(})
et que par conséquent

H*(E) < [E|%.
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Ceci nous conduit au résultat principal suivant: (cf. [13])

THEOREME 3. Soit E un ensemble parfait a similitude interne de dimension
o, determing par un ensemble f{o,...,0.} de similitudes de R' verifiant La con-

dition de Moran. Alons, conservant Les notations du Théondme 1, on a

HY(E) = inf(|P|%/h_(P): P F_ et n=> 1}

h_(P) = ’ E. ...E.)
T Gpeeader, Y1 Un

REMARQUE. L'ensemble E dépend uniquement des similitudes PpseeesP, et
non pas du choix de 1'ouvert ( de par lequel la condition de Moran est satisfaite
(ce choix n'étant pas unique). Précisément, on observe que E est 1'adhérence de
1'ensemble des points fixes des contractions wjl ° .. ©° wjn (n21). D'ailleurs,
cet &noncé demeure vrai méme sans la condition de Moran (cf. [17], [6] et [13]).

La valeur de Ha(E) est donc aussi indépendante du choix de 0. On le

constate effectivement en analysant la formule du Théoréme 3. En effet, si 1'on

v
remplace ( par 0, = U ¢: ©° ... ¢, (0) dans la définition de la par-
P k i i
il""’ik=1 1 k :
tie simple P = U{(pi RETILN @: (iseeesi) € Qn(P)} on obtient une nouvelle
1 n

partie simple Pk € Fn+k telle que Pk cP et hn+k(Pk) = hn(P) de sorte que

a
a [P | a
inf hP(P = inf k(P = inf-LPhn(ﬁg
nx>1 n ) nx1 ntk‘ k n=1 n
PeF PeF PeF
n n n

(o]

car N Pk = P N E, et par conséquent Ha(E) ne dépend pas de 0.
k=1

5. Résultats et conjectures sur 1l'évaluation de Ha(E)

5.1. Les parfaits isotypiques: Ce sont les parfaits & similitude interne

décomposables en portions (strictement disjointes). Un tel parfait E est déter-

miné par des similitudes contractantes CPERERN

AY

de rapports El,...,Ev telles

que o;(E) N ¢j(E) =@ si i+ j. On dira plus précisément que E est un parfait
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isotypique de type (v,El,...,Ev). La condition de Moran est automatiquement satis-

faite de sorte que dim E = o ol E? + a0t gg = 1. Posons

T = min dist@pi(E),wj(E)). On peut supposer que gl < 52 < ... <8 (quitte 3 re-
i)

numéroter les indices).

\Y

De plus, redéfinissons les compacts fondamentaux d'ordre n comme &tant

les portions de E qui s'écrivent Pg ° eee 0y (E) ou iﬂ € {1,...,v£} pour
1 n

£ =1,...,n, et rajustons la définition des parties simples en conséquence. Nous

avons obtenu les résultats suivants: (cf. [13], [10])

THEOREME 4. Si EcC R\ est un parfait isotypique de type (V,€,.-,E,)

et de dimension o < 1, alors

a
H*(E) = min H%
PeF n
n o
o
od
s . n(a-1)
n = min{n: |E| <7 £.&, }.
N.B.: Le calcul de Ha(E), dans ce cas particulier, se fait donc sans ''passage i
la limite".
THEOREME 5. Soit E un parfait isotypique sur La droite. On a
a
H*(E) = |E|® <= nin %: |E|%.
PeF, "1
1
N.B.: Ceci donne les conditions de maximalité de Ha(E) lorsque E ¢ Rl.

EXEMPLE. Soit E 1le parfait isotypique linéaire de type (2,51,52) de

diamétre 1 construit sur [0,1].

[ —
0 1
& &2

On a Ha(E) =1 ot E? + Eg = 1. En posant El = 62 = £, on retrouve un résultat
de Hausdorff [5] sur les ensembles parfaits homogénes de type (2,£). En particu-

lier, si & = 1/3, E est l'ensemble triadique de Cantor et sa dimension est
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o = log 2/log 3.

5.2. Les parfaits homogénes de type (v,£): Ce sont les parfaits 3 similitude

interne définis par des ensembles de Vv similitudes de rapport & vérifiant la con-

dition de Moran.

a) cas linfaire (entiérement résolu): Soit E ¢ R' un parfait homo-
géne de type (v,£), de diamdtre 1, porté par [0,1]. On sait que E est de di-
mension a = -log v/log £. Pour tout k > 1, posons n, = min{n: V® 2 k} et notons

dk le diamétre minimal d'une réunion de k intervalles fondamentaux d'ordre

nk+1. On a ([14], [9])

THEOREME 6. H®(E) = min kv X 4

1sks\>\)+1

REMARQUE. On peut donc calculer Ha(E) directement i partir de la posi-
tion des intervalles fondamentaux restant aprés au plus Vv+2 @&tapes de dissection

de l'intervalle initial [0,1].

b) dans le plan (oli le probléme n'est pas compl&étement résolu): Nous

considérons deux exemples bien connus.

(i) La courbe de von Koch classique: ([81).

Soit T 1le triangle isocéle

La courbe de von Koch construite au-dessus de [0,1] est un parfait homogéne E de
type (2, 1/V3) déterminé par deux similitudes ® et o, de rapport 1/V3 tel-

les que o,(T) et ¢,(T) occupent les positions indiquées ci-dessous:
q 1 2 P P
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7

/3
m™T T
T 3

1 2
0 3 3 1

On sait que dim E = o = log 2/log(1/V3) = log 4/log 3. Nous faisons la conjecture

suivante:

HYE) = 22 (~ 0.5995).

Motivation: Dans le diagramme ci-dessous, soit Po la partie simple d'ordre 2 cor-

respondant 3 la région hachurée.

2

- - -
On a [Po[ = 2V3/9 et h,(P ) =}, d'od -lPO[“/hZ(Po) = 27 °, Aprds le calcul du

rapport |P|a/hn(P) pour plusieurs parties simples P € Fn’ cette valeur de 2a-2

semble minimale.

(ii) L'ensemble ré&siduel pour le "packing" ou "1'empilement' d'Eggleston: ([31).
Soit T 1le triangle &quilatéral de c6té 1, et E 1le parfait homogéne de
type (3,%) associé aux similitudes ®1> ©, €t 04 définies par le diagramme

suivant:

®,(T) ¢(T)
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On a dim E = log 3/log 2, et nous faisons la conjecture suivante:
H*(E) = 3%/6  (~ 0.951).

Motivation:

/ A\
/ \  /
/ \ /
/ \ /
\/
0 1/4 1/2

Pour la partie simple Po (région hachurée) on a |P°] = 3/4 et hz(Po) = 2/3
d'ou ]Po[a/hz(Po) = 3%/6. Aprés divers calculs, cette valeur semble &tre le mini-

mun des rapports lP[a/hn(P) of PeF et n=21.
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