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TRANSFORMÉES DE FOURIER DE COURBES IRRÉGULIÈRES* 
Gilles Deslauriers et Serge Dubuc 

Résumé 

Nous explorons une nouvelle construction de courbes irrégulières selon un 

processus d’interpolation itérative. Sous des hypothèses très légères, ce processus 

est toujours faiblement convergent et est fortement lié à une fonction particulière 

appelée interpolante fondamentale, d’abord définie sur certains rationnels. La dis- 

tribution de Schwartz associée à l’interpolante fondamentale est à croissante lente, 

ce qui nous permettra de traiter de la transformée de Fourier de celle-ci et de faire 

son analyse harmonique. Nous découvrirons les conditions précises pour que la dis- 

tribution soit celle d’une fonction de carré sommable. Nous appliquerons ces résul- 

tats aux courbes de von Koch-Mandelbrot pour obtenir un critère simple pour quune 

telle courbe soit de carré sommable. 

Abstract 

A new construction of irregular curves through an iterative interpolation 

process is studied. Under very mild conditions, this process is always weakly con- 

vergent and is strongly related to a particular function, called fundamental inter- 

polat ing funct ion, first defined on some rational numbers. The associated distribu- 

Mots clés: Transformée de Fourier, courbes, opérateurs sur des suites, séries par- 
. t icul ières de Fourier, relations de récurrence. 

Classification de l’A.M.S.: 42A38, 54F50, 47B37, 42A16, 65QO5. 
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tion of Schwartz is temperate; its Fourier transform makes possible an harmonie ana- 

lysis. Precise conditions for which the distribution is square integrable are found. 

These results are applied to get new informations on von Koch-Mandelbrot curves: a 

simple criterion which ensures that these curves are square integrable is given. 

0. Introduction 

Nous explorons une nouvelle construction de courbes irrégulières par inter- 

polation itérat ive. Cette construction Pem et en particulier de retrouver les cour- 

bes de von Koch-Mandelbrot. Dans un premier temps, nous définissons une fonction 

particulière appelée interpolante fondamentale. Cette fonction est d’abord définie 

sur certains rationnels et admet plusieurs propriétés importantes. Sous des hypo- 

thèses très légères, le processus d’interpolation itérative est toujours faiblement 

convergent. La distribution de Schwartz associée à 1 ‘interpolante fondamentale est 

tempérée, ce qui nous permettra de traiter de la transformée de Fourier de celle-ci. 

Par la suite, nous ferons l’analyse harmonique de cette distribution. Nous décou- 

vrirons les conditions précises pour que la distribution soit celle d’une fonction 

de carré sommable. Nous appliquerons ces résultats aux courbes de von Koch-Mandel- 

brot, nous aurons trouvé un critère simple pour qu’une courbe de von Koch-Mandelbrot 

soit de carré sommable et nous aurons un développement de Fourier pour chacune de 

celles-ci. 

1. Interpolation d -adique, définition du processus 

Nous décrivons une nouvelle méthode d’interpolation. Le point de départ 

est une fonction y(n) définie sur les entiers relatifs, notre désir est de prolon- 

ger cette fonction à tout l’axe réel si possible. Fixons un entier d supérieur à 

un, désignons par Dn 1 t ensemble des nombres rationnels d-adiques m/d” où m 

est un entier relatif arbitraire, y(t) est déjà définie sur D 
0. 

Par récurrence, 

on prolonge y à Dl,D2,D3,... Pour prolonger la fonction y de Do à Dl, on se 

donne une Suite de nombres pk qui remplit une condition dite de compatibilité: 

PO 
= 1 et pk = 0 si k est divisible par d. 



On prolonge y au point j /d de la façon suivante: rU/d) = 1 P* k J-dk Y(k) l  

On peut poursuivre le prolongement à D2,D3, l  si j est un entier, on pose . ..* 

(1) r(j/d”+‘> = 1 P- 
k J-dk 

r(k& . 

La condition de compatibilité permet de prolonger la fonction y de façon 

consistante. L’hypothèse Suivante que nous ferons sur les nombres pk est que la 

série 1 bki converge. La formule (1) sera bien définie si la suite originale 
k 

y(n) est bornée. Si les coefficients pk remplissent plus fortement la condition 

de différer de 0 que pour un nombre fini d’indices k, alors la formule (1) est 

bien définie quelle que soit la suite y(n). On notera par y(t) le prolongement 

par la formule (1) de la suite y(n) à l’ensemble des fractions d-adiques. 

Pour faire valoir 1) intérêt de la construction précédente, nous donnons 

deux exemples de cette interpolation. Le premier exemple consiste à engendrer les 

courbes de von Koch-Mandelbrot telles que décrites en [SI. Soient dtl points du 

plan complexe zo9z19amm,zd9 on suppose que z. = 0 et zd = 1. Nous posons 

Y(O) = 09 Y(l) = 1, les autres valeurs y(n) sont choisies de façon arbitraire. 

NOUS recommandons le choix suivant pour les coefficients pk: 

pk = 1 - Zk si k est un entier compris entre 0 et d, 

pk = ‘d+k 

pk = 0 

k est un entier compris entre -d 

pour les autres valeurs de k Ikl > d. 

0, 

Si j est un entier donné, si m et r sont respectivement le quotient 

et le reste lors de la division de j Par d, la relation (1) s’écrit dans ce cas-ci 

y(j/d”“) = (l-zrl~h/dnl + zrY(b+Wdn). 

La fonction Y@> fournie par cette relation et restreinte à l’intervalle 

CO, 11 est la courbe de von Koch-Mandelbrot observée sur 1’ ensemble des fractions 

d-adiques. 

A titre’ d’illustration, le lecteur trouvera dans les figures 1 et 2 deux 

exemples d’interpolation d-adique. La première, interpolation Gadique, utilise 



les sept points: 0, 1/4, (l+i)/4, 1/2, (3+i)/4, 3/4 et 1 tandis que la deuxième, 

interpolation 3-adique, fait intervenir les quatre points suivants du plan complexe: 

0, (1+3i)/lO, (9+3i)/lO et 1. 

Figure 1 

Figure 2 

En mai 1985 au Séminaire Hausdorff à Paris CII, nous avons proposé ce qui 

sera notre deuxième exemple. Dans cet exemple d vaut deux, on se fixe quatre nom- 

bres p, q, r et s. Le processus d'interpolation proposé est fourni par la formu- 

le: si t = j/Z"+l avec j impair, si h = 1/2 ntl , 

Y@> = py(t-3h) t qy(t-h) t ry(tth) t sy(tt3h). 



Dans ce cas, les coefficients pk qui ne sont pas nuls sont p3 =p, pl = q 

pO 
= 1, p-1 = r et p-3 = s . Le second auteur avait étudié antérieurement en 

CSl le processus de 15nterpolation dyadique pour le choix suivant des paramètres: 

p = s = -1/16 

2. Propriétés élémentaires de l'interpolation 

q = r = 9/16. 

tion 

d-adique 

Nous présentons quelques propriétés élémentaires du schéma (1) d'interpola- 

d-adique. 

fraction 

Auparavant, nous présentons la définition de la profondeur d'une 

d-adique: si t = i/dn 

d, on dira que la profondeur de t 

où 

est 

i est un entier qui n'est pas divisible par 

n. 

DÉMONSTRATION. -2 Soit r un entier positif, posons h = d . Notons par z(n) la 

suite y(nh). Si y(t) et z(t) représentent les prolongements respectifs de 

y(n) et z(n) selon le schéma (l), il s'agit de vérifier que z(t) = y(th). Une 

induction sur la profondeur de t permet d'y arriver: si la profondeur de t est 

l'entier n+l: t = j/d n+l , alors 

z (t> = Z (j /d”+l) = i Pj -dk Z (Wd”) selon la formule (1) 

z(t) = c P* k J-dk Y wntr) par induction 

z(t) = y(j/dntrtl) = y(th) selon la formule (1). Cl 

LEMME2. Si y(t) G& &‘h.t~paLaR;iun de lu atie y(n) ti aci m en;f: un 

wtie~, C&OU &‘iti~pu&&i.on de La ~tie y(n+m) UZ la @ncR;ion y(t+m). 

DÉMONSTRATION. Soit z(n) la suite y(ntm), z(t) est l'interpolation selon le 

schéma (1) de la suite 
z(n) l  

On peut démontrer par induction sur la profondeur de 

t que z(t) = y(t+m). En effet si n est un entier naturel, si t = j/d ni-l , alors 
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z(t) = z(j/d n+l) = 1 p. 
k J-dk 

z W") selon la formule (1) 

z(t) = 1 P. k j-dk Y (k/dn+ml par induction 

z(t) = 1 P* k J+md "+l-kd Y(k/dn> par changement d'indice ' 

z(t) = y(j/d"+'tm) = y(ttm) selon la formule (1). 

z (t> est bien égal à y(ttm). c! 

Nous introduisons maintenant une fonction capitale: l'interpolante fonda- 

mentale. Partons de la suite F(n) définie sur Do: F(0) = 1 et F(n) est nulle 

pour les autres valeurs entières de n. L'interpolation d-adique F(t) de cette 

suite sera appelée l%titip~&ti~~ @uzdmti&k. La formule (1) établit un lien très 

étroit entre les valeurs de F sur D1 et les poids pk: 

(2) pk = F(k/d). 

LEMME3. 5X. S= k Ipk(' ahA 1 IF(k/dm)l 5 S", m = 0,1,2,... 
k 

DÉMONSTRATION. On procède par récurrence sur m. Si m vaut un, la somme sur n 

de IF(n/d)l est 1 Ipkl = S. Supposons par hypothèse d *induction que 

1 IF(n/dm)l I Sm. 
n 

mtl 
1 IF:(j/d II = 1 Il P- j k J -dk FCk/dm) I par la relation (1) 
j 

1 IF(j/dmtl)l 5 11 IPj_dkI IF(k/dm>l 
j j k 

par l'inégalité triangulaire 

1 IF(j/dmtl)I 5 1 Ipjl 1 IF(k/dm)I 5 Smtl* CI 
j j k 

pulong mmt d-adiyue YW 

Y@) = c YCWV-nl* 
n 

DÉMONSTRATION. Grâce au lemme précédent, la fonction 1 y(n)F(t-n) = z(t) est bien 
n 

définie. De plus, z(n) = y(n). Le Lemme 2 nous assure que la fonction F(t-n) 

est une interpolation d-adique. La linéarité du processus (1) nous assure que z(t) 



est l*interpolation d-adique de la suite 2 (n> = r(n). D'où pour toute fraction 

d-adique, z(t) = y(t). 0 

, (3) F(t/dm) = 1 F(n/dm)F(t-n). 
n 

DÉMONSTRATION. Si m est un entier positif, selon le Lemme 1, F(t/dm) est l'in- 

terpolation d-adique de la suite F(n/dm). Le théorème précédent justifie l'iden- 

tité F(t/dm) = 1 F(n/dm)F(t-n). Il 
n 

REMARQUE. Le cas m = 1 mérite l'observation suivante. La formule (2) 

affirme que F(n/d) = pn-. D'où l'équation fonctionnelle (3) devient 

(4) F(t/d) = 1 p F(t-k). 
k k 

L'équation fonctionnelle (3) permet le calcul rapide de la fonction fonda- 

mentale. Si la fonction fondamentale F a déjà été évaluée sur Dm, les fractions 

de la forme n/dm, il devient économique de procéder à 1 'évaluation de F sur DZlm 

en posant dans l'équation (3), t = j/dm: 

(5) F(j/dzm) = 1 F(n/dm)F(j/dm-n). 
n 

L'évaluation de F sur Dm est amorcée par la formule de récurrence 

F(j/dk+') = 1 F(n/dk)F(j/d-n) pour k = 1,2,...,m-1. 
n 

A la fonction fondamentale, associons une suite de séries trigonométriques, 

pn (Y) = 1 F(m/dn)eimy. Posons P(y) = Pi(y). On établit la relation de récurrence 
m 

P ntl (Y> = Pn(dy)P(y). D'où 

(6) P,(Y) = n WkY) l  

k=O,n-1 

Cette dernikre identité nous servira dans la prochaine section. Nous di- 

rons de p (Y> qu'elle est la danc/tion c~V~&@&tique du schéma (1) d'interpola- 

tion. 



3. Distribution de Schwartz et interpolation d-adique 

NOUS verrons dans cette section que sous de faibles conditions, une distri- 

bution au sens de Schwartz est associée à la fonction fondamentale F et devient en 

un certain sens le prolongement de F à tout l’axe réel. Introduisons une suite de 

distributions. Si q est une fonction indéfiniment dérivable à support compact, on 

‘$$PI = 1 FWdn)v(m/dn)/dn. 
m 

Tn est une distribution au sens de Schwartz, de fait, il s’agit d’une 

somme absolument convergente de masses de Dirac disposées sur D 
n’ Citons d’abord 

un résultat général qui élucidera le caractère de convergence de la suite 
Tn’ 

THÉORÈME 3. %dt Tn une atie de d&hi.btiunn ;tempCt&~ duti &A tiaw 

cunvehge punc/tu&emeti veh.h 

&?ncLiun G(y). 

DEMONSTRATION. Si cp est une fonction indéfiniment dérivable à support compact et 

si NY) est la transformée de Fourier de C~(X), alors, comme on peut le voir dans 

Guelfand et Chilov C41, 

T,W = 1/(21T) 
J 

MY)Gn(Yl dy l  

-oo,oo 

Chacune des fonctions @(y)Gn(y) est majorée en module par la fonction 

intégrable I$(Y) IB(Yl l  
Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, la 

suite Tri(q) converge vers $(y)G(y) dy lorsque n tend vers l’infini. Selon 

Schwartz C61, théorème XIII, la fonctionnelle limite T(q), la limite de Tri(q) 

lorsque n tend vers l’infini, est une distribution. La formule que 

VP) = 1/(27r) Q(y)G(y) dy fait également voir que G(y) est la transformée de 

Fourier de la distribution tempérée T. Cl 
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THÉORÈME 4. si. la aétUe 1 lpkl CnIkl < 00 e.X AL 1 p = d, &OU ti 
kf0 k k 

auLte du di&hbuUav Tn cunvmge &kbLe.meti va une d~~btion T. La Stans- 

@wnEe de FaukLek G(y) de T /tempLLt & cand&Cian G(0) = 1 ti aa&&&& &'&cjua- 

tiun &mcCiunnd& G(dy) = G(y)(l F(m/d)e-imY)/d. 
m 

DÉMONSTRATION. La démonstration consiste essentiellement à étudier la suite des 

transformées de Fourier des distributions Tn. La transformée de Fourier de la dis- 

tribution Tn est la fonction 

Gn(y) = 1 F(m/d")exp(-imy/dn)/dn. 
m 

Nous allons établir que les deux propriétés suivantes ont lieu: la suite 

G,(y) converge et les fonctions K,(Y) I sont majorées par un même polynôme. 

Selon la formule (6), G,(y) = P,(-y/dn)/dn = TT LP(-y/dk)/dl. La con- 
k=l,n 

vergence de Gn(y) suivra celle de la série 1 IP(y/dk)-dl. Par hypothèse 
k=l,a 

P(O) = d; la convergence de la dernière série sera obtenue s'il y a convergence uni- 

forme de 1 1 IpjI bxp(ijy/dk) - 11. Servons-nous de l’inégalité leie-11 5 
k=l,m j 

max(K) I ,2) l  Si l'on suppose que lyl < +n et que dm I lj 1 I: dmsl, on obtient la 

majoration 1 I exp(ij y/d"l - 11 I Zm+d/(d-1) I 2mt2. D'où l'inégalité 
k=l,m 

1 1 Ipj I Iexp(ijy/dk) - 
k=l,m j 

11 I 2 1 IpjlC(enljl>/(en d)+lI. SOUS l'hypothèse 
j 

1 IPj I Lnlj I < Oo, 
j 

le critère M de Weierstrass est satisfait et G,(y) converge 

uniformément sur C-rr,Trl. 

Remarquons que Gntm(dmy) = P,(-y)Gn(y)/dm. Ceci montre que G,(y) con- 

verge uniformément sur C-dmn,dmnl. Si G(y) = 1 CP(-y/dk)/dl, pour tout y, 
k=l,m 

G,(y) converge vers G(y). 

Montrons maintenant qu'une même fonction polynomiale majore le module de 

chacune des fonctions GnCY) ' On peut trouver une constante M telle que pour tout 

y de C-r,rl, et pour tout n, IG,(y) 1 5 M. Soit C la valeur maximale de 

IUYMU 9 ce paramètre C permet une majoration de G,(y) pour toute valeur réelle 

de' y. En effet si k est un entier naturel, si IYI est compris entre les deux 



valeurs rrd k et rdk+‘, alors IGn(y) 1 2 MCk. Cette inégalité permet de trouver un 

E nombre E tel que 1 Gn(y) 1 2 M(l+1 yl) . Cette dernière fonction est majorée par un 

polyn8me. 

Or les propriétés satisfaites parla suite Gn(Yl et le théorème précédent 

permettent d’affirmer que la suite des distributions -T n converge vers une distri- 

bution T dont la transformée de Fourier est G(y), la limite de la suite G,(y). 

Il est d’abord clair que G(0) vaut 1. Puisque G est la limite ‘de la suite Gn 

et que G ni- 1 (dy) = Gn(y)P(-y)/d, on obtient la relation fonctionnelle: G(dy) = 

G(YlU-YW. 0 

4. Série de Fourier des courbes de von Koch-Mandelbrot 

Nous avons indiqué comme premier exemple d’interpolation d-adique les 

courbes de von Koch-Mandelbrot . Si est la courbe de von Koch-Mandelbrot et 

si F(t) est l’interpolante fondamentale du processus d’interpolation 

respondant , alors on a la relation que = (t> = F(t-1) t E CO,ll. 

d-adique cor- 

La fonction 

F est nulle hors de C-1,1], la fonction 1 F(ttZn-1) sera un prolongement pério- 
n 

dique de période 2 de la courbe de von Koch-Mandelbrot. Si le développement de 

Fourier de cette fonction est 1 c e inkt 

k k 
, alors 

‘k = (-l)kG(k?r)/2 = (-l)k{ l-l D(-kn/d”)/d3)/2. 
n=l,m 

Les figures 3, 4, 5 et 6 illustrent les séries de Fourier (tronquées) de 

quatre courbes: la courbe de Peano, la courbe en C de Gosper et les courbes des 

figures 1 et 2. Les ordres des séries de Fourier sont respectivement: 729, 400, 

300 et 500. Le pas dans l’évaluation des polynames trigonométriques a été de 

1/2000 pour chacune des courbes. 
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Figure 3 

Figure 5 

Figure 4 

Figure 6 

5. Interpolation d-adique de carré sommable 

Pour le processus itératif (l), nous recherchons des conditions nécessaires 

et suffisantes pour que la distribution limite fondamentale soit de carré sommable. 

Une telle condition est que la norme quadratique de la transformée de Fourier, G(y), 

de la distribution soit finie. Notre objectif est de rendre cette condition plus 

explicite. 

On a déjà défini la suite de distributions au sens de Schwartz T,(q) = 

1 F (m/d”)cp Wdn) /dn l  

In 
Introduisons la suite Fn de fonctions: si k est un entier, 



si Ix - k/d” 1 < d -n /2, alors F,(x) = F(k/d”). Fn est une fonction constante par 

morceaux, la distribution associée Un(~) = Fn(x)q(x) dx est la convolution de 

la distribution Tn avec la fonction C~(X) qui vaut dn sur l’intervalle 

C-1/2dn,l/2dnl et 0 ailleurs. La suite U de distributions tend aussi vers la n 

distribution limite T. Lf intégrale du carré du module de Fn est llF,ll 2 = 

1 1 F (m/dn) 1 2/dn. 
m 

THÉOR& 5. Si 1 [pkl hlkl < 00 ti hi 1 p = d, a&~&& & &.&G! IIF Il2 
k+O k k n 

convie au 4em pmpe uu i.mpmp&e Vehb 
IG(YI l2  dy/Vrl l  

DÉMONSTRATION l  Maintenons la notation que P,(y) est la série 1 F(kd-“)e . iky 

F(kdBn) est le 
k= -m,m 

k-ième coefficient de la série de Fourier P (y). L’identité de 
n 

Parseval prend ici la forme: 

1 IF(kd-n)12 = 1/(27r) 
k J -TJT 

IPn(y)12 dy = 1/(2N 
J -7rdn,rdn 

IG,(Y> l2 dY 

où G,(Y) = PJ-y/d”)/d”. NOUS avons déjà montré que G,(y) converge vers G(y) = 

II CP (-y/dk) /dl. Si 
J 

IG(y)12 dy = 06, 
k=l,m 

le lemme de Fatou et le fait que Gn con- 

verge ponctuellement vers G permettent de dire que la limite (lorsque n tend vers 

1) infini) de 
-rdn,rdn 

IG,(y) l2 dy est infinie; dans ce cas, la limite de la suite 

1 IF(kd-“) 12/dn sera infinie. 
k 

Désormais, nous supposons que 1 IG(y)12 dy < 00. Comparons et G. 
J 11 

G(Yl /G,(Y) = ’ Wy/dkl/d. Remarquons que l’on peut trouver un entier N tel 
k=n+l ,a 

que la fonction P(y) ne s’annulle pas sur C-rd -N -NI ,rd . Il est même possible de 

trouver un nombre E tel que si /y1 5 mi 
-N , alors Il IP(-y/dk)/dl > E. Si 

n-N k=O,m 
Iyl 5 mi 9 alors lG(y)/G,(y>l > E ou encore que IG,(y) I < lG(y) I/L Le théo- 

rème de convergence dominée permet de prétendre que la limite de la suite 

J n-N n-N IG (y)12 dy est n lG(y) l2 dy. 
-rd ,rd 

Pour terminer la vérification que la suite IIFnll 2 converge vers 11 
l/ cm IWY) l2 dY, il nous reste à montrer que les .deux suite d’intégrales 

J 

J 

-7rd 
n N lGn(d2 dY et 

n,-.7Td - J 
n N 1 G (y) I 2 dy tendent vers zéro. Or 

7rd - ,7rd n n 



G*(Y) = P,(Y)Gn-N(yIdN) l  
La fonction P,(y) est bornée, désignons par M une borne 

des nombres 1 PN (y) 1 ; si 1 y[ < dn , alors 1 G,_,$y/d N ) 1 5 I G(y) I /E. La fonction 

I G,(Y) I est donc majorée par MI G(y) I /E sur Crd n-N,rdn3. La limite des intégra- 

les 
f 

IG (y) l* dy est donc nulle. Cl 
rd n-N ,rdn n 

amixe 
F 

@zcLLon de C~E nommab& 

wz magenne yu~ue. 

F(x), cteoti &a 4Ue 
Fn canvtige veh4 

DÉMONSTRAT 1 ON. Si la distribution limite T est de carré sommable: T(q) = 

F(x)cp(x) dx où 2 IF(x) I dx < 00, alors J IG(y)l’ dy < 00. La suite des intégra- 

les 
f 

IF (x) 1’ dx est convergente d’après le dernier théorème. La suite F n est n 

donc bornée dans L2 . Soit f un point d’accumulation de la suite Fn pour la to- 

pologie faible, montrons que f = F. Pour toute fonction indéfiniment dérivable à 

support compact cp (x), nous avons que 

f 
F(x)cp(x) dx = T(cp) = lim T,(Q) = lim Un@> 

f 
F(x)cp(x) dx = lim 

f 
Fn(x>cp 04 dx = 

f 
f(xlcp (xl dx. 

La fonction f-F est donc orthogonale à (Q . Les fonctions Ca à support 

compact sont denses dans L2 ; ceci force f-F à être orthogonale à toute fonction 

de L2, ce qui oblige f à se confondre à F. 

Nous avons donc montré que F ne peut être que le seul point d’accumula- 

tion pour la topologie faible de la suite Fn. La compacité de la boule unité de 

L2 pour la topologie faible entraîne que la suite F n converge faiblement vers F . 

La convergence faible de Fn vers F et la convergence de llF,ll vers /lFll suffi- 

sent à garantir que Fn converge fortement vers F. CI 

6. Analyse spectrale 

Dans cette section, nous verrons comment décider si le schéma d’interpola- 

tion (1) est de carré sommable par la décomposition spectrale d’une matrice associée. 



Nous introduisons une suite de séries trigonométriques: 
7 si Q(Y) = I~(Y) 12, Qn(y) 

= Q(y)Q(dy). . .Q(dn’y). Par convention, Q,(y) est le polynôme constant à 1, 

Q,(Y) = Q(Y) 9 Q,Crl = Q(y)Q(dy) et ainsi de suite. Nous introduisons aussi les 

coefficients de Fourier correspondants: Q(Y) = 1 q eiky 
k k 

et \(Y> = 1 qk,neiky* 
k 

Si P(y) = 1 p eiky, 
k k 

les coefficients qk sont donnés par la formule: 

qk = 1 P* P** J+k 3 
La relation de récurrence R+1(y) = \(dy)Q(y) induit la formule 

j 

(8) qk,ntl = 1s 
j 

k-jdqj,n ’ 

Le nombre )IF,11 2 est exactement le nombre n q 
0,n 

/d . L* étude de la conver- 

gence de IIF,II revient à déterminer le comportement asymptotique de la suite q, n. 
9 

Visualisons la suite qk n comme un vecteur-colonne V 
9 n’ La relation de récurrence 

(8) peut s’écrire sous une forme matricielle. Pour ce faire, nous indiquons par 

A = (a jk) ’ a matrice dont les coefficients sont ainsi formés: 
9 aj ,k = 9j-kd* 

Lorsque la matrice s’applique au vecteur ‘n’ elle produit le vecteur 

V l  ce résultat est consécutif à la relation de récurrence ntl’ Q&Y> = Q$dy)Q(~l l  

vO 
est le vecteur dont toutes les composantes sont nulles à l’exception de la 

composante centrale égale à un, alors V = AnV n 0. 
Définissons le vecteur-rangée 

R = {rk): r. = 1 et rk = 0 pour les autres valeurs de k. On obtient que 

dnll FnII 2 = RA?I 
0. 

d. 

DÉMONSTRATION. 

‘k,n = l/ (27r) R(y) eBiky dy 
-7l,T 

/d n 
qk,n = 1/(27r) 

-ndn,ndn 
IG,(y> l2 exp(-iky/& dy. 

Par le théorème de convergence dominée, la limite de qk ,/d” sera 
9 

l/ (2Jo IG(y)12 dy lorsque n tend vers l’infini. Remarquons que la somme des 

modules d’une ligne de la matrice est finie. 1 1 a j 
k ’ 

kI ’ 1 IqkI ’ (1 
k k 

IpkI)” 



Puisque les vecteurs V /d” n ont des composantes uniformément bornées qui convergent 

vers un vecteur dont toutes les composantes sont identiques et que Vn+l = AV , n 

alors un vecteur dont toutes les composantes sont égales est un vecteur propre de la 

matrice A pour la valeur propre d. c1 

THÉORÈME 7. Suppamna que 1 p = d. 
k k 

le vecteut-caLonne doti ;taute~ L~A 

campobatiu aoti Egal% à PunU& e& un vec&~~~ ptap+te de A pacctt kk V&CW pkope 

DEMONSTRATION. Supposons que pour tout j , 1 p. 
k Jtkd 

= 1. Il s’ensuit que 1 a. = 
k hk 

c q* cc p ‘cp =d. k J-kd = k 1 pl+j -kd 1 1 1 Le vecteur-colonne dont toutes les composantes 

valent un est un vecteur propre pour la valeur propre d. 

Supposons maintenant que le vecteur-colonne dont toutes les composantes 

sont égales à l’unité est un vecteur propre de A pour la valeur propre d. Po- 

sons a. = c k aj,k 
et S. = 

3 J c P* k jtkd’ 
On obtient les deux identités: 

- - - 
a 

0 
= SOS0 t SlSl t . . . t Sd-l d-l 3 

- 
et a1 = SIS. t S2Sl t . l  . + SoSd-1. Par hypo- 

thèse, a0 = a1 = d. Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwartz à la quantité a1 

vue comme produit scalaire. 

d2 = bli2 5 (lso12 + Isli2 + . . . + lsd-l~2)(lsl12 + Is212 + . . . + Iso12) = d2. 

rement dépendants. 

L*égalité obtenue force les deux vecteurs 

(pour les j entre 

Tous les nombres 

0 et d-l) est 

s. 
J 

. 
(‘J) 

sont donc égaux. 

d, chacun des 

et . 
('J td 

à être linéai- 

Comme la somme des 

S. 
J 

vaut un. Il 

S. 
3 

REMARQUE. La condition 1 p. 
k J+kd 

= 1 revient à dire que dans le schéma (l), 

15nterpolation d-adique 

constante, égale à un, 

r(t) de la suite y(n) constante à un est la fonction 

Faisons l’hypothèse supplémentaire que la fonction caractéristique du pro- 

cessus P(y) est un polynôme trigonométrique de degré N. Le degré de Q(y) est 

alors 2N. La matrice A admet beaucoup de zéros. 
aj,k = qj -kd’ Si M est la 

partie entière de 2N/(d-l), si 1 j 1 I M et si 1 kl > M, alors 
aj,k 

= 0. Désignons 
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par B la matrice tronquée des aj,k OÙ ljl 5 M et lkl 5 M; la matrice B est 

une matrice carrée d’ordre 2Mtl. Les vecteurs tronqués Wn seront les 2M+l com- 

posantes centrales des vecteurs V 
n’ 

On a la récurrence n+l = BWn. La décomposi- 

tion de Jordan de B détermine le comportement asymptotique de la suite q, n. En 
9 

particulier si d est une valeur propre simple de la matrice B et si toutes les 

autres valeurs propres de B ont un module inférieur à d, alors les éléments de la 

suite des matrices B n sont uniformément bornés; dans ce cas, la suite q sera 
O>n 

bornée et le processus d * interpolation (1) sera de carré sommable. Nous énonçons ce 

résultat sous forme d’un théorème. 

THÉORÈME 8. Si. la @ntion cmacXi%Lhtiyue P(y) = 1 p eiky 
k k 

ch p~aceh~uh 

dCin&tpol.a&ian (1) ut un pa&ynâme ;DLigonamE&.ique de de.gaE N, ai 1 q eiky 

1 P(y) I 2 
k k 

UX 

le polynôme d Ai B U/t la l7?tLhke CCLkk6e {qj kd) 0Ù lj 1 5 2N/(d-1) 

eX lkl I 2N/(d-l), C&OU Le ~&OCUALLA d’ititipo.ta&ian enX de catM mmnab& Lak&p~e 

d ~2 une VC&UA p/top&e &mp& de la ma.&ice B eX &.~yue Xtatiti &a &a va- 

&WLA ptopka ont un madu& hz@ti~ d d. 

7. Courbes de von Koch-Mandelbrot de carré sommable 

Soit (Zk)k-0 d une ligne polygonale du plan complexe de d segments et 
9 

dont les extrémités sont 2 = 0 et zd = 
0 

1, considérons 1’ interpolation d-adique 

telle que si y(n) est une suite de nombres à interpoler, y(ntk/d) = (1-zk)y(n) t 

zky(n+l)) k = 1,2,. . . ,d-1. La question envisagée dans cette section est de déter- 

miner des conditions sur les nombres zk pour que le schéma d’interpolation soit 

de carré sommable. Il est connu que si chacun des accroissements zk+l-zk est in- 

férieur à un en module, la courbe de von Koch-Mandelbrot engendrée par la ligne po- 

lygonale est cent inue. L’interpolante fondamentale correspondante se prolonge con- 

tinûment à tout l’axe réel avec un support compact. Dans ce cas, il est bien évi- 

dent que le processus d’interpolation est de carré sommable. Nous examinons des 

conditions plus générales pour la réalisation de cette propriété. 

Le polynôme caractéristique de 1’ interpolation est 
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p (Y) = 1 + 1 (1-zk)e ikY + -iky 

k=l,d-1 k&l Zd-ke l  

C’est un polyn8me de degré d-l et le polynôme Q(y) = 1 P(y) 1’ sera de degré 2d-2. 

Si Q(Y) = c iky 
k=-2d+2,2d-2 

qke 9 la matrice B de la section précédente est 

une matrice carré d’ordre 5 dont voici les éléments 

q2d-2 ‘d-2 q-2 q-d-2 ’ 

0 qd-l q-1 q.+l ’ 

0 ‘d q. q-d 0 

0 

0 ‘d+2 q2 q-d+2 ‘-2d+2 l  

Entreprenons 1 *analyse spectrale de B. Deux valeurs propres sont faciles 

à identifier: 
‘2d-2 et q-2d+2’ Les trois autres valeurs propres s *obtiennent par 

les valeurs propres de la matrice carrée C d’ordre trois 

qd-l q-1 ‘-d-l 

qd q. ‘-d 

‘d+l q1 q-d+1 l  

Grâce au Théorème 7, on sait déjà que le vecteur-colonne de composantes 1, 

1 et 1 est un vecteur propre de C pour la valeur propre d. Avant d’aller plus 

loin, introduisons les quantités auxiliaires suivantes: 

a = k lcd 1 tzkt2, b = 
- 9 - 

k=l;d-l ‘k’k+l’ ’ = c ‘k’ k=l ,d-1 

Les quantités 

c: ‘d+l 
= ë-b, 

qdtlJ qd 

qd 
= ë-a 

et 

et 

qd-l s’expriment simplement en fonction de a, b et 

qd-l = l+F-b. Le prochain lemme établit la propriété 

surprenante que le nombre un est toujours une valeur propre de c. 

DÉMONSTRATION. Le vecteur-rangée donné est orthogonal aux deux vecteurs (l,l, 1) 



1 

uba,m l  
La première colonne et la troisième colonne de la matrice C-I (où 

est la matrice identité) sont des combinaisons linéaires de ces deux vecteurs. 

Parce que la somme de chacune des lignes de C donne la valeur d, on peut vérifier 

que la deuxième colonne de C-I est une combinaison linéaire des deux autres colon- 

nes et du vecteur 
(LLU l  

La seconde colonne de C-I est également orthogonale 

au vecteur-rangée original. C-I appliquée à ce vecteur rangée produit un vecteur 

nul. 0 

LEMME 6. La quatiQ 1 1 zk-zkBl( 2 eu une. vaeeuh pqm adtionnd- 
k=l,d 

&de.tamtice c. 

DÉMONSTRATION. Calculons la trace T de la matrice C. T = qd-1 t q. + q-dtl = 

qd 1 t (d - qd - q-d) + q-d+1 = d t 2 t 2a - b - b. Puisque d et 1 sont des 

valeurs propres et que la trace de C est la somme de ses trois valeurs propres. 

La troisième valeur propre sera 1 t 2a - b - b. Or si l’on développe la quantité 

1 lz~-zk_l129 on obtient précisément cette valeur propre. Cl 
k=l,d 

un module maj ok& pak 1 1 zk-zk 1 1 2 /2. 
k=l,d - 

DÉMONST~~IO~. lq2d 21 = jq2d 21 = l(l-zd l)zll 5 (lkd li2 t lz+2)/29 ce qui est 

majoré par 1 Izk-zk_l12/2. tl - 
k=l,d 

THÉORÈME 9. La cuLLftbe de van Kach-MandeLbwt uk de catché aammab.& ai 

1 lzk-zkw112 < d. 
k=l,d 

DÉMONST~TION. supposons que 1 1 zk-zk 1 1 2 < d. La valeur propre d est sim- 
k=l,d - 

ple et les autres valeurs propres de la matrice B ont un module inférieur à d 

comme le font foi les derniers lemmes. 

terpolation est de carré sommable. U 

Le Théorème 8 établit que le processus d’in- 

Lorsque la courbe de Mandelbrot est de carré sommable, lF(x)12 dx se 

calcule facilement à partir du vecteur-rangée propre associé à la valeur propre d; 

si (r,s,t) est un tel vecteur, alors 
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(91 I lF(~)l,~ dx = s/(r+s+t). 

En terminant, nous présentons une dernière figure, la figure 7 qui fournit 

avec un repère vertical unitaire le graphe d'une courbe de carré sommable qui en au- 

cun de ses points n'est localement bornée. Il est entendu que la représentation 

graphique ne pourra pas faire voir toute cette irrégularité. C'est une courbe hyper- 

bolique telle que décrite en C21 par la matrice diagonale d'ordre deux avec 4 et 

-1 sur la diagonale. C'est aussi une courbe obtenue par interpolation dyadique en 

posant z. = 0, z1 = -1 et z2 = 1. La courbe y(t) obtenue est telle que 

I y(t)2 dt = 4/3. 

Figure 7 
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