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SUR LE CALCUL DE LA DIMENSION FRACTALE

Jacques Belair

Résumé

Nous considérons le calcul pratique de la dimension, motivé par 1'étude des
ensembles invariants des systémes dynamiques. Divers concepts de dimension sont
abordés, et leur implémentation pratique est discutée. Nous calculons, par une mé-
thode €lémentaire, la dimension capacitaire d'un ensemble auto-affine: ceci permet

d'évaluer la dimension du graphe de fonctions définies arithmétiquement.

Abstract

The computation of the dimension of fractal sets is considered. Various
notions of dimensions are described, and their implementation is discussed. An ele-
mentary argument is used to compute the dimension of a class of partially self-

similar sets, which includes the graph of arithmetically defined functions.

1. Introduction

Parallélement 3 1'int&r@t que suscitaient les ouvrages de Mandelbrot sur
la géométrie fractale ([20], [21]), il s'est développé une étude intensive des équa-

tions aux différences finies, &tude fortement influencée par les descriptions de

Mots clés: Ensembles fractals, dimension, fonctions non dérivables.
Numéro de classification de 1'AMS: 11A63, 26A16, 26A30, S58F13.
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Feigenbaum [9] des bifurcations '"universelles'" préalables 4 1'établissement d'un
comportement 'chaotique'" des solutions de ces &quations. Nombre de travaux ont
porté sur la caractérisation des "attracteurs &tranges" décelés par simulation numé-

rique.

Une propriété parmi les plus fondamentales de ces attracteurs est leur di-
mension. En effet, 1'intér&t, du point de vue de la modélisation, des attracteurs
€tranges est leur propension @ posséder une basse dimension, bien que 1'espace de
phase du systeéme considéré puisse &tre de grande dimension, parfois méme infinie
(C101, [12]). La dimension donnant un apercu du nombre de variables indépendantes
nécessaires 4 la description de 1'état d'un systéme, la détermination de la dimen-
sion d'un attracteur décrirait ainsi le nombre de variables génériquement essentiel-

les pour préciser son €tat.

A ce point de vue géométrique s'en ajoute un plus proche de la dynamique:
il ne suffit plus alors de caractériser le sous-ensemble de 1'espace de phase que
définit 1'attracteur, il faut aussi quantifier le comportement du syst&me sur ce
sous-ensemble. C'est ainsi qu'est apparue la distinction 3 &tre apportée entre at-
tracteurs &tranges et attracteurs chaotiques [11]. Cette séparation de la métrique
et de la dynamique se reflétait d€ja dans les nombreuses définitions de "dimensions"

£8l.

En plus de cette €tude des propriétés de systemes définis mathématiquement,
on a aussi cherché 3 caractériser la dynamique de syst®mes par leur seule représen-
tation sous forme d'une série chronologique. Cette procédure est une forme de pro-
bléme inverse, car on recherche une propriété, ici, la dimension d'un attracteur, 3
1'aide d'une suite scalaire de nombres. Diverses techniques de reconstruction dans
1'espace de phase ont ainsi &té développées [28], justifiées [29] et ont fait 1'ob-
jet d'analyses statistiques pour la mise sur pied d'algorithmes robustes ([12]).

Un nouveau concept de dimension, 1'exposant de corrélation, a méme été défini, avec
comme objectif premier le calcul numériquement efficace de la dimension d'attrac-

teurs [10]. Cet indice a connu une popularité certaine, nombre d'&tudes expérimen-
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tales étant consacrées a son calcul, tant dans des systémes biologiques que physi-

ques ([23], [24], [261).

Cette recrudescence de calculs ne s'est toutefois pas accompagnée de tous
les fondements mathématiques, statistiques et algorithmiques qui permettent d'en ti-
rer toutes les conclusions recherchées. Des problémes de stationnarit&, pour ne
mentionner que celui-13, peuvent se glisser dans 1l'analyse de certaines séries, non
sans avoir de fortes répercussions sur l'aspect géométrique des attracteurs recons-
titués, de m8me que sur leurs dimensions calculées [23]. Il existe donc un certain
nombre de problémes d'ordre strictement mathématique & résoudre pour, entre autres,

s'assurer de la convergence des algorithmes, utilisés jusqu'ici avec autant d'art

que de science.

Nous nous proposons d'étudier une classe d'objets géométriques connus ex-
plicitement, analytiquement, et dont le calcul de la dimension ne semble pas avoir
été effectué, ou, 3 tout le moins, pas de fagon aussi €lémentaire. Nous obtiendrons
notamment la dimension (capacité) du graphe de la fonction de Kieswetter a4 1'aide
d'une technique de m&me niveau que celui de 1'article original dans lequel elle est
définie [19]. Nous croyons que ceci constitue possiblement 1'exemple le plus sim-
ple d'un ensemble, qui, sans &tre auto-similaire, posséde une dimension évaluée

exactement.

2. Les différentes dimensions

Nous rappelons dans cette section quelques généralisations de la notion de
dimension qui cofncident sur ce que Mandelbrot appelle "Euclide" ([20], [21]). Nous
nous placons, d dessein avec perte de généralité&, dans 1'espace euclidien de dimen-

sion D.

» La dimension de Hausdorff est la dimension la plus &tudiée mathématiquement,
mais aussi la plus difficile 3 &valuer explicitement sur tout objet qui ne possé&de
de fortes propriétés de régularité, par exemple de similitude interne. Généralement

c'est donc la mieux connue, mais, individuellement, c'est sans doute la moins calculée.
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Soit A un ensemble borné de RD; pour un recouvrement de A par des cu-
bes de dimension D et de cBté €4, On pose 1d(s) = inf Z eg, ol 1'infémum est
pris sur 1'ensemble des recouvrements par cubes de cBté < é. On définit ensuite
1d = 1ig ld(e). On peut montrer qu'il existe une valeur dH telle que ld =0
pour 8d > dH et ld = o lorsque d < dH’ la valeur en dH pouvant aller de 0 &
o inclusivement. Cet indice, la dimension de Hausdoiff, posséde les '"'bonnes'" pro-
priétés d'une dimension: il vaut z&ro sur les ensembles dénombrables, et est addi-
tif sur les sommes dénombrables d'ensembles. Le probléme principal de son calcul

explicite réside dans la trop grande diversité de recouvrements d considérer pour

1'évaluation de 1'infémum.

C'est pourquoi on a souvent recourt, dans la pratique, 3 des recouvrements
par cubes de c6té uniforme. On obtient alors, si N(g) est le nombre minimal de
cubes de cOtés € nécessaires pour recouvrir A; d_ = lim log N(g)/-log(e) comme
indice de recouvrement uniforme. Cet indice, qui n'est Z:g par abus de langage une
dimension, est appelé capacité, densité logarithmique [30], ou, dans la litté&rature
appliquée, simplement dimension fractale [8]. 1I1 posséde des propriétés ''regretta-
bles'" pour une dimension: 1la capacité d'un ensemble est la méme que celle de sa
fermeture, ce qui fait que les rationnels sur [0,1] ont une capacité de un. De
plus, un ensemble dénombrable, mais non dense, peut avoir pour capacité une valeur
"intermédiaire": {0} U {1/n; n e¢ N} a une capacitd de 3. Le comportement d'un
ensemble au voisinage d'un seul point peut déterminer la dimension capacitaire de
cet ensemble [6]. Malgré tout, cet indice ayant €té intensément étudié, et vu son
importance du point de vue pratique, c'est celui que nous retenons pour la suite.
I1 en existe plusieurs définitions €quivalentes, particuliérement nombreuses lors-
qu'on se restreint 3 1'espace de dimension un [30]. Nous ne rel&verons que celles
introduites par Bouligand [3], qui sont d'ailleurs directement reliées 4 la dimen-

sion de Hausdorff.

Considérons pour cela 1l'ensemble des points 3 distance au plus e de A;
alors si |A(e)| dénote la mesure, en dimension D, de A(e), on définit la dimen-

sion de Bouligand de A, dB’ par
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dp(A) = infla | lim e *[A(e)] = 0}
e>0

On a 1'équivalence, lorsque la capacité est définie, entre la dimension de Bouligand

et la dimension capacitaire.

Bouligand introduit par ailleurs une dimension locale, pour pouvoir obtenir
une borne inférieure de la dimension globale 4 1'aide d'une connaissance locale de
1'ensemble. Pour cela, considérons une boule B(x,8) de rayon & centrée en un
point x de A; &valuant la dimension de B(x,8) N A comme précédemment, on obtient
un indice dg(A;x). Pour 1'ensemble mentionné ci-haut, {0} U {1/n: n e N}, on a

dp(A;0) = 1 et dg(Asy) = 0 pour y % 0.

I1 y a &quivalence de la dimension de Bouligand globale avec la capacité
supérieure (obtenue en prenant 1lim sup dans la définition de la capacité). Lors-
que la dimension de Bouligand locale prend une valeur unique sur tout 1l'ensemble A,
cette valeur est la dimension de Hausdorff de A: cette propriété a récemment &té
utilis@e pour le calcul de la dimension de Hausdorff du graphe de certaines fonc-

tions [7].

Les ensembles 3 similitude interne constituent une classe d'ensembles dont
la dimension a souvent été évaluée, 4 cause notamment de 1'existence d'une dimension
dite de similitude, qui co'lncide quelquefois avec, par exemple, la dimension capaci-

taire [16].

Cette propriété de similitude interne est toutefois relativement forte, et
des ensembles proches de ceux a similitude interne n'ont pas de dimension de simili-
tude, n'étant pas eux-mémes auto-semblables. Par exemple, on dit d'un ensemble A
qu'il est auto-affine s'il se décompose en un nombre fini de sous-ensembles dis-
joints Ai’ 1 <1 <n, tels que chaque partie Ai s'obtient de A par une trans-
formation lin€aire suivi d'une translation. Plus généralement, lorsque les trans-

formations linaires générant les parties de la décomposition sont différentes, on

dit que 1l'ensemble est auto-affine par morceaux.
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11 existe de fait un cadre encore plus général permettant la définition
d'ensembles moins réguliers [4]. Mais nous nous restreignons ici a une classe in-
troduite par Dubuc [ 5], suivant des idé€es de von Koch et Kahane [17]. Remarquons
que plusieurs ensembles fractals classiques peuvent s'obtenir comme ensembles inva-
riants de systémes dynamiques, par exemple d'applications unidimensionnelles. Ainsi,
1'ensemble triadique de Cantor est l'ensemble invariant de la transformation

f(x) = 3|x-1].

3. Courbes de von Koch

Nous construisons de facon récurrente des courbes dans le plan. Cette ap-
proche n'est pas unique: Singh [27] distingue en effet trois classes de fonctions
continues et non différentiables, 3 savoir celles définies arithm&tiquement, gé&omé-
triquement ou analytiquement. Se retrouvent dans cette derniére classe les fonc-
tions classiques de Weierstrass et de van der Waerden. Quant aux deux autres clas-
ses, elles ont une intersection non vide, et nous donnons des exemples de courbes
pouvant se définir aussi bien gé€ométriquement qu'aritlmétiquement. Le plus souvent,

il s'avére commode, pour effectuer les calculs, d'employer la représentation arith-

métique d'une fonction pour déterminer ses propriétés.

Considérons donc une ligne polygonale Lo’ formée de m+l points
PO(O),...,Pm(O), et d transformations linéaires Tl""’Td’ telles que leur somme

soit 1'identité. On génére la ligne polygonale L., formée de md+l points

1’
Po(l),...,Pmd(l) définis 3 1'aide des sommes So =0, S. = Z Tk’ 1<j<d, par

Pige; (1) = P5(0) + S;(P;,,(0) - P;(0)), 0<i<m, 0<3j<d.

Cette nouvelle ligne polygonale posséde entre autres sommets tous ceux de Lo’ et

chaque cdté de L, a été remplacé par d cOtés.

En répétant la procédure qui fait passer de L, a Ll, on génére, d 1l'aide
de Ll’ une ligne polygonale L2 qui posséde md2 cOtés, puis, inductivement, une
suite Lj’ obtenant, sous 1'hypoth&se que chacune des transformations Tj soit une

contraction, une courbe limite que nous notons L_.
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La paramétrisation de cette courbe se décrit le plus facilement en utili-
sant, pour les nombres de 1'intervalle [0,1], leur représentation d-adique. Si
pour t e [0,1], on écrit t = Z ijd-J, alors la portion de la courbe entre les som-

j
mets Pr(O) et Pr+1(0)’ 0 <r <m-1 est décrite par

¢9) (x(£),y(£)) =P (0) + [ 8; (

j
o T. . (V)
521 35 k=1 At

oi o dénote le produit de composition et V = Pr+l(0) - Pr(O).

La construction classique de von Koch se trouve ainsi généralis&e, puisque
le célébre flocon de neige s'obtient par le cas particulier suivant: d = 4, les

quatre transformations liné€aires possédant les représentations matricielles

1/3 0 1/6 V376 {176 -V3/6 1/3 0

o 173  |-va¥e 176) |36 1/6) Lo 1/3

et la ligne polygonale originale est formée des trois cO6tés d'un triangle &quilaté-

ral orient& négativement.

Lorsque les transformations Tj sont des similitudes, la courbe obtenue
comme limite est dite circulaire. La dimension de telles courbes, lorsqu'elles sont
simples, s'obtient comme la dimension de similitude [22]: il suffit de r&soudre en

1
B 1'équation transcendante, 3 racine unique, z r? =1, ol r, = [det(Ti)]z.
i

Quand les matrices des opérateurs Ti sont diagonales, on dit que la cour-
be obtenue est hyperbolique. Nous nous limitons pour la suite aux seules courbes
de cette classe, utilisant dans tous les cas comme ligne polygonale de départ Lo’
la diagonale primncipale du carré unité, c'est-3-dire le segment joignant 1'origine

au point (1,1).

Dans ce contexte, la représentation de 1'€quation (1) se simplifie grande-
ment, puisque V = (1,1) et les coordonnées des points de la courbe sont indé&pendan-
tes 1'une de l'autre. Ainsi, chacune des transformations s'écrit T = diag[ai,bi],
avec Z ai = Z bi = 1; si on note (xi,yi), 0 < i <d, les coordonnées des sommets

i i

de L., incluant (xo,yo) = (0,0) et (xd,yd) = (1,1), on déduit des relations

1,
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So =0, Sj((l,l)) = (xj,yj), 1 <j<d, les égalités a; = X3 - Xy q» bi =
Yy - Yioq0 1 <i=<d. Lacondition de contraction s'exprime alors par

lxi - xi—ll’ Iyl - yi—ll < 1.

Remarquons que dans le cas ol x; = i/d, 1 <i<d,ona x(t) =t etla
courbe est le graphe d'une fonction sur [0,1], dont la valeur en un point se trouve
ainsi.définie par 1'expansion d-adique de ce nombre. C'est le type de fonctions

considérées comme définies arithmétiquement [27].

Un exemple simple est obtenu en prenant d = 4, a; = 3, 1 <ic<4, et
b, = 3,0,0,3, 1 <1i <4, illustré sur la Figure 1: c'est la fonction de réparti-
tion d'un ensemble de Cantor tétradique.

1

fix)

%] X 1

Figure 1

Fonction dérivable presque partout ("escalier du diable')
obtenue comme courbe hyperbolique.

Le cas triadique est &tudié en détail 3 partir d'une définition arithmétique par
Hille et Tamarkin [15]; ils prouvent, entre autres propriétés, que cette fonction

est différentiable presque partout et que sa dérivée, lorsqu'elle existe, prend la



Jacques Belair 15

valeur zéro. Ceci répond donc & la conjecture de Dubuc [5] sur la r reté de la tan-

gente d'une courbe hyperbolique.

Un autre exemple est donné par la courbe de Kieswetter [19]: dans ce cas,

IA

d=4, a, =} et b, = -1,1,3,3, 1 <1< 4, L'équation (1) correspond alors i la

définition de Kieswetter, que nous reprenons dans sa formulation originale: si

x=7J aj4-J avec a; = 0,1,2 ou 3, alors £(x) =} (-I)ij2'J ol

J J
. = a.-2 . >

Xj aJ N aJ 0

=0 s aj =0

et Nj est le nombre de Xk prenant la valeur 0, k < j. Cette fonction n'est

nulle part différentiable.

L'absence de différentiabilité, par opposition & 1'exemple précédent, s'ex-

plique par les valeurs non nulles de chacun des bi:

THEOREME 1. Une fonction £(x) définie comme courbe hyperbolique de para-
métnes a; = i/d,bi, 1<1i<d, et pour Laquelle aucun des paramétres b, n'est

nul, ne posséde pas de dérnivée.

PREUVE. 1I1 s'agit de généraliser un argument de Kieswetter. Posons 0 < Y, < bi <

Y, <1. Alors pour me N et 0<s <t =5+ d™ < 1, posons s =) i.d’J,

y i
0<i, <d, et t=)1d7, 0<1, <d. Alors
j 53 j
© J m
£(t) - £(s) = j=§+1 yijtkgl Piand LT s 1l /(P p)

et donc |£(t) - f(s)| 2 ylnn_lyd_l/(l-bd_l) en vertu de 1'inégalité entre les

moyennes g€ométrique et harmonique.

D'autre part, il est clair, par 1'inégalité du triangle, que pour toute
fonction continue f, A < x < B et A < B, au moins une des deux inégalités sui-
vantes est vérifide: |[f(A) - £(x)|/]A - x| = |£(A) - £(B)|/|A - B] ou

[£(B) - £(x)[/[B - x| = [£(A) - £B)|[/|A - B.
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Si donc x € [0,1], on peut trouver X tel que 0 < X, Sxsy =

—m . - = - -
x, +d7 <1; onaalors pour z =x ou z =Yy, | £(x) f(zm)[/[x zm| >

m-1 m A s
If(xm) - f(ym)|/[xm - ym[ >ym y; 4 et donc £(x) ne peut &tre dérivable, car

cette derniére expression ne converge pas vers 0 lorsque m tend vers 1'infini. [

~

Nous avons &tudié une famille 3 un paramétre de fonctions fu définies
comme courbes hyperboliques. Pour chacune d'entre elles, nous avons posé d = 4,
a, =4, 1<1i<4 et fait prendre aux bi’ en ordre croissant de l'indice i, les
valeurs u, 3 -y, 3 -u et 1 -y, le paramétre u variant de 0 a 1. Cette

fonction est symétrique par rapport 3 la diagonale principale; de plus, pour préser-

ver la contraction des transformations Ti, Y ne peut prendre les valeurs 0 ou 1.

Pour quantifier la variabilité de ces fonctions, et par analogie avec le
cas de courbes circulaires oli un raisonnement semblable conduit 3 la dimension de
similitude qui concide alors avec la dimension de Hausdorff, on introduit [5] les
paramétres d'irrégularité p et q: ce sont les solutions des &quations transcen-

dantes ) ]ai}p =1 et ) {bi]q = 1. La figure 2 montre la valeur du paramdtre
i i

d'irrégularité ¢ comme fonction de .

glu)

%) u 1

Figure 2
Paramétre d'irrégularité q pour la famille fu.
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Notons que dans le cas oill tous les bi sont non négatifs, on obtient, 3
cause de la contrainte sur les sommes des Ti’ q = 1. Puisque le cas b.1 > 0,
1< i< d, correspond & une fonction monotone, dont le graphe posséde une dimension
€gale 3 un, on est conduit 4 la conjecture que la dimension du graphe d'une courbe

hyperbolique simple doit &tre reli€e 3 la valeur des paramétres d'irrégularité.

Dans un cas particulier, on a le résultat suivant:

THEOREME 2. Une fonction f(x), courbe hypernbolique de paraméitres
a; =i/d, 1<i=<d, &t b, tels que tous Les b, alent meme valeun absolue v,
posséde un graphe dont La capacite est égale & 2-1/q, od q est Le paramétrne d'in-
régukarite, q = -log(y)/log(d).

PREUVE. 1I1 suffit d'utiliser la représentation arithmétique de la fonction. Pour
s et t dans un intervalle J de longueur au plus d-m, pour un entier m, on a,
en vertu d'un calcul analogue 3 celui de la démonstration du Théoréme 1,

[£(s) - £(©)]
[£(s) - £(0)]

IA

ZYmY/(l-y), oi Y = max[yi| . Prenant t = s + d_m, et donc

med_l/(l - bd-l)’ on obtient la double inégalité
ks - t/Y9< | gs) - £0)] < Kls -t 1/

pour deux constantes, k1 et k2, indépendantes de s et t, et

q = -log(y)/log(d).

Si on cherche 3 recouvrir le graphe de la fonction f(x), pour x entre

1/q-1

0 et 1, par des cubes de cOtés ¢ = d-m, il en faut donc entre kle et

kzsl/q_l pour chaque sous-intervalle de longueur d_m, et donc un nombre de cubes
total de 1'ordre de 81/q-2. Ainsi, dans la notation employée plus haut,

log(N(e))/-log(e) tend vers 2-1/q lorsque € tend vers 0. [

La preuve du Théoréme 2 repose sur les estimés de 1'heuristique de Holder-
Lipschitz [20], qui sont d'une grande utilité dans 1'évaluation de la dimension

(C11, C21, [18]).

Le cas de valeurs inégales des modules des composantes bi des transfor-

mations Ti donne une variabilit& beaucoup plus grande dans les paramétres d'irré-
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gularité, méme en conservant la valeur 4 pour tous les a;. En effet, le cas ex-
tréme est celui d'une valeur de bi trés proche de 1: le paramétre d'irrégularité
peut alors prendre des valeurs arbitrairement grandes. Ceci est illustré sur la Fi-
gure 3, ol apparaissent les graphes de certains membres de la famille 8y» définie
en prenant pour bi les valeurs 3/4, -1/4, v - 1/2 et 1 - v. I1 est remarquable
que lorsqu'un des bi est nul, il suit de la représentation (1) que la fonction est

constante sur des intervalles dont la réunion est de pleine mesure.

g(x)

v = .01

Figure 3a

Graphe de membres de la famille g,» pour v = 0.01.
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g(x)

v = .55
(%] X 1
Figure 3b
Graphe de membres de la famille g, pour v = 0.55.
1
%
[&)]
v = .99
] x 1
Figure 3c
Graphe de membres de la famille g, pour v = 0.99.
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4. Conclusion

Nous avons présent& le calcul de la dimension capacitaire d'une classe
d'ensembles ne possédant pas de propriétés de similitude interne. Nous avons mon-
tré que pour les courbes de la classe considér€e, des propriétés Lipschitziennes
permettent d'obtenir des bornes inférieures et supérieures de la dimension de leurs

traces.

Notre €tude s'est restreinte 3 la dimension capacitaire. Il existe un con-
tinuum de concepts différents pour la caractérisation dimensionnelle d'un aspect ou
un autre des ensembles invariant des systémes dynamiques [14]. La pertinence de
certains de ces indices a toutefois &t€ mise en cause [25], m&me si une unification

conceptuelle de plusieurs d'entre eux semble en voie de réalisation [13].

L'évaluation pratique de ces divers indices continue de susciter un grand
intéret [23]. Plus d'études mathématiques devront toutefois &tre effectuées afin

d'assurer la base théorique de cette méthodologie.
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