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MOTS DE LYNDON ET UN THÉORÈME DE SHIRSHOV 
Christophe Reutenauer 

1. Introduction 

Les mots de Lyndon ont été introduits dans [SI et cl1 pour la construction 

des quotients de la série centrale descendante des groupes libres et le calcul dif- 

férentiel libre. Par définition, un mot sur un alphabet totalement ordonné est de 

Lyndon s* il est minimum (pour l’ordre lexicographique) parmi tous ses conjugués (voir 

au paragraphe 2). Du point de vue de la combinatoire des mots, les mots de Lyndon 

sont d’une grande richesse, et constituent une factorisation du monoYde libre (voir 

chapitre 5 de [4]): tout mot s’écrit d’une et une seule manière comme un produit 

décroissant de mots de Lyndon. Par ailleur, l’étude de ces mots a mené à l’élabora- 

tion d’algorithmes très fins, dans le cadre de la recherche des facteurs d’un mot C31. 

Un théorème de Shirshov [81, présenté dans le chapitre 7 de C41, affirme 

que tout mot assez long possède un facteur qui est soit une puissance p-ième, soit 

%-divisé*t (voir au paragraphe 3); ce théorème a servi à Shirshov à résoudre par 

l’affirmative le problème de Kurosh pour les algèbres à identité polynomiale (voir 

C81, C41 chapitre 7, C71 chapitre 4). Une autre application permet de donner le ca- 

dre d’une réponse positive au problème de Burnside pour les semi-groupes C61. Ce 

théorème s* insère dans la problématique des “régularités Inévitables” des mots comme 

étudiée dans [4J; par exemple, d’après un théorème de Van der Waerden, tout mot‘ sur 

un alphabet fixé comporte des répétitions régulièrement espacées de la même lettre, 

autant de fois qu’on le veut, pourvu que ce mot soit assez long (voir C41 chapitre 3). 



Nous démontrons ici une propriété de régularité inévitable liée aux mots de 

Lyndon ; appelons i.dice de Lyndon d’un mot le nombre de mots de son unique factori- 

sation décroissante en mots de Lyndon. Les mots de Lyndon sont donc ceux df indice 1; 

remarquons qu’il existe de tels mots de longueur arbitraire. La propriété peut alors 

s’énoncer ainsi: /tu& mo/t a~aez lung con;tie& en dac&u4 un mot d'bzdkce auah gtand 

&CI~ & VU& (Théorème 1) . 

Ce résultat, outre son intérêt intrinsèque, nous permet une démonstration 

élégante du théorème de Shirshov cité plus haut: le facteur d’indice élevé contient 

soit une puissance p-ième d’un mot de Lyndon, soit assez de mots de Lyndon stricte- 

ment décroissants, ce qui induit une n-division (voir le paragraphe 3). 

2. Mots de Lyndon et régularités inévitables 

A étant un alphabet totalement ordonné, on munit le monoYde libre A* en- 

gendré par A de l’at~dtte kkx~cagkapkique défini par: u < v si et seulement si 

( 1 i soit il existe un mot w  non vide tel que uw = v; 

(ii) soit il existe des mots x, Y> z et des &&?%&A (= éléments de A) 

a, b tels que u = xay, v = xbz et a < b. 

a: aab < aaba < aba. 

Autrement dit, est 1 1 ordre du dictionnaire: par exemple, si a < b, on 

Un mot u est 6acQuk (resp. ~acXeu& gauche) d’un mot v s’il existe des 

mots x et y tels que v = xuy (resp. v = uy) . On notera que pour tous mots 

u, v, x, Y, z: 

(1) 

(2) 

lentes: 

(3) 

u<v => xu < xv; 

pas facteur gauche de 

Pour un mot non vide 

pour tout 
w  < vu. 

v ==> uy < vz . 

w E A*, les deux conditions suivantes sont équiva- 

e factorisation w  = UV, avec u,v * 1 (= le mu/t vide), on a 
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(4) pour toute factorisation w  = UV, avec u,v * 1, on a w  < v (voir 
[Lt] pp. 64-65). 

aabab sont des mots de Lyndon. 

Dans ce cas, est appelé un mUX de Par exemple, a, ab, aabb, 

Une propriété de base des mots de Lyndon est le 

THÉORÈME (Chen, Fox, Lyndon Cl], voir C41 th. 5.1.5). Tati mo/t w  b ‘&u 

de matii%e unhpe 

(51 W = LlL2...l n (n 2 0) 

où ReA li auwt du mua de Lyndon avec Ll 2 L, 2 . . . r Ln. 

Nous appellerons indice de w  l’entier n de la factorisation (5). Re- 

marquons que les mots de Lyndon sont les mots dlindice 1, et qu’il en existe en toute 

longueur: si a < b, alors aibj est un mot de Lyndon (i,j + 0). 

Nous démontrerons le 

THÉORÈME 1. IL exi&e une &&iun N (k, q) ;teUe cjue puuk h.d dphabti 

htubment u&dunnE A de catL&naI.iX& k ti XuuX mu/t w dans A* de LunguewL au 

mutin N(k,q), w ae f$acXutie e.n 

W = ux . ..x v 
1 9 

où chaque! x. 1 
eM un rnux de fyndun avec 

x1 2 x2 L . . . 2 x9. 

Autrement dit, w  contient en facteur un mot d’indice q. 

Dans la suite de ce paragraphe, nous posons, pour tout alphabet fini tota- 

lement ordonné A: 

a = inf (A) 

i.e. est le plus petit élément de A. Nous notons le sous-ensemble de A* 

défini par 

B = a (A\a) * 



i.e. B est 1 ‘ensemble des mots dont la première lettre est a et dont les lettres 

suivantes sont distinctes de a. On notera que tout mot dans B est un mot de 

Lyndon. Le sous-monoYde B* de A* engendré par B est un sous-monoYde libre, 

librement engendré par B (autrement dit, B est un code, C41 chapitre 1). 

L’ensemble B est totalement ordonné par l’ordre lexicographique de A*, 

et on peut donc considérer B comme un alphabet totalement ordonné. NOUS noterons 

2 1 *ordre lexicographique sur B* défini par cet ordre total sur B. On peut donc 

parler de mots de Lyndon dans B* (pour l’ordre 4). 

Les deux lemmes techniques suivants montrent que l’ordre 4 sur B* coYn- 

cide.avec l’ordre induit par < sur B* et que les mots de Lyndon sur B* (pour 

4 sont les mêmes si. on les considère comme mots de A* avec l’ordre <. 

LEMME 1. UP v dann B* a&5 que u < v. A.bU u < v. 

PREUVE o Si u est facteur gauche de v dans B*, alors il 1 f est aussi dans A*, 

et I*on a u < v. Dans le cas contraire, on a par définition de l’ordre lexicogra- 

phique 4 sur B*: u = ulau2, v = ul@v2 avec a,6 E B, ul,u2,v2 E B*, et a ( 6. 

Donc a<@. Si a n’est pas facteur gauche de 6 dans A*, alors a = xby, 

B = xcz avec b,c E A et b < c; par suite, u = ulxbyu2, v = ulxczv2, d’où l’on 

déduit que u < v. Dans le cas contraire (qui est le cas subtil), on a 

B’ * 1. f3 E B = a(A\a)*, la première lettre de B’ 

B = ap, 

b # a, donc 

a < b. Autrement dit, BT = bB” et par suite: u = ufu2, v = ulaW"v2. De plus, 

u2 E B* et u2 n’est pas vide (sinon u est facteur gauche de v dans B*), donc 

u2 commence par un a: u2 
= au* => u = u aau* 

2 1 2’ 
d’où l’on conclut que u < v. c] 

LEMME 2. Suti x dam B* un mu;t dc Lyndun butt B* puu/t~ 1’uttdtte 4. 

+Uuti x a/f: un mu;t de Lyndun autt A*. 

PREUVE l  On a x = xl.. .xn pour des mots xi dans B = a(A\a)*. Soient u, v des 

mots non vide dans A* tels que x = UV. Nous montrons que x < vu (donc x est 

un mot de Lyndon). 
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Il existe un entier i 11 ,...,n) tel qu’on ait un des deux cas 

suivants: 

( 1 i soit u = x 1 . . .x i-l’ V = Xi".X et n i* 1. Dans ce cas, u et v 

sont dans B*, et comme x est un mot de Lyndon sur B*, on obtient x 4 vu. Par 

le Lemme 1, on a alors x < vu. 

(ii) soit x.=st 1 (s,t $- 1) et u = xl...xi ls, v = txi+l...xn. Alors, 

d’après (i), on a x L xi...xnxl...xi 1. De P~US, xi est dans a(A\a)*, donc xi 

commence par a, et t commence par une lettre # a, donc > a. Par suite xi < t. 

Ceci implique, par (2) (puisque t est plus court que Xi), que Xi. l  l XnX1@ . ‘Xi 1 

< tx it 1 . ..x x x. s = vu. n 1” i-1 D’où, par transitivité, x < vu. 0 

PREUVE du Théorème 1. On peut prendre N(1,q) = q et N(k,l) = 1. Donc N(l,q) 

existe, et N(k,l) existe pour tous entiers k et q. L’hypothèse de récurrence 

sera la suivante: N(k-1,q) ex&/le ti N(k’,q-1) etia& poti ;tati etiw k’. 

Nous montrons qu’alors on peut prendre W,q) = N 

N= N(k-l,q)(l t N(kN(k-19q) + kN(k-l’q)-l + . . . 
+ k,  q-w l  

Ce nombre existe bien sûr, d’après l’hypothèse de récurrence. 

Soit A un alphabet totalement ordonné de cardinalité k, et w  un mot 

sur A* de longueur 1 N. On a 

w  = ux . ..x 1 n 

avec u E (A\a) * et xi E a(A\a)* = B. 

Si la longueur 1 1 U de 2 N(k-1,q) ou si un des x. 1 
vérifie 

/Xii > N(k-l,q), on peut conclure par l’hypothèse de récurrence, puisqu’on trouve 

alors dans 

cardinalité 

w  un facteur de longueur 2 N(k-1.q) I écrit sur l’alphabet 

k-l. On peut donc supposer que 

A\a 

14 < w-Lq) et pour tout 

de 

L 

[xi1 I N(k-1,q). Par suite 
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I ‘1”’ n x 1 > N(k-l,q)N(kN(k-19q) t . . . t k, q-11 

et on en déduit que 

(31 

SO it B1 

n > N(kN(k-19@ + 
.  .  .  + k, q-l). 

l’ensemble des mots de B de longueur 5 N(k-1,q). Alors la cardinalité 

de B1 est - < kN(k-l,q) + . . . + k 

peut être considéré comme un mot su 

récurrence, 
‘1 ’  l  ‘Xn-l 

se factoris 

des mots de Lyndon décroissants sur 

suivi dans w  par le mot non vide 

W contient en facteur le mot Yl’ l  

un mot de Lyndon et yq-1 2 a. 0 

3. Le théorème de Shirshov 

Soit A un alphabet 

ordonné lexicographiquement. 

factorisation dans A* 

telle que 

EXEMPLE. 

vérifie aisément. 

et chaque xi est dans B 1’ Alors xl...xn 1 

r l’alphabet Bl, et par (3) et l’hypothèse de 

e dans B* comme uy . ..y 1 q-lV où les y. sont 
1 

B*, donc sur A* (Lemme 2) . Mais yq 1 est 

vx E B*. n Ce mot commence donc par un a, donc 

l  yq_ la ,  

ce qui conclut la preuve, puisque a est 

totalement ordonné et A* le monoYde libre sur A 

Un mot dans A* 

w  = x . ..x 1 n 

est dit 

Ver E S \id, n ” ’ Xo(1)Xa(2)’ l  ‘Xo(n) ’ 

Le mot 

Une pLLinbanc4. 

W = baba admet la 3-division 

p-ième est un mot de la 

n-dLvtiQ' s’il admet une 

W = b*ab*a comme on le 

fois) pour 

un mot x non vide. 

THÉORÈME 2 (Shirshov 181, c73 p. 205, c41 p. 145). Il exi.&te une @nc;tiaM 

M(k,p,n) Z&e que puc~h kuuk alphcrb~ /to;t&~evi/t otianne A de ca&dinaL k, Ztoti 

rncd Aut A* de Longueccn au moins M(k,p,n) pobG?de wz 6aoteti asti un mok n-di- 

p-izme. 



Nous allons déduire ce théorème du Théorème 1. Auparavant, nous énonçons 

un lemme, suggéré par D. Perrin pour simplifier la démonstration. . . 

LEMME 3. Saieti x, y du moti de Lyndon ;t& ~U(T x > y ct i, j deh 

cama 2 1. f4Loh.h $Xi wt un mo;t de Lyndon. 

PREUVE. 1) Nous utilisons le résultat suivant [41 (prop. 5.1.3): 

des mots de Lyndon tels que Y<X alors 

Y9 x 

est un mot de Lyndon et 

y < yx < x. 

2) Nous montrons que yxi 
. 

est un mot de Lyndon et que yx’ < x. C’est 

clair pour i = 1 d’après 1). Le passage de i à i+l se déduisant immédiatement 

de 1) 9 1 ‘assert ion est prouvée. 

l  i 
3) Nous montrons que yJx est un mot de Lyndon, par récurrence sur j 

(i fixé) . Le cas j = 1 se déduit de 2)) et la récurrence est immédiate d’après 

1) puisque y < yjxi 9 dans l’ordre lexicographique. 0 

PREUVE du Théorème 2. Soit M(k,p,n) = N(k,pn), où N est la fonction du Théorème 

1. Si est un mot de longueur au moins Wk,p,n) sur (IAI = k), alors 

possède un facteur de la forme 

où les x i sont des mots de Lyndon avec x1 2 x2 2 . . . L xpn. Rassemblant les xi 

qui se répètent, on obtient donc que w  possède un facteur de la forme 

. . . 
‘1 ‘2 ‘r 

Y1 Y2 “‘Y, (J 
. , 1 

i- 3 C ji = Pn) 

où les y. 
1 

sont des mots de Lyndon avec y1 > y2 > . . . > y,. Si1 y a un ji 2 p, 

on a trouvé la puissance p-ième YP i comme facteur de p. Sinon, ji < p pour 

tOUt p, et Cji=pn imp 1 ique r 2 n. Il suffit donc de montrer que 

. . 
Q ‘2 

(Y1 )(Y2 
jn 

>...cr, > 
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j, j, 
est une n-division. Mais si k < a, on a yk > yl, donc par le Lemme 3, ya. yk 

est un mot de Lyndon, donc 

jL jk jk jl 
yit 'k ’  Yk YL l  

Il suffit de raisonner par récurrence sur le nombre d'inversions de la permutation 

o pour en déduire que 

. 
jl 'n G(l) 

. 
'ml 

Y1 l **Yn ’  Ya “‘Ya l  
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