Ann. sc. math. Québec, 1986, Vol. 10, No 2, pp. 237-245

MOTS DE LYNDON ET UN THEOREME DE SHIRSHOV

Christophe Reutenauer

1. Introduction

Les mots de Lyndon ont &té introduits dans [5] et [1] pour la construction
des quotients de la série centrale descendante des groupes libres et le calcul dif-
férentiel libre. Par définition, un mot sur un alphabet totalement ordonné est de
Lyndon s'il est minimum (pour 1l‘'ordre lexicographique) parmi tous ses conjugués (voir
au paragraphe 2). Du point de vue de la combinatoire des mots, les mots de Lyndon
sont d'une grande richesse, et constituent une factorisation du monofde libre (voir
chapitre 5 de [4]): tout mot s'écrit d'une et une seule maniére comme un produit
décroissant de mots de Lyndon. Par ailleur, 1'étude de ces mots a mené 3 1'élabora-

tion d'algorithmes trés fins, dans le cadre de la recherche des facteurs d'un mot [3].

Un théoréme de Shirshov [81, présenté dans le chapitre 7 de [4], affirme
que tout mot assez long posséde un facteur qui est soit une puissance p-iéme, soit

~

"n-divis@" (voir au paragraphe 3); ce th€or&me a servi & Shirshov & ré&soudre par
1'affirmative le probléme de Kurosh pour les alg&bres d identité polynomiale (voir
(81, [4] chapitre 7, [7] chapitre 4). Une autre application permet de donner le ca-
dre d'une réponse positive au probléme de Burnside pour les semi-groupes [6]. Ce
théoréme s'insére dans la problématique des ''régularités inévitables" des mots comme
€tudi€e dans [4]; par exemple, d'apr&s un théor&me de Van der Waerden, tout mot sur

un alphabet fix& comporte des répétitions réguli€rement espacées de la m€me lettre,

autant de fois qu'on le veut, pourvu que ce mot soit assez long (voir [4] chapitre 3).



238 Mots de Lyndon et un théondme de Shirshov

Nous démontrons ici une propriété de régularité inévitable liée aux mots de
Lyndon; appelons 4ndice de Lyndon d'un mot le nombre de mots de son unique factori-
sation décroissante en mots de Lyndon. Les mots de Lyndon sont donc ceux d'indice 1;
remarquons qu'il existe de tels mots de longueur arbitraire. La propriété peut alors
s'énoncer ainsi: Zout mot assez Long contient en facteur un mot d'indice aussd grand

qu'on Le veut (Théoréme 1).

Ce résultat, outre son intér@t intrinseéque, nous permet une démonstration
€légante du théoréme de Shirshov cit& plus haut: le facteur d'indice €levé contient
soit une puissance p-iéme d'un mot de Lyndon, soit assez de mots de Lyndon stricte-

ment décroissants, ce qui induit une n-division (voir le paragraphe 3).

2. Mots de Lyndon et régularités inévitables

A étant un alphabet totalement ordonné, on munit le mono%de libre A* en-

gendré par A de l'ondre Lexicoghaphique défini par: u < v si et seulement si

(i) soit il existe un mot w non vide tel que uw = v;
(ii) soit il existe des mots x, y, z et des Lefttrnes (= €léments de A)

a, b tels que u = xay, v =xbz et a <b.

Autrement dit, < est l'ordre du dictionnaire: par exemple, si a < b, on

a: aab < aaba < aba.

Un mot u est facteur (resp. facteur gauche) d'un mot v s'il existe des
mots x et y tels que v = xuy (resp. Vv =uy). On notera que pour tous mots

u, v, X, y, z:

(1) u < v=>Xxu < Xv;

(2) u < v, u pas facteur gauche de v => uy < vz.

Pour un mot non vide w ¢ A*, les deux conditions suivantes sont équiva-

lentes:

(3) pour toute factorisation w = uv, avec u,v ¥ 1 (= le mot vide), on a
W < Vu.
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4) pour toute factorisation w = uv, avec u,v ¥ 1, ona w < v (voir
[4] pp. 64-65).
Dans ce cas, w est appelé un mot de Lyndon. Par exemple, a, ab, aabb,

aabab sont des mots de Lyndon.

Une propriété de base des mots de Lyndon est le
THEOREME (Chen, Fox, Lyndon [11, voir [41 th. 5.1.5). Tout mot w 4'Ccrit

de maniére unique

(5) w = Zlﬂz...ﬂn (nz20)

v
(o)

v

od Les ﬂi sont des mots de Lyndon avec 21 > £2 cer o

Nous appellerons indice de w 1l'entier n de la factorisation (5). Re-

marquons que les mots de Lyndon sont les mots d'indice 1, et qu'il en existe en toute

longueur: si a < b, alors a’t)  est un mot de Lyndon (i,j # 0).

Nous démontrerons le
THEOREME 1. I existe une fonction N(k,q) +Lelle que pour tout alphabet
totalement ondonné A de candinalité k et fout mot w dans A* de Longuewr au

moins N(k,q), w 4e factorise en

W = UXq...X V
1

q

od chaque Xy est un mot de Lyndon avec

X, 2 X 2 ... 2 X .

1 2 q

Autrement dit, w contient en facteur un mot d'indice gq.

Dans la suite de ce paragraphe, nous posons, pour tout alphabet fini tota-

lement ordonné A:

a = inf(A)
i.e. a est le plus petit €lément de A. Nous notons B 1le sous-ensemble de A*
défini par

B = a(A\a)*
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i.e. B est l'ensemble des mots dont la premiére lettre est a et dont les lettres
suivantes sont distinctes de a. On notera que tout mot dans B est un mot de
Lyndon. Le sous-monode B* de A* engendré par B est un sous-mono%de libre,

librement engendré par B (autrement dit, B est un code, [4] chapitre 1).

L'ensemble B est totalement ordonné par 1'ordre lexicographique de A*,
et on peut donc considérer B comme un alphabet totalement ordonné. Nous noterons
4 1'ordre lexicographique sur B* défini par cet ordre total sur B. On peut donc

parler de mots de Lyndon dans B* (pour l'ordre <).

Les deux lemmes techniques suivants montrent que l'ordre <« sur B* co'ln-
cide avec l'ordre induit par < sur B* et que les mots de Lyndon sur B* (pour

4) sont les mémes si on les considére comme mots de A* avec l'ordre <.
LEMME 1. Soient u, v dans B* tels que u<4 v. Alons u < v.

PREUVE. Si u est facteur gauche de v dans B*, alors il 1'est aussi dans A%,
et 1'on a u < v. Dans le cas contraire, on a par définition de 1'ordre lexicogra-

phique <4 sur B*: u = u,ou

- *
10Uy, V= ulez avec o,B € B, UpsUy,V, € B*, et o £ B.

Donc o < B. Si o n'est pas facteur gauche de B dans A*, alors o = xby,

B = xcz avec b,c e A et b < c; par suite, u = ulxbyuz, Vv = u,xczv,, d'od 1l'on

1 2’

déduit que u < v. Dans le cas contraire (qui est le cas subtil), on a B = aB',
avec B' $# 1. Comme B ¢ B = a(A\a)*, la premiére lettre de B' est b % a, donc

a < b. Autrement dit, B' = bB" et par suite: u = ulauz, v = ulubB”vz. De plus,

u, € B* et u,y n'est pas vide (sinon u est facteur gauche de v dans B*), donc

u, commence par un a: u, = aul => u = u

2 2 aaué, d'ol l'on conclut que u < v. [J

1

LEMME 2. Soit x dans B* un mot de Lyndon sur B* pour £'ondre <.

Alons x est un mot de Lyndon sun  A*.

PREUVE. On a x = Xx -X, pour des mots X dans B = a(A\a)*. Soient u, v des

1"
mots non vide dans A* tels que x = uv. Nous montrons que x < vu (donc x est

un mot de Lyndon).
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11 existe un entier i dans {1,...,n} tel qu'on ait un des deux cas

suivants:

(i) soit u= x v = x....xn et i4% 1. Dans cecas, u et v

1 %i-1° i
sont dans B*, et comme x est un mot de Lyndon sur B*, on obtient x <4 vu. Par

le Lemme 1, on a alors x < vu.

(ii) soit x; = st (s,t 1) et u-= XpeeeXs 48, V= (2 IFEEREE S Alors,

d'aprés (i), ona X <€ X.,...X X

*
i X1t Xy De plus, x; est dans a(A\a)*, donc Xy

commence par a, et t commence par une lettre $+ a, donc > a. Par suite xi < t.
Ceci implique, par (2) (puisque t est plus court que xi), que  Xjee X Xge..Xg g

< tX. ;...X_X;...X; .S = vu. D'oli, par transitivité, x < vu. [

i+l n'1 i-1

PREUVE du Théoréme 1. On peut prendre N(1,q) = q et N(k,1) = 1. Donc N(1,q)
existe, et N(k,1) existe pour tous entiers k et q. L'hypoth&se de récurrence

sera la suivante: N(k-1,q) exdste et N(k',q-1) existe pour tout entier k'.
Nous montrons qu'alors on peut prendre N(k,q) = N avec
N = N(k-1,q) (1 + NN KL N-La)-1 0y,
Ce nombre existe bien siir, d'aprés 1l'hypothése de récurrence.

Soit A un alphabet totalement ordonné de cardinalité k, et w un mot

sur A* de longueur > N. On a

W= uX,..

w

avec u e (A\a)* et X; € a(A\a)* =

Si la longueur |u| de u est = N(k-1,q) ou si un des x; vérifie
lxil > N(k-1,9), on peut conclure par 1'hypothése de récurrence, puisqu'on trouve
alors dans w un facteur de longueur = N(k-1,q) "&crit sur 1'alphabet A\a de
cardinalité k-1. On peut donc supposer que Iul < N(k-1,q) et pour tout i,

[xi[ < N(k-1,q). Par suite
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lx,ox | > N(k-1, N KD 4k g

1

et on en déduit que
(3) n> N ELD 4k g,

Soit B, 1'ensemble des mots de B de longueur < N(k-1,q). Alors la cardinalit@

1
de B, est < kN(k'l’q) +

1 . + k et chaque x; est dans B.. Alors Xj...X

1 "“n-1

peut &tre considéré comme un mot sur 1'alphabet B, et par (3) et 1'hypothése de
€ e i * . ol les y. so
récurrence, Xj;...X se factorise dans B* comme uyy yq_lv u Y5 nt

des mots de Lyndon décroissants sur B*, donc sur A* (Lemme 2). Mais yq_1 est

suivi dans w par le mot non vide VX, € B*. Ce mot commence donc par un a, donc

w contient en facteur le mot y,...y _,a, ce qui conclut la preuve, puisque a est

q-1
un mot de Lyndon et yq_1 > a. [

3. Le théoréme de Shirshov

Soit A un alphabet totalement ordonné et A* le monoide libre sur A
ordonné lexicographiquement. Un mot w dans A* est dit n-divisé s'il admet une

factorisation dans A*

telle que

Yo € Sn\id, w > xc(l)xo(Z)"'xo(n)‘

EXEMPLE. Le mot w = baba admet la 3-division w = beabea comme on le

vérifie aisément.

Une puissance p-ieme est un mot de la forme xF = xx...x (p fois) pour

un mot x non vide.

THEOREME 2 (Shirshov [81, [7] p. 205, [4] p. 145). 1 existe une fonction
M(k,p,n) telle que pour tout alphabet totalement ondonné A de cardinal k, tout
mot sun A* de Longuewr au moins M(k,p,n) posslde en factewr s0it un mot n-di-

VAAE, 04t une puissance p-4eme.
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Nous allons déduire ce théor&me du Théoréme 1. Auparavant, nous &nongons

un lemme, suggéré par D. Perrin pour simplifier la démonstration.

LEMME 3. Soient x, y des mots de Lyndon tels que x >y et i, j des

entiens = 1. Alons iji est un mot de Lyndon.

PREUVE. 1) Nous utilisons le résultat suivant [4] (prop. 5.1.3): si y, x sont

des mots de Lyndon tels que y < x alors yx est un mot de Lyndon et
y < yx < X.

2) Nous montrons que yx1 est un mot de Lyndon et que yx1 < x. C'est

clair pour i = 1 d'aprés 1). Le passage de i a8 i+l se déduisant immédiatement

de 1), 1'assertion est prouvée.

3) Nous montrons que nyl est un mot de Lyndon, par récurrence sur j

(i fixé). Lecas j =1 se déduit de 2), et la récurrence est immédiate d'aprés

1), puisque y < yJ 1 dans 1'ordre lexicographique. [

PREUVE du Théoréme 2. Soit M(k,p,n) = N(k,pn), oi N est la fonction du Théoréme
1. Si w est un mot de longueur au moins M(k,p,n) sur A ([AI = k), alors w

posséde un facteur de la forme

X1X2 .o .Xpn

ol les x4 sont des mots de Lyndon avec Xy > X, 2 ... 02 xpn‘ Rassemblant les X4

qui se répétent, on obtient donc que w possd@de un facteur de la forme

3,3 3
1-2 T . .
yy v, ey Gyl ;=)
ol les y; sont des mots de Lyndon avec Yy > Yy > e > Yoo S'il y a un ji 2 p,

P

on a trouvé la puissance p-ié&me y; comme facteur de p. Sinon, ji < p pour

tout p, et ) j; = pn implique r >n. Il suffit donc de montrer que

i, j
P Ic Ao T
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Jp J
est une n-division. Mais si k< £, ona y, > y,, donc par le Lemme 3, Yy Ky_k
k> Y P JARAN

est un mot de Lyndon, donc

Jedx Iy
Ye Y < VxYe -

11 suffit de raisonner par récurrence sur le nombre d'inversions de la permutation

o pour en déduire que

j J j j
1 n a(l) o(n)
Y ++Yn > yo(l) "'yo(n) .
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