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1. Introduction

Dans [7], Delfour, Hager et Trochu présentent des méthodes variationnelles
de résolution d'un systéme d'équations différentielles ordinaires en utilisant une
approximation discontinue de la solution. 1Ils généralisent ainsi une méthode intro-
duite par Lesaint et Raviart [10]. Ils développent des méthodes i un pas et &tu-
dient leurs propriétés de convergence lorsqu'elles sont appliquées 3 des systémes

linéaires.

L'objet de cet article est d'étendre les résultats de convergence aux Sys-

-~

témes non linéaires. Cela permet de répondre 3 quelques interrogations soulevées
dans [7] et d'identifier certains problémes. Ainsi au paragraphe 2 nous présente-
rons les méthodes et, au paragraphe 3, nous discuterons de la mise-en-oeuvre. Fina-

lement, au paragraphe 4, nous donnerons les résultats de convergence. Les annexes

contiennent des exemples et des résultats auxiliaires.

Les techniques employées ici sont essentiellement celles développées par
Delfour et Dubeau [6] et F. Dubeau [9]. D'autres applications de 1'approche varia-

tionnelle utilisée ici sont mentionnées aux références [6] et [7].
Nous utiliserons les notations suivantes: x*y et |x| sont le produit
scalaire et la norme de Rn. Les espaces de fonctions f: [a,b] > Rn considérés

! Ce travail a été réalisé partiellement & 1'aide d'une subvention FCAR(EQ-252) du
Ministére de 1'éducation du Québec.
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sont: 1l'espace Lz(a,b;Rn) des fonctions de carré intégrable muni du produit sca-
laire (x,y) = Jb x(t) * y(t) dt et de la norme HxHo = (x,x)%, 1'espace L™(a,b;R™)
des fonctions eszentiellement bornées muni de la norme x|l = ess sup{|x(t)]:

t € [a,bl} et l'espace Hk(a,b;Rn) des fonctions ayant des dérivées absolument con-
tinues jusqu'd l'ordre k-1 et une dérivée d'ordre k de carré intégrable muni de
la norme Hka = {Kgo Hx(ﬁ)Hg}%. Des notations complémentaires seront introduites

lorsque cela sera nécessaire.

2. Description de la méthode

Considérons 1'équation différentielle

2.1) x(t) = £(x(t),t), t e [0,T1, x(0) = xU,

oi x: [0,T] » Rn, £: R x [0,T]1 » R" et xO ¢ R". Nous supposons que 1l'applica-

tion f vérifie les hypoth&ses suivantes:
i) 1'application t » f(x,t) est mesurable pour tout x ¢ R",
ii) (condition de Lischitz) il existe une fonction g de LZ(O,T;R) telle

que pour presque tout t e [0,T] et tous points x, et X, de R"™ 1'on ait

1

(2.2) [£0xp58) - £0xppt] < g(t)]xx,],

iii) 1'application t - f(0,t) est dans LZ(O,T;Rn).
Alors, selon C. Caratheodory [3], le syst&me (2.1) poss&de une solution unique

x(-,xo) dans Hl(O,T;Rn) et il existe une constante c(T) telle que
0 -0

(2.3) xce5x%) = x5300, < e [x0X0

pour tous x0 et §O dans Rn.

Considérons une partition A = {ti}§= " de 1'intervalle [0,T],

0
0= t0 < L. < tN =T, de pas h = max{ti - ti-l: i=1,...,N}. Nous ne considérons
ici que des partitions réguliéres, c'est-i-dire qu'il existe une constante c¢ > 0

indépendante de la partition telle que ch < ty -ty g < h (i=1,...,N).
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Pour chaque intervalle Ii = (ti_l,ti) notons par Pk(Ii;Rn) l'espace des
polyndmes de degré inférieur ou &gal 3 k défini par Pk(Ii;Rn) = (Pk(Ii;R))n. Po-

sons 1'espace d'approximation

K - w6 120, TRY: u, € Pk(Ii;Rn) i=1,...,N

~

ol u, est la restriction de u & 1l'intervalle Ii'

Le produit scalaire et la norme de Lz(Ii;Rn) sont notés et définis par

t.

(u,v)i = J u) « v(t) dt et ||u||0 i = (u,u)2.
t. ’
i-1

He NI

1z . 0
Nous considérons alors le probléme suivant: pour U0 = x , trouver

u e 1% et une suite de vecteurs {Ui}§_1 tels que

(2.4) Up s v(E]) = Up e v(el ) ¢ (V) (W)LY,

pour tout i =1,...,N et v e Hh’k. Ici f(u) dénote l'application

t » f(u(t),t): [0,T]1 > R". De plus, dans (2.4) nous avons

(2.5) U; = agu(t]) + (l—ai)u(t;) et a; eR (i=1,...,N-1).

Pour que le systéme (2.4)-(2.5) soit bien déterminé, nous nous limitons aux

deux cas suivants:

A v, = u(ty et a; #1 pour i=1,...N-1,
(B) UN = u(tN) et oy 40 pour i=1,...,N-1.

Ceci est essentiellement la situation considérée par Delfour, Hager et
Trochu [7], et généralise la méthode introduite par Lesaint et Raviart [10] (obte-

nue en B avec o; = 1).

Introduisons deux nouvelles variables qui nous seront utiles dans la suite,

~

u; - u(t;) le saut & gauche du noeud t,,

<
"

N
"

+ N .
u(ti) - Ui le saut a droite du noeud ti’
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pour chaque indice possible. Aprés intégration par partie du terme (u,&)i, les

équations (2.4)-(2.5) deviennent

. + -y
(2.6) (u-f(u),v)i Tzt v(ti_l) Yy v(ti) =0
pour i =1,...,N, et
2.7) oy = (1-ai)zi (i=1,...,N-1).
Ainsi, les cas précédents deviennent

(A) z

0 0, oy 1 et z,

i ylal/(l—ai) (i

1"
=
-
-
z
1
—
~
-

(B) yy =0, a, #0 et y

n

i zi(l-ai)/ai (i

n
—
-
-
b4
1
—
p—

THEOREME 2.1. Supposons Les hypothéses (i), (ii) et (iii). Lomsque h est
suggisamment petit nous avons Les nésultats suivants selon Le cas.

(A) Les équations (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7) possddent une solution
unique.

(B) En se donnant U, et en négligeant La condition U, = xo, Les équa-

Lions (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7) possédent une sofution unique.

DEMONSTRATION. (A) Supposons le probléme résolu sur les i-1 premiers intervalles

et posons

U =U + z, = U, + —il (U

S S UME S S T SR i-1 " Y51 (850000

Selon (2.4) et (2.5) le problEme est de trouver u; « Pk(Ii;Rn) et U « R" tels

que
L=
(2.8) u (el ) =Ty
et
(2.9) Up e V(] - (ug,V)g = U g - v(t;_l) + (£up) V),

k n . P .
pour tout v € P (Ii;R ). Pour continuer la démonstration nous aurons recours au

lemme suivant.
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LEMME 2.2 (Delfour et Dubeau [ 6], Lemme 3.5). S{i b est une fonctionnelle
Lincaine continue definie sun PM(IR™) et T est un point arbitraire de R,

alons Le probléme varniationnel "thouver u e Pk(Ii;Rn) et Ue R teks que

+ —
u(ti-l) = U

u - v(ti) - (u,v)i = b(V)
powr tout v e Pk(Ii;Rn)" posséde une sofution unique. O

0
A 1'aide de ce lemme nous pouvons construire une suite {(d&,Uﬁ)}£=0 dans

laquelle (ug,Ug) est choisi arbitrairement et pour £ 2 1 (uf,Uf) est uniquement

déterminé, selon le Lemme 2.2, par u€+1(t;_1

i ) = U,

jo1 et 1'équation variationnelle

B v - @ s s vl ¢ g,

pour tout Vv € Pk(Ii;Rn).

I1 est possible de montrer (voir Delfour et Dubeau [6], Théoréme 3.6) que
. £y k.. pon . ©
la suite {ui}£=0 converge vers un polynOme u; € P (Ii,R )}, que la suite {Uf}lzo

no__ ...
converge vers le vecteur Ui e R™ vérifiant

Up » VR U s Vo ()W)

pour tout V € Rn, et finalement que le couple (ui,Ui) est 1'unique solution des

€quations (2.8) et (2.9).

(B) En négligeant la condition U0 = xo, ce cas se raméne au premier en

procédant a rebours c'est-d-dire de 1'intervalle I, a I

N 0

1
REMARQUE 2.3. Afin de résoudre complétement le cas (B) il faudrait déter-

miner UN de telle sorte que Up = xO. Nous pourrions &galement procéder comme
0 5

dans la situation (A), fixer U0 = x et chercher z, de facon a obtenir N Z 0.

Nous reviendrons sur ce probléme a la fin du paragraphe 3.
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3. La mise-en-oeuvre

Pour simplifier, supposons que n = 1 dans cette section. Pour résoudre

numériquement (2.4) et (2.6) nous intégrons les produits scalaires a 1'aide d'une

-~

quadrature & k+1 points, d'abscisses {TO,...,Tk} c [0,11 et de poids

{ao,...,ak}, de 1a forme
1 k
(3.1) f p(t) dt = [ a;p(ty)
0 j=0
et exacte pour tout polyndme de degré inférieur ou &gal 4 2k-1.

Définissons les polynSmes suivants, selon le cas,

k T-T. 1
(A 6 ()= T ;—;%7 et v (1) = I 6, () dh  (1<m<Kk
j=1 m T
j#m
k-1 1-7. T
(B) 6 (1) = I —= et v (1) = J 6 () dA (0 =m = k-1)
j=0 m j 0
j#m
et
k T-T.
RO CEL R
j=0 m °j
j#m

Notons 7 1le polyndme de Legendre de degré k défini par rapport & 1'in-

tervalle [0,1]. Il sera normalisé&, selon le cas, de la fagon suivante:

(A) w(0) =1 (alors m(1) (—l)k),

Y.

1"

(B) w(1) 1 (alors m(0)

Si p est un polyndme défini sur 1'intervalle [0,1], définissons le po-

lyndme p, sur 1'intervalle I, d'aprés

i
Pi(t) = p( h ) .
i
Nous obtenons de cette fagcon 6. , v. , ¢. et m.. Finalement posons
im”> “im’ Tim i
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k
(3.2) u (t) = ] (t)

u, ¢.
meo im im

ol u, =u,(t,) et t. =t,  +71 h.,.
im 1'7im im i-1 mi

THEOREME 3.1. S4 (3.1) 4intigre exactement Les polyndmes de degné 2k-1 et

moins, Les cquations (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7) condwisent aux schémas numéniques

sudvants
A u,=x° =0 et
0~ % %7
k
up = Uy ; + hy mzo ap flug Lt )+ Mtz € =0,...,k
(3.3a)
k
Ui = Uil mZO o Ep Ty
avec
z; = oy, /(1a)  (a; #1)
(3.3b)
" k
y; = (-1)7Thy mZO ay £lug Lt ey -z )
od
a, = alm(t,)o + a;ly (t )] vy 0
£m m £’ m ARG AN Tl 0~
(3.3c)
k -1
Om = -’}—:1 q)j (O)Vj (Tm)aj >
J_
pour i =1, ,N
() U = x° =0 et
o~ X W7
k
uze = U; - hy ZO agn Flugt. ) - m(T)y; (£ =0,...,K)
(3.4a)
k
Ui 1=Us - by Toan flugto)
m=0

avec
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yi = (l'ailzi/ai (ai * 0)
(3.4b)
B k
z2; 1 = (-1)7Thy mzo a fug ,t, Im(T ) -y,
ol
ap, = a [m(t,)0 + aélvz(Tm)], v, =0
(3.4¢)
k-1 3
o = _jZO ¢j(1)vj(tm)aj

pouwr i =1,...,N.
DEMONSTRATION. Voir Delfour, Hager et Trochu [7], Proposition 3.1.

REMARQUE 3.2. Si les quadratures utilisées en (A) et (B) sont reliées par

les relations suivantes

a = aA
] k-j’
J = O)~- )k)
B A
=1 - .
TJ Tk—J

nous obtenons aB = aA . Ainsi nous passons facilement des schémas (A) aux
£,m k-£,k-m

schémas (B) et nous pouvons compléter les tables présentées en [7] (voir 1'Annexe 1).

REMARQUE 3.3. Si o; = 1 (i =1,...,N-1) en (B), alors Y = 0

(i=1,...,N) et il est possible de procéder comme en (A) en partant de i =1

jusqu'a i = N. 1I1 suffit de remarquer que les €quations (3.4a) deviennent

K
g = Uy vy Lofay - ag IfCu,t )
m=0
K
Uy =041+ mzo a, Flugptin)

et possédent une solution unique lorsque U, est donné (ce schéma, initialement
présenté par Lesaint et Raviart [10], fait également partie de la famille de schémas

€tudiés par Delfour et Dubeau [6]). Quelques exemples sont présentés a 1'Annexe 2.
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REMARQUE 3.4. Dans certaines situations il est facile de montrer 1'exis-

tence d'une solution aux équations (3.4).

Par exemple dans le cas lin€aire, le systéme (2.1) est de la forme

(3.5) x(t) = A(t)x(t) + b(t), t e [0,T], x(0) = x2.

Pour construire une solution numérique 3 (3.5), selon (3.4), il suffit de considérer

les systémes suivants

(3.6) Fw = amd), teror), £m=et, £=1,..m
(3.7) ip(t) = A()x, (1) + b(t), tel0,T], x(T) =0
s L 1 n,.-1.0
et de remarquer que x = z Bsz +x_ ol B = [xH(O)...xH(O)] (x~ - x_(0)). Lors-
£=1 P 2 P
que nous appliquons le schéma (3.4) avec UﬁN = € £ =1,...,n) et UpN = 0 aux
systémes (3.6) et (3.7) nous obtenons uﬁ £=1,...,n) et up. I1 suffit alors
n
_ = £ < 5 _ oyl n.-1.0_ .
de prendre u = zzl oy up oi B = [UHO"'UHOJ (x Upo) lorsque la matrice
[Uéo...Uﬁol se comporte comme la matrice non singuliére [x;(O)...x;(O)] (ce qui

est le cas lorsqu'on a convergence des méthodes (A) lorsque h tend vers 0). Pour
montrer que cette solution est unique il suffit de montrer que la solution u cor-
respondant au systéme

x(t) = A(t)x(t), t e [0,TI, x(0) = 0

n

. . ~ £ < _
est identiquement nulle. Dans ce cas prenons u = Kzl UNKuH (ou UN = (UNl,...,UNn)).
Ainsi ﬁN = UN et par unicité de la solution (pour Uy donné) nous obtenons u = u
n
tad 11 = - - a - -
drolt U, = U, =0. Alors 221 UNKUﬁO = 0 entraine que Uy, =0 (£=1,...,n) et

donc u = 0.

Dans le cas non linéaire, pour n = 1, considérons la solution x de

X(t) = £x(t),t), t e [0,T], x(0) = x°.

Comme 1'application UN - UO(UN): R - R est continue, si nous prenons U; < x(T)

1
et U; > x(T) avec h suffisamment petit nous aurons UO(UN) < x0 et UO(Ué) > xo.
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Ainsi par continuité il existe un UN tel que UO(UN) = xO. Dans ce cas 1'unicité

-~

reste 4 établir.

Finalement dans le cas général, le probléme est ouvert. Numériquement nous

pouvons chercher U, tel que UO(UN) = 0 en procédant de i =N a i =1, ou

N

bien chercher z, tel que yN(zo) = 0, en procédant de. i =1 3 i =N.

0

4, Résultats de convergence

Dans cette section, en supposant 1'existence d'une solution au systéme
(2.4)-(2.5) dans chacun des cas (A) et (B), nous démontrons la convergence des mé-
thodes et &tablissons des estimations d'erreur. Les techniques de démonstration
utilisées ici sont essentiellement celles développé€es par Delfour et Dubeau [6] et

F. Dubeau [9].

Pour simplifier 1'expos&, nous supposons que la fonction g de la condition
de Lipschitz (2.2) est essentiellement bornée, c'est-i-dire |g(t)| < c p.p. dans
[0,T], et que les partitions utilisées sont réguliéres. La lettre c est un terme

générique désignant des constantes indépendantes du pas h de la partition.

4.1. Résultats préliminaires

© e
Dans ce qui suit, la norme de v e L (Ii;Rn) est notée |vl| ;oet la
)

norme de Vv ¢ Hk(Ii;Rn) est

k ;
Mg = (2 IVEOIG 0%,

LEMME 4.1. Supposons Les hypothlses (i), (ii) et (iii). Poun toutes §onc-

tions p et q de Lz(Ii;Rn), nous avons

(4.1 (£(P)-£(@),v); < e hf lIp-allg ;lIvll, 5

pour tout v e Pk(Ii;Rn).
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DEMONSTRATION. De 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et de 1'hypotheése (ii) nous avons

IA

t.

f Yogmp@) - am)l vy dt
t.

i-1

(£(p)-£(q),v);

IA

gl o, glp=dll o 3Vl 5
et le résultat suit du fait que g est essentiellement bornée. O

Pour tout vecteur y = (yl,...,yn) de Rn, 1'expression ymy est 1'€lé-

T.) ol m, est le polyndme de

k ol P _
ment de P (Ii,R ) défini par ym, = (ylni,...,yn i

Legendre introduit & la section 3.
LEMME 4.2. Pout tout y e R® nous avons
(4.2) (p,ym;); = 0
powr tout p e PATH(I R, et
2+3, (L
(4.3) Gom)y < e b O 1yl
£ n
pour tout x € H (Ii;R ) avec £ < k.

DEMONSTRATION. Nous obtenons (4.2) de la propriété d'orthogonalité du polynbme de

~

Legendre, et (4.3) 3 1l'aide d'un développement de Taylor. [

En utilisant un développement de Taylor en ti—l ou ti selon la situa-

tion, nous obtenons le lemme suivant.
, k+1 n
LEMME 4.3, Si x € H ~(0,T;R") et
h,k _ h,k, - + B .
i (x) ={uel : ui(ti) = x(ti) ou ui(ti_l) = x(ti—l) powr i =1,...,N}

alons

inex-ul i uw e TFE0) = e nFTEOD

N 2 1
Il = €1 117 3% 0
i=1 ’
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Considérons 1'espace Pk'l(li;kn) x R® muni de la norme
. !
I = g g + hslw]

ol W= (w,W) et définissons 1'opérateur de projection (dans la norme L2)

p: PRI R - P*"M(1,®") (si k=0 prenons Pk'l(li;Rn) = {0}).
LEMME 4.4 (Delfour et Dubeau [6], Lemme 3.4). L'appLication J définie par
us Ju s Puult ) PRORY > PR R X R/

est un isomornphisme et 4L existe deux constantes 81 et 82, independantes de La
partition, telles que

(4.4) Bllull g 5 < I Jullly < 8yllullg ;. O

4.2. Etude du cas (A)

THEOREME 4.5. S4 La solution de (2.1) est dans HNT1(0,T;R™), alors iL
existe une constante c telle que, pour h suffisamment petit, La solution des
cquations (2.4)-(2.5) vérnigdie

R e I e

(4.5) Hu~x”0 + max{|Ui-x(ti]|: i=0,...,N} <

. hk+1HX(k+1)”O

sy <1

"
-
-

o Y = max{lui/(l—(xi)l: i ..,N-1}.

DEMONSTRATION. Posons Yo = 0 et considérons 1l'intervalle Ii' Les solutions «x

et u de (2.1) et (2.6) vérifient
(ﬁ-i,v)i - (EW-£x),V); + 24 g ° v(t;_l) ty; e v(t]) =0

pour tout Vv € Pk(Ii;Rn). En prenant v = y;m; nous obtenons, d'aprés (4.2) et la

définition de LA

. K 2
-(nyiWi)i - (f(u)"f(x)’yiﬂi)l + zi_l ° yl + (_1) Iyll = 0.

Mais Izi_ll < y[yi_ll, alors en utilisant (4.1) et (4.3) nous obtenons
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3 k+3,  (k+1)
2 2
(4.6) [y;l <¥ly; 4l +ch Hu-xllo,i + ¢ h ?x ”O,i‘

En intégrant par partie le terme (;(,v)i de la relation ()'c-f(x),v)i =0

nous avons
- + .
(4.7) x(ty) = v(ty) = x(t; 1)« vty ;) + (V) + (£(x),v)5
pour tout vV € Pk(Ii;Rn). Soustrayons (4.7) de (2.4), nous obtenons
- + .
(4.8) [Ui—x(ti)] . v(ti) = [Ui_1~x(ti_1)] . v(ti_l) + (u—x,v)i + (f(u)-f(x),v)i.
Si nous posons v(t) = Ui - x(ti) dans (4.8) et utilisons (4.1) nous obtenons
1
(4.9) [Ui - x(ti)] < |Ui-1 - x(ti_l)[ +c hZHu-xHO,i.

Considérons un polyndme arbitraire u e Pk(Ii;Rn) et écrivons (4.8) comme

suit:
- + -— — .
(4.10) [Ui—x(ti)] . V(ti) = [Ui_1~x(ti_1)] . v(ti_l) + (u-u,v)i + (u—x,v)i
+ (f(u)-f(ﬁ),v)i + (f(ﬁj-f(x),v)i.
Prenons v ¢ Pk(Ii;Rn) solution de 1'équation différentielle

v(t) = -P(u-w)(t) t e I,

i’ v(ti) = 0.

1 - - -
Dans ce cas |v(t)]| < hZHP(u-u)HO i Pour tout t e I.. Deplus (u-u,P(u-u)); =

”P(u-i)ng ;- Nous obtenons alors de (4.10) et de (4.1)
— 1 —
”P(u"u)”(),i < thUi—l - x(ti-l)l +c h”u_a“(),i + (1+c h)”u-XHO’i-
Cette inégalité combinée a (4.4) donne
— 1 —
(BI'C h)Hu—EHO’i < (1+4c h){Hu-xHO’i + hz[IUi_l - x(ti_l)l + [u(t;_l) - u(t;_l)lj}.

Comme Bl > 0, pour h suffisamment petit Bl -ch>0 et (ltc h)/(Bl-c h) 2
1/(281). I1 existe alors une constante c indépendante de h telle que pour h °

suffisamment petit
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1 —_ —_
(410 Jludlly ;o< e hLluy ) - x(ey )] ¢ luce} ) - ueel pla+ cllu-xly 5.

Utilisons (4.11) dans 1'indgalité triangulaire Hu—xHO 3 < lhu-dl it
— - — +
||u—)c||0,i et prenons u tel que u(t; ;) = x(ti_l). Comme lu(ti_l) - Ui-ll <

YIYi_1|, nous obtenons
3 : -
(4.12) ”u—x“o’i < e hPlu; y - x(ty D+ vlyy 13+ c”“‘x”o,i°

Reportons (4.12) dans (4.9) et (4.6), nous obtenons le systéme d'inégalités suivant:

[Iui - x(ti)]] ) [1+~ch chy ][1Ui-1 - X(ti_l)ll . S U

A cn remyl| lyg

(4.13)

+ , .
c hk+i”x(k+l)”0’l

Pour Yy =1, d'aprés le Lemme 1 de 1'Annexe 3, nous avons
g i

- 2
lu; - x(t)] + [y;l sch

i-jo— kK (k+1)
J (1+2¢ h) [Hu-x”o’j + hllx HO,jJ.

1

Mais, par régularité de la partition et pour h suffisamment petit, nous avons

i .. 2i
2(i-j) _ (1+2ch) exp(4chN) -1
(419 j§1 (1+2ch) < 4ch(i+ch) © Ach(Treny = P -
Alors
. K (k
(4.15) luj = x(ep ]+ ly;| s ellTxly + w9y 3,

En reportant (4.15) dans (4.12), nous obtenons
(4.16) lu=xlly = clla-xll + nS1x D) 3.

Pour 0 <y < 1, d'aprés le Lemme 2 de 1l'Annexe 3, nous avons

lu. - x(t.)] i S ) h
i i i-j = fn k+3, . (k+1)
(4.17) { <c ) (l+ch)™fch Hu—xHO,j(Ij + ch ?lx Iy ; b2, i

Y.

i j=1

puisque 1 + vy <2 et pour h suffisamment petit 1 + yl-JOZ(h) < 2, l+ch <2

et O(h) < ch. Ainsi, en utilisant (4.14), nous obtenons
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— (k+1), (k1)
(4.18) lu; - x(ti)l < dfu-xf|y + h Ix o -
De (4.12), et en utilisant (4.17) pouf Y;_1» nous avons

1 ——
lhusxly 5 < eh®ug ;- x(t; )] + cllu-xl g 3
i-1

+ ch .Z

(1+ch)1—1'J[Hﬁle0 it hk”x(k+1)”0 j(h2+Yl~1-J)]‘
j=1 ’ ’

Alors nous obtenons de (4.14)

Juxllg 5 € eh*C1uyy = x(ey DI+ Jaexl g+ B 3x D) 3+ ol

o, 5
(4:19) k1 17l i-1-j, (kt1
i-1- +
+ cht 1 [ (l+ch)y)] Jllx( )”O ..
j=1 ’J
Considérons les vecteurs suivants de RN
= (k+t1)
”u_x“(),l ”u x“O,l 1 ”x ”0 1
V= : , V= : , v=|:], A-= :
- el (k+1)
lTu-xll fu-xllg y 1 (RSN P
et
0 o)
1
A, = 0 . A
1 .
0 001 0
— — 1 21
de nomes  [V] = flu-xllg, [V = [a-xlg, [v] =N < en™, [a] = ) e
|A;l < [A]. Alors, (4.19) et (4.18) donnent
3 — K+l (k+1) - ke N i-1
V< chz[llu-xH0 +h T lx Igv + cV + ch J [(1+ch)y] A

i=1

Mais pour h suffisamment petit (l+ch)y < 1 et

N-1 .
i-1 1
izl [ (1+ch)y] S T ey

et comme 1 - (l+ch)y - 1-y quand h ~ 0+, nous obtenons

167
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(4.20) llu-xll < ellE-xl o + n<* 04Dy g,

Nous achevons la démonstration en utilisant le Lemme 4.4 et les inégalités

(4.15), (4.16), (4.18) et (4.20). O

4.3, études du cas (B)

THEOREME 4.6. S4i pour toute donnée initiale XO La solution x du sys-
téme (2.1) est dans Hk+1(0,T;R“) et 5'4l existe une constante c, indépendante de
x, telle que Hx(k+1)uo < ¢, alons AL existe une constante c telle que, pourt h

suffisamment petit, toute sokution u e MK des cquations (2.4)-(2.5) vérnifie

chk A4y =1

(4.21) lu-x|| , + max{|U, - x(t.)]: i=0,...,N} <
0 i i ? Chk+1 sy < 1

od vy = max{I(l—ai)/ai[: i=1,...,N-1}.

DEMONSTRATION. Soit u une solution des équations (2.4)-(2.5). Nous avons

UO(UN) = xo. Considérons la solution z du systeme
2(t) = £(z(t),t), t e [0,T], z(T) = Uy.
D'aprés les résultats du Théoréme 4.5, nous avons par symétrie

1z sty =1
(4.22) Hu-zHO + max{[ui - z(t)]: i =0,...,N} <

k+1 k+1
A PO

si vy <1
- L ) (k+1)
ol vy = max{[(l-ai)/ai[. i=1,...,N-1}. Puisque |z ”0 < ¢ (et que la cons-

tante c apparaissant dans (4.5) ne dépend que de Hz(k+1)H0), nous obtenons de

(2.3) et (4.22)

ch si y=1

(4.23) Ix-zll | = cm|x? - z(0)| < ‘1
ch

si y <1

Mais comme [Ix-z_ + Hx-zHO < cHx—zHl, nous déduisons le résultat de (4.22) et

(4.23). 0O
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4.4, Superconvergence aux noeuds

Pour obtenir un résultat de superconvergence aux noeuds, nous devons éta-

blir les résultats auxiliaires suivants.
COROLLAIRE 4.7. Sous Les hypotheses du Théondme 4.5 (ou 4.6) nous avons
by ey 2

(4.24) Hu-tz <
Chk+1-/a”x(k+1)”0 sy <1
pour £ = 0,...,k.

DEMONSTRATION. Pour £ < k et pour tous u et u e Pk(Ii;Rn), nous avons

lu-ull, . < ch—EHuJﬂ| .. Ainsi pour x ¢ Hk+1(O,T;Rn) nous obtenons
£,1i 0,1

A

— - —
lu=xllp 5 < lu-ully 5+ u=xlly 5 < ch™u-willy ;3 + lu=xlly 5

IN

-2 l— —
ch Hu—xllo’i + ch ”u'XHO,i + Hu-xﬂﬁ,i.
Alors
-2 - —
lu-xilp < chHlu-xll ;) + ch lu-xl[ 5 + lu-xll ,
et le résultat suit du Lemme 4.4 et du Thé€oréme 4.5 (ou 4.6). O
COROLLAIRE 4.8. Sous Les hypothéses du Théonéme 4.5 (ou 4.6) nous avons

k-3

ch Ay =1

(4.25) Ix-ull . < 1
1 chk+2 Moy <1

pour i =1,...,N.

DEMONSTRATION. Nous avons

_1 _1
I|u-x|lm’i < hiz[llu—xllo’i + hiHu-xﬂl,i] < ch 2[Ilu-x]lo + hHu—lel

et le résultat suit de (4.24). O
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Finalement, sous certaines hypoth&ses supplémentaires nous pouvons augmen-

ter 1'ordre de convergence aux noeuds.

THEOREME 4.9 (Delfour et Dubeau [6], Théoréme 4.6). Supposons Les hypothe-
ses du Théonéme 4.5 (ou 4.6) et
(i) 4La matrice
of,
A(t) = £ (x(t),t) (ag;(t) = g;;‘(x(t),t))
existe et ses colonnes sont dans Hk(O,T;Rn);
(i1) 4L existe un voisinage V de L'onigine de R" et une constante 0084~

tive B tels que pour tout t et tout y e x(t) + V
| £0y, ) -£(x(£),t) - ACt) (y-x(t))| = B|x(t) - y|2.

Alons i existe une constante c Ztelle que Lorsque h est suffisamment petit on ait

cth 540y =1

(4.26) max{|x(t;) - Ugl: 4= 0,... N} < 2K+l

Yy<1.0
REMARQUE 4.10. Le résultat (4.26) pour Y = 1 résoud partiellement une
conjecture présent€e par Delfour, Hager et Trochu [7]. La Table 1 résume la situa-

tion (y = 1 correspond 3 o = 3 et oy = ),

Table 1. Taux de convergence (i) démontrés et (ii) observés.

k pair impair
o 00 —oo<qy . <} i 0o —o0<q,, <} :
(1) k kt+l* k k k+l1* k

lu-xll
(ii) k k+1 k+1 k+1 k+1 k
(1) 2k 2k+t1* 2k 2k 2k+1* 2k
max]Ui-x(ti)|

(ii) 2k 2k+1 2k+2 2k+2 2k+1 2k

*
Démontrer par Delfour, Hager et Trochu [7] pour des systémes linéaires.
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REMARQUE 4.11. Pour observer numériquement (4.27) avec les schémas (3.5)
et (3.6) il faut prendre la quadrature (3.1) exacte pour les polyndmes de degré 2k
(voir les essais numériques de A. Chalifour [4], Delfour, Hager et Trochu [7] et

Delfour et Trochu [8]).

5. Conclusion

Nous avons &tendu les résultats de convergence des méthodes présentées par
Delfour, Hager et Trochu [7] au cas des systémes non linéaires d'équations différen-
tielles ordinaires. Nous avons distingué deux cas, (A) et (B). Pour le cas (A)
nous avons démontré 1'existence, 1'unicité et la convergence de la solution du pro-
bléme variationnel propos€. D'aprds les expériences numériques il semble possible
d'améliorer les résultats de convergence lorsque Y = 1 (voir la Table 1). Pour le
cas (B) nous avons &tabli des résultats dec convergence en supposant l'existence
d'une solution au probléme variationnel. Mais dans ce cas le probl&me de 1'exis-
tence et de 1'unicité de la solution du probléme variationnel n'est résolu que pour
les systémes linfaires. Dans le cas non lin€aire le probl&me n'est pas résolu et,

par conséquent, il y a €galement un probléme de mise-en-oeuvre.
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ANNEXE 1. Exemples de schémas (3.3) et (3.4)

Nous présentons les schémas obtenus de (3.3) et (3.4) pour k = 0, 1 et 2
en employant différentes quadratures 4 k+1 points; Gauss-Legendre, Gauss-Radau (&
gauche et 3 droite) et Gauss-Lobatto. Pour ces différentes quadratures l'ordre des
méthodes est 2k+l sauf lorsqu'une quadrature de Gauss-Lobatto est utilisée, dans

ce cas 1'ordre est 2k.

Les tables que nous présentons complétent celles présentées en [7]. Il est
d remarquer que certaines matrices A = (azm) de ces tables ont déja €té obtenues

par J.C. Butcher [1], [2] et F.H. Chipman [5].
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Table 2. Schémas (3.3) et (3.4) pour k=0
0
0 Gauss-Radau
= = U = 1 -
k=0 tuO ti—l + hiTO ou T, 2 Gauss-Legendre
(1 Gauss—Radau1
(A) U, = xO z,. =0 (B) U, =x =0
o~ X % 0 > N
Uip = Uil * Zia Uip = Ui Yy
Uy = Uy * hyfluy0.t50) Yo = Vg - 0EQ0.t50)
vi = hElu0etig) - 25 231 7 hEluy0et50) - Yy
23 = a3y;/(1-a;) Yiop = (=g )zy g/
Table 3. Schémas (3.3) et (3.4) pour k =1
k=1 Legendre Radauo Radau1 Lobatto
m 0 1 0 1 0 1 0 1
3-V3 343 2 1
™ | & 6 ¢ 3|3z b0 1
a 1 1 13 3 1 11
m 2 2 3 a 2 4 2 2
1 1 1 1
m(t) 73 T3 1 -3 z -1 1 -1 cas (A)
a 1 2-V3 1 _
Om -6- “6-— 0 0 —3- 0 0 0 ZO =0
2+V3 1 1 1 1
1 3 5 | 3 3|+ 01 0 % <3
1 1 1 1
Tr(Tm) -7z 73 -1 3 -3 1 -1 1 cas (B)
1 24V3 1 1
aOm g r3 0 1 g g 0 1 }’N 0
2-V3 1 1 . 1
m | 6 8 | 0 3 0 00 0 g




Table 4. Schémas (3.3) et (3.4) pour k = 2
0 1
k=2 Legendre Radau Radau Lobatto
n 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
. 5-V15 1 5+V15 0 6-V6 6+ V6 4-V6 4+ V6 1 o 1
m 10 2 10 10 10 10 10 2
a 5 8 5 1 16+V6 16-V6 16-V6 16+V6 1 1 4 1
m 18 T8 18 9 36 36 36 36 9 6 6 6
2 1 2 2+3V6 2-3V6 2-3V6 2+ V6 1
() T T3 5 1 -5 - T35 75 75 1 -3 1
- A /1E - _a/1cE 24 /& 2A_1N/&
/ 4=V i0 /=&y 1o &tV U &= 14V U
aOm 0 15 0 0 0 0 130 150 0 0 0 0 Cas (A)
a 4+/15 1 4-v15 | 9+V6 24+/6 168-73V6 | 24+11V6 24+\/6 0 11, -0
1m 74 24 75 120 600 120 120 i 17 %o T
7+2V15  4+V15 7 9-/6 168+ 73/6 24-1/6 6-1/6 6+ V6 1
a L1Teves A =0 0 0 1 0 | a, <=
2m 60 15 60 75 600 120 12 12 v i~ 72
7 4+/15  7+2V15 6+V6 6-6 24-V6 168+731/6  9-V6
20m 0 15 60 0 12 12 120 600 75 01 0 | Cas (B)
a 4-V15 1 4+V/15 0 24+1/6 24+11V6 168-73/6 24+/6 946 | o 1 1 -0
im 24 6 24 120 120 600 120 75 T 7 N
7-2V15  4-V15 7 24-11V/6 24-1/6 1
2m 60 15 0 0 120 120 0 0 0 0 0 0 o=z

VLT

*t QUYPUYPYD 92y YorUdN29 9P suoyyomba v3p amuUrFU0DYYP UOYFVUYX0Yddy
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ANNEXE 2. Exemples de schémas du cas (B) avec YN T 0 et a, = 1

Les commentaires de 1'Annexe 1 sont &galement valables ici.

Table 5. Schémas (3.4) avec yN =0, ai =1 et k=20

0 Gauss-Radau0

+
=2
-
o
e
al

"

[N

Gauss-Legendre

1 Gauss-Radau1

Table 6. Schémas (3.4) avec N = 0, o,=1 e k=1

i
k=1 m 0 1
a 1 1-V3

Om 3 6

Gauss-Legendre

a 1+V3 1

Im 6 3

1 1

0 20m 7 "7

Gauss-Radau

a L S

Im 4 12

a S 1

1 Om 12 " 12

Gauss-Radau

. 3 1

Im 4 4

a 1 J1

Om 2 2

Gauss-Lobatto

. 1 1

Im 2 2

175
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Table 7. Schémas (3.4) avec N = 0, a, = et k= 2
k=1 m 0 1 2
a 29 8-3/15 29-6V15
Om 180 45 180
8+3/15 5 8-3V15
Gauss-Legendre an 7 18 55
a 29+6/15 8+3V/15 29
2m 180 45 180
a 1 1+V6 -1+V6
Om 9 T 718 18
o} 1 88+7V6 88-43V6
Gauss-Radau alm ) 360 760
a 1 88+43V6 88-7V6
2m 9 360 360
a 88-7V6 296-169V6 -2+3/6
Om 360 1800 225
1 206+169V6 88+7V6 -2-3/6
Gauss-Radau 21n 1800 360 225
a 16-V6 16+V6 1
2m 36 36 9
a 1 1 1
Om 6 "3 6
1 5 1
Gauss-Lobatto 4 3 5 - Tf_
a 1l 2 1
2m 6 3 6

ANNEXE 3. Comportement asymptotique d'un systéme d'inégalités

Nous considérons le systéme d'inégalités suivant

(D

i

IA

1+

a

a

oi Yy>0, a>0 et bi > 0.

Ya

Y (1+a)

Ui

Vil

Sachant que

+ b. i=
i

u0 =0 et v

1,2,...

0

= 0, nous cherchons le

comportement des suites {ui}:zo et {Vi}izo lorsque a » 0'. Plus précisément,

nous distinguons les situations

Y =

1

et

0 <y < 1.
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LEMME 1. Lonsque y = 1 nous avons

u, i 1 -1 saft 1
2 e g b. + (1+2a)*7) b.,, i=1,2,...
v.| =1 l{-1 1) 1 1)) d
DEMONSTRATION. Comme

i
l+a a 1 1 1)1 0 1 -1
= -2— s
a l+a -1 1jJ{0 1+2aj|l 1

substituons cette expression dans (1), nous en déduisons

uy Y i 1 1){1 0 1 -1 5
-2 .t i-j j
vy j=1 {-1 1j{0 (1+2a) 1 1

et nous obtenons (2) aprés multiplication des matrices. [J
Lorsque 0 < vy < 1, nous obtenons le résultat asymptotique suivant.

LEMME 2. Llorsque 0 <y < 1, Le vecteur (“i’vi) venifie asympfotique-
ment L£'inégalite

2, 3. i i-j
(1+0(a))i'j+1 1+0°(a) +y 0(a) (1+y~ 7)

(3) . < .. .. .
1 0(a)(1+y1"J) 02(a)+yl-J J

vy j

[
[N e 1ol

ol 0O(a)/a >c >0 Lonsque a - 0" (pout v = 0 £L'expression peut etrne simpli-
§4ce) .

DéMONSTRATION. La matrice associée 3 (1) n'est plus symétrique. Cherchons alors
une matrice P telle que

l+a Ya A 0
A = =P P
a y(l+a) 0 A

En particulier, une telle matrice existe si les valeurs propres de A sont réelles

et distinctes.

Les valeurs propres de A ¢&tant de la forme
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>

2 1-y

() = L) L (1) ,/1+23+32[1;]2

utilisons un développement d'ordre 1 du radical pour obtenir
A(a) = LAY L 1Y aro(a ]
oi o(a)/a > 0 lorsque a - 0". Donc

X+(a) =1+ a+ o(a)

n

A (a) Y(1+a) + o(a).

Les sous-espaces propres associés 4 ces valeurs propres sont

o(a) -a
W(>\+(a)) = {(X:}’) € R22 [ ¢ }[x] = 0}
-a (1-y)(1+a)+o(a) ) \y

d'ot W(A+(a)) = [(1,0+(a))] ol 0+(a)/a + 1/(1-y) lorsque a ~ 0". De méme

:O}

Wy (@) = Doy < R [(1-y)(1+a)+o(a) va ][x]
y_(a)) = x, € :

a o(a)j\y

d'oll W(y_(a)) = [(0_(a),1)] ol 0 _(a)/a » -y/(1-y) lorsque a - o (ici [v]

est 1'espace engendré par v € Rn).

De cette facon nous avons

1 0 (a)){1+a+o(a) 0 1 0 (a) -1
4) A= - - .
0+(a) 1 0 v(1l+a)+o(a) O+(a) 1

En reportant (4) dans (1) nous obtenons

u 1 0 (a))((1+a+o(a)) ™ 0 { 1 0 (a)
< .. b..
vi] 371 {0, 1 0 (y(1+a)+o(a))*™? 0,(a) 1))

En introduisant un 0(a) adéquat nous avons

u. i 1 0a)) [(1+0(a)) 0 1 0a)
Ho< (1v0c@) J bs .

[N il

v, 521 |0(a) 1 0 Y iawE o 1

Aprés multiplication, nous obtenons
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. 2 i-j i-j

u, i ..o 140% (@)Y 0(a)(1+y™ )
oo 7 o)ttt . ) . . |b.
) 0@ A+ 0*(aywytd 3

ce qui compléte la démonstration. [
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