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APPROXIMATION DISCONTINUE DES 
ÉQUATIONS D~FFÉRENT~EM~ ORDINAIRES 

LA MÉTHODES DES cII 
François Dubeau’ 

1. Introduction 

Dans [71, Delfour, Hager et Trochu présentent des méthodes variationnelles 

de résolution d’un système d’équations différentielles ordinaires en utilisant une 

approximation discontinue de la solut ion. Ils généralisent ainsi une méthode intro- 

duite par Lesaint et Raviart C 101. Ils développent des méthodes à un pas et étu- 

dient leurs propriétés de convergence lorsqu’elles sont appliquées à des systèmes 

linéaires. 

L’objet de cet article est d’étendre les résultats de convergence aux sys- 

tèmes non linéaires. Cela permet de répondre à quelques interrogations soulevées 

dans [7] et d’identifier certains problèmes. Ainsi au paragraphe 2 nous présente- 

rons les méthodes et, au paragraphe 3, nous discuterons de la mise-en-oeuvre. Fina- 

lement, au paragraphe 4, nous donnerons les résultats de convergence. Les annexes 

contiennent des exemples et des résultats auxiliaires. 

Les techniques employées ici sont essentiellement celles développées par 

Delfour et Dubeau COI et F. Dubeau Cg]. D f autres applications de 1 ‘approche varia- 

tionnelle utilisée ici sont mentionnées aux références [63 et [73. 

Nous utiliserons les notations suivantes: X.Y et sont le produit . 

scalaire et la norme de R”. Les espaces de fonctions f: Ca,bl + R” considérés 

’ Ce travail a été réalisé partiellement à l’aide d’une subvention FCAR(EQ-252) du 
Ministère de 1 ‘éducation du Québec. 



1) espace L2(a,b;R”) des fonctions de carré intégrable muni du produit sca- 

laire OLYI = 1” x(t) 
a 

l y(t) dt et de la norme 1IxII 0 = (x,x$, 1 f espace Lco(a,b;Rn) 

des fonctions essentiellement bornées muni de la norme I)xIJo3 = ess supf lx(t) 1 : 

t E Ca,bl) et l’espace 
k 

H (a,b;R”) des fonctions ayant des dérivées absolument con- 

tinues jusqu’à 1 ‘ordre k-l et une dérivée d’ordre k de carré intégrable muni de 
k 

la norme llxllk = 1 1 llx(‘)l@‘. 
kt=o 

Des notations complémentaires seront introduit es 

lorsque celà sera nécessaire. 

2. Description de la méthode 

. . 
Considérons l’équation différentielle 

(2.11 X(t) = ww St) 9 t E CO,Tl, x(0) = x0, 

où x: CO,Tl -f R n , f: Rn x CO,TI + R” et x0 E Rn. Nous supposons que 1 ‘applica- 

tion f vérifie les hypothèses suivantes: 

i> l’application t + f(x,t) est mesurable pour tout x E Rn, 

ii) (condition de Lischitz) il existe une fonction g de L2(0,T;R) telle 

que pour presque tout t E CO,Tl et tous points xl et x2 de Rn l’on ait 

w21 If( XlLt) - f(x2Jl 2 gwlxl-x21) 

iii) l’application t -+ f(O,t) est dans L2(0,T;Rn). 

Alors, selon C. Caratheodory C31, le système (2.1) possède une solution unique 

XC’ 
0 ,x ) dans 1 H (O,T;Rn) et il existe une constante c(T) telle que 

(2.3) II ( 0 
X .;x ) - x( .;xo111, 5 c(T) [x0-$1 

pour tous x 0 -0 et x dans Rn. 

N - Considérons une partition A = (ti}i-O de l’intervalle CO,Tl, 

0 = tO < . . . < tN = T, de pas h = max(t. - ti 1: i = l,...,N). NOUS ne considérons 1 

ici que des partitions régulières, c’est-à-dire qu’il existe une constante c>o 

indépendante de la partition telle que ch<t. -t 
1 i-l L h (i = l,...,N). 



Pour chaque intervalle Ii = (ti l,ti) notons par 
k 

P (Ii;Rn) l’espace des 

polynômes de degré inférieur OU égal à k défini par 
k k 

P (Ii;R”) = (P (Ii;R))n. PO- 

sons l’espace d’approximation 

&k k 
= (U E L2(0,T;Rn): ui E P (1i;R”) i = 1 ,..A) 

est la restriction de à l’intervalle Ii. 

Le produit scalaire et la norme de 
2 L (Ii;Rn) sont notés et définis par 

t 
(u,v). = i 

1 u(t) 
i 

t 

l V(t) dt et IIUIIo i = (U,U)i* 
9 

i-l 

0 
Nous considérons alors le problème suivant: pour U. = x , trouver 

u E llh,k et une suite de vecteurs tels que 

(2.4) ‘i . V(ti) = 'i-l l V(t~-l) + (",')i + (f(u),v)i 

pourtout i=l,...,N et vAI W . Ici f(u) dénote llapplication 

t + f(u(t) ,t) : [O,Tl + R”. De plus, dans (2.4) nous avons 

(2 l  5) ‘i = aiu(tf) t (l-ai)u(tl) et ai E W (i = 1,. . .,N-1). 

Pour que le système (2.4)-(2.5) soit bien déterminé, nous nous limitons aux 

deux cas suivants: 

(A) U. = U(t;) et ai # 1 pour i = l,.. .,N-1, 

(B) UN = u(tN) et ai $ 0 pour i = l,...,N-lb 

Ceci est essentiellement la situation considérée par Delfour, Hager et 

Trochu [71, et généralise la méthode introduite par Lesaint et Raviart Cl01 (obte- 

nueenBavec a. =l). 
1 

Introduisons deux nouvelles variables qui nous seront utiles dans la suite, 

yi = ui - u(tf) le saut à gauche du noeud ti, 

2. 1 = u(tr) - ui le saut à droite du noeud ti, 
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pour chaque indice possible. Après intégration par partie du terme b-b;, i, les 

équations (2.4)-(2.5) deviennent 

(2 l  61 
(G-f(u) ,v) t z i i-l . v(tl 1) t yi . v(C) = 0 

pour i = l,...,N, et 

(2.73 aiYi = (l-ai)zi (i = 1,. . .,N-1). 

Ainsi, les cas précédents deviennent 

(A) zO 
= 0, ai # 1 et zi = yi~i/(l-~i) (i = 1,. l  .,N-1) 9 

cB) YN = ‘9 ai + 0 et yi = zi(l-~i)/"i (i = 1,. . .,N-1). 

THÉORÈME 2.1. Suppoa~ti 1~ @pokh&ti (i) , (ii) ti (iii). LU~A~UC h ti/t 

au&i&mmeti pW nuub avan &A mWlXxt4 4uiv& Q&n le ca& 

(A) L~A hptiunh (2.43, (2.53, (2.6) ti (2.7) puaadden~ une Autun 

u~ue. 

(B) En be dunnati UN ti RIZ nEgLLguM;c: lea cundfiun U. = x0, lez Qua- 

tiun~ (2.4), (2.53, (2.6) ti (2.7) puna&dent une mlu.Cun utique. 

DEMONSTRATION. (A) Supposons le problème résolu sur les i-l premiers intervalles 

et posons 

üi 1 = ui 1 t zi 1 = ui - 1 t & (Ui 1 u (t- 3). 

i-l - i-l i-l 

Selon (2.4) et (2.5) le problème est de trouver ui E P k 
(Ii;~n) et ui E R" tels * 

(24 Ui(tl l) = üi 1 

et 

(2*9) 'i . v(tf> - (ui,~)i = ui 1 . v(tl 1) t (f(Ui),Vli 

pour tOUt V E Pk(Ii;R")* Pour continuer la démonstration nous aurons recours au 

lemme suivant. 



LEMME 2.2 (Delfour et Dubeau C 61, Lemme 3.5) . S/i b U/t une @n&onn&e 

Rin&z&e caM;t;inue c&inie butt Pk(I. ;lR*) 1 ti ü ut un poiti mbiakahe de R*, 

alotr~ le p~ob.t&ne vafütionneAC WLOUWA. u E P~(L;~I") et u E IR* t& que 

U@t, 1) = ü 

u l v(ti) -  lu,;) i = b(V) 

pum ;~OU$ v E Pk(I. ;R*)I’ paaadde une doMun unique. CI 
1 

A 1 ‘aide de ce lemme nous pouvons construire une suite I (u!,$)l; * dans 

R 2 1 (u!,ul)l = laquelle (uF),UX) est choisi arbitrairement et pour 1 i est uniquement 

déterminé, selon le Lemme 2.2, par ui e+l(,l 1) = üi 1 et 1 l équation variat ionnel le 

rp tl le+1 l a 

i . v(ti) - (“i ,v)i = ui 1 . v(ti 1) + (f(ui),v)i 

k 
pour tOUt V E P (Ii;~*). 

Il est possible de montrer (voir Delfour et Dubeau COI, Théorème 3.6) que 

la suite &}y 0 k 
= converge vers un polynôme ui E P (Ii;Rn), que la suite d3 

00 
i &=O 

converge vers le vecteur ui E Ill* vérifiant 

ui . v = ui 1 . v + (f(Ui),V). 
1 

pour tout v E Ill*, et finalement que le couple 

équations (2.8) et (2.9). 

(B) En négligeant la condition 

est 1 ‘unique solution des 

uO 
0 =x, ce cas se ramène au premier en 

procédant à rebours c’est-à-dire de l’intervalle IN à Il. 0 

REMARQUE 2.3. Afin de résoudre complètement le cas (B) il faudrait déter- 

miner 0 UN de telle sorte que U. = x . Nous pourrions également procéder comme 

dans la situation (A), fixer U. = x0 et chercher z o de façon à obtenir yN .= 0. 

Nous reviendrons sur ce problème à la fin du paragraphe 3. 



Pour simplifier, supposons que n = 1 dans cette section. Pour résoudre 

numériquement (2.4) et (2.6) nous intégrons les produits scalaires à l’aide d’une 

quadrature à ktl points, d’abscisses {TO,.. .,rk] c CO,11 et de poids 

(a 0 ,eee9ak)j de la forme 

V*U 
1 k 

0 
P(t) dt = 1 ajp(Tj) 

j=O 

et exacte pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à 2k-1. 

Définissons les polynômes suivants, selon le cas, 

(A) em(r) = Il J et 
jzl 'mwrj 

Vrn(Tl = 
1 

0 (A) dh m 
(1 2 m 2 k) 

‘2: 
j*m 
k-l r-r. r 

(B) B,(r) = n 1 et v,(r) = 
j=O 'mwrj 

8 (A) dX 
0 m 

(0 5 m 5 k-l) 

j+m 

et 

k r-r, 
4,( 1 r = Il J 

j=O 'mmrj 

(0 5 m 5 k). 

j+m 

tervalle 

Notons 

CO,ll. 

le polynôme de Legendre de degré k défini par rapport à 1 ‘in- 

Il sera normalisé, selon le cas, de la façon suivante: 

(A) ~(0) = 1 
k 

(alors T(l) = (-1) ), 

(B) ~(1) = 1 k (alors ~T(O) = (-1) ). 

Si P est un polynôme défini sur 1 *intervalle 

lynôme pi sur l’intervalle Ii d’après 

[O,ll, définissons le po- 

NOUS obtenons de cette façon &m, vim, $im et hi. Finalement posons 
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(3.2) 
k 

ui(t3 = C UimPim(t) 
m=O 

où u im = ui(tim) et tim = ti 1 t rmhi. 

THÉORÈME 3.1. Si (3.1) int$gtte exactemeti la polynûmti de degM Zk-1 et 

moina, Lti @..~a..Goti (2.4), (2.5), (2.6) ti (2.7) condtieti aux bchtiud numtiquti 

mi.van& 

(A) U. = x0, z. = 0 et 

k 
U i. - = Ui 1 + hi 1 

m=O 
a1 m f("im, tim) t 71(r~)zi 1 (a. = O,...,k) 

(3.3a) 
k 

'i = Ui 1 + hi 1 am f(U 
m=O 

imStim) 9 

avec 

(3.3b) 

où 

(3.3c) 

I yi = (-llKChi 1 am f(Uim,tim)~(r ) 
m=O m - zi 13 

l atm 
= amC7r(r$Om 

-1 t at V~@~)I, vo E 0 

pouh i = l,...,N. 

(B) U. = x0, yN = 0 ti 

i 

k 
uil = ui - hi c 

m=O 
alm f("imStiml - TC-re)yi (l = 0 I...,kl 

(3.4a) 
k 

U i-l = Ui - hi 1 am f(u 
m=O 

.jm9tim) 



I 'i = (l-ai)zi/ai ('i + '1 

(3.4b) 
k 

Z i-l = (-l)k[hi 1 am f(uim,tim)~(~m) - yil 
m=O 

où 

(3.4c) 

pouA i = l,...,N. 

I = amLk('cL)Gm + ailvl(rm)l) Vk ' ' 

k-l 
0 m = - 1 ej(l)v.(r )a? 

j=O 3 mJ 

DÉMONSTRATION. Voir Delfour, Hager et Trochu c71, Proposition 3.1. 0 

REMARQUE 3.2. Si les quadratures utilisées en (A) et (B) sont reliées par 

les relations suivantes 

aB A 
j = akBj 9 

j = O,...,k, 

rB j 
= 1 - TA 

k-j' 

nous obtenons B A 
aQ,m = ak-&k-m' Ainsi nous passons facilement des schémas (A) aux 

schémas (B) et nous pouvons compléter les tables présentées en C7l (voir 1'Annexe 1). 

REMARQUE 3.3. Si ai = 1 (i = l,...,N-1) en (B), alors yi = 0 

Ci =l ,...,N) et il est possible de procéder comme en (A) en partant de i = 1 

jusqu’à i = N. Il suffit de remarquer que les équations (3.4a) deviennent 

k 

uiL - = Ui 1 + hi 1 Cam - a~mIf(uim,tim) 
m=O 

k 

'i = 'i-1 ' hi C am f("im,tim) 
m=O 

et possèdent une solution unique lorsque U i-l est donné (ce schéma, initialement 

présenté par Lesaint et Raviart CiO], fait également partie de la famille de schémas 

étudiés par Delfour et Dubeau 161). Quelques exemples sont présentés à PAnnexe 2. 



REMARQUE 3.4. Dans certaines situations il est facile de montrer 1 ‘exis- 

tente d’une solution aux équations (3..4). 

Par exemple dans le cas linéaire, le système (2 .l) est de la forme 

(33 i(t) = Wlx(tl + b(t), t E CO,Tl, x(0) = x0. 

Pour construire une solution numérique à (3.5), selon (3.4), il suffit de considérer 

les systèmes suivants 

(3.6) a. & t E CO,Tl, X~(T) = e , L = l,..., n 

(3Jl = Amp(t) -t b(t), t E [O,T], X~(T) = 0 

111 
L 1 -1 0 et de remarquer que x = 1 f3 x t x où B = CxU(0). . .x;(O)1 (x 

Le=1 le p 
- ~~(0)). Lors- 

que nous appliquons le schéma (3.4) avec HN = e d- .t (l = l,.. .,n) et U 
PN 

= 0 aux 

systèmes (3.6) et (3.7) nous obtenons a. uH (L = l,...,n) et up. Il suffit alors 
n - L -1 0 de prendre u = 1 B u t u où B = LUHo.. .UEol (x 

&llH p 
- U 

PO 
) lorsque la matrice 

= 
1 .Uiol se comporte comme la matrice non singulière [X~(O). . .x:(O) 1 (ce qui 

est le cas lorsqu’on a convergence des méthodes (A) lorsque h tend vers 0) . Pour 

montrer que cette solution est unique il suffit de montrer que la solution U 

respondant au système 

X(t) = WMt) 9 t E CO,Tl, x(0) = 0 

n 
est identiquement nulle. Dans ce cas prenons u = 1 a 

te 1  UN~% (Où ut = C”~19 l  l  l 9uNnl) l  

Ainsi UN = UN et par unicité de la solution (pour UN donné) nous obtenons G = u 
n 

d’où vo = U. = 0. Alors a 1 UNIUHO = 0 entraîne que UNa. = 0 (R = 1, . . . ,n) et 
le=1 

donc u=O. 

Dans le cas non linéaire, pour n = 1, considérons la solution x de 

X(t) = f(xW ,t) 9 t E [O,Tl, x(0) = x0. 

1 Comme l’application UN + UO(UN): R + !R est continue, si nous prenons UN < x(T) 

2 et UN > x(T) avec h suffisamment petit nous aurons UO(UN) < x 0 2 0 et uo(uN) > x . 
1 
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0 Ainsi par continuité il existe un UN tel que UO(UN) = x . Dans ce cas l’unicité 

reste à établir. 

Finalement dans le cas général, le problème est ouvert. Numériquement nous 

pouvons chercher UN tel que Uo(UN) = 0 en procédant de i = N à i = 1, ou 

bien chercher ‘0 te1 que yN(‘o) = 0, en procédant de i = 1 à i = N. 

4. Résultats de convergence 

Dans cette section, en supposant l’existence d’une solution au système 

(2.4) -(2.5) dans chacun des cas (A) et (B) , nous démontrons la convergence des mé- 

thodes et établissons des estimations d’erreur. Les t ethniques de démonstration 

utilisées ici sont essentiellement celles développées par Delfour et Dubeau C63 et 

F. Dubeau L-93. 

Pour simplifier l’exposé, nous supposons que la fonction g de la condition 

de Lipschitz (2.2) est essentiellement bornée, c’est-à-dire Ig(t) 1 5 c p.p. dans 

[O,Tl, et que les partitions utilisées sont régulières. La lettre c est un terme 

générique désignant des constantes indépendantes du pas h de la partition. 

4.1. Résultats Preliminaires 

Dans ce qui suit, la norme de v E Lw(Ii;Rn) est notée l Il iv 00 i et la 
J 

k norme de v E H (I#) est 

(44 

LEMME 4.1. 

9 de 

SuppOAOMn &55 hq@h&ti (i), (ii) c),f: (iii). 

L 2 (Ii ;IRn) 9 nati aVOIlA 

(f(P)-f(q) jv)i ’ ’ ht Ilp-qll0 illvll~ i > > 

puuh /tas v E Pk(Ii;W”). 
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DÉMONSTRATION. De 1 (inégalité de Cauchy-Schwarz et de 1 *hypothèse (ii) nous avons 

Cf (PI -f (4) ,v> i ’ “’ g(t) Ip(t) - q(t)! Iv(t) 1 dt 
t i-l 

’ Il gll 0 ill P-911 0 ill vll 00 i > 9 9 

et le résultat suit du fait que g est essentiellement bornée. 0 

Pour tout vecteur y = (yl,...,y,) de IRn, l'expression pi est l'élé- 

ment de k P (Ii;P) défini par qi = (yl~i, . . .,ynri) où hi est le polynôme de 

Legendre introduit à la section 3. 

LEMME 4.2. Peuh poux y E P nouA avonb 

(4.2) (p,Wi)i = O 

puwL ttoti p E P k-l(Ii;Rn), ~ 

(4.3 (x,yy) i 5 c h~$x(")ll, il y1 > 

a. 
j3UWZ &7uk X E H (Ii;Rn) CLVW L 5 k. 

DÉMONSTRATION. Nous obtenons (4.2) de la propriété d'orthogonalité du polynôme de 

Legendre, et (4.3) à 1 'aide d'un développement de Taylor. Cl 

En utilisant un développement de Taylor en ti 1 ou ti selon la situa- 

t ion, nous obtenons le 1 emme suivant. 

LEMME 4.3. Sia x E Hktl(O,T;Rn) ti 

nh,k x = (u E l-Ihjk= u (t-) ( 1 . i i = x(ti) OU ui(tr 1) = x(ti 1) PU~ i = 1, l  l  .,N) 

inf(llx-ul[l: u E TIhpk(x)) I c hkfl-'~/x(ktl)IIo 

Uù 

N 
II II l  L  = { C l l ’ l le, i } i ’  0  

i=l 



Considérons l'espace 

où "w = (WJ) et définissons 

Pk-l(Y;R", x R” muni de la norme 

N 
II I II w = lb4 i o i t hall/ 

9 

'opérateur de projection (dans la norme 2 L ) 

p: P k (Ii;R") -f P k-'(Ii;R") (si k = 0 prenons Pkwl(Ii;Rn) = {OI). 

LEMME 4.4 (Delfour et Dubeau [63, Lemme 3.4). PappRictian J dE&inie patt 

u -, Ju = (?'u,u(t n 1)): Pk(Ii;lRn) 3 Pk-l(Ii;iRn) x IRn 

% B,, .ind@endantti 

pa&tiZLun, MYeA que 

(4.4) B II 4 1 9 0 0 i ’ II l J” I II i ’ B211 ulI 0 i l  ’ 9 

4.2. Étude du cas (A) 

THÉORÈME 4.5. si Ra auhtiun de (2.1) 4n;t dam H'~~(o,T$), aXu~ Z 

exi.He une cunhtante c .teLLe que, puu/t h ~u~&hxmmen..t peLLt, la mlhtiun dQn 

@mLi.una (2.4)-(2.5) v@ù&i.e 

(4 l  51 IIU-XII o t maX(lUi-X(ti)l: i = O,...,N} < 

où y = max{lai/(l-oi)l: i = l,...,N-1). 

c h lb k (k+q 
0 ni y=1 

c hktlllx(k+l)ll o ai y<1 

DEMONSTRATION. Posons y0 = 0 et considérons l'intervalle Ii. Les solutions x 

et u de (2.1) et (2.6) vérifient 

(;-x,v) i - (f(u)-f(x),v)i + zi 1 . v(t~ 1) t yi . v(tf) = 0 

k pour tout v E P (Ii;Rn). En prenant v = yi~i nous obtenons, d'après (4.2) et la 

définition de r., 1 

-(X,Yi’j.)i - (f(u)-f(x),yiqi + zi 1 . yi + (-l)klyi/2 = 0. 

Mais (‘i-1( ’ YIyi-119 alors en utilisant (4.1) et (4.3) nous obtenons 
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(4 l 6> 

En intégrant par partie le terme &,v> i de la relation (i-f(x) ,v) = 0 i 

nous avons 

V-7) ‘Cti> . v(ti) = X(ti-l) . V(tti-l) + (x,~)i + (f(x),v)i 

k 
pour tout v E P (Ii;Wn). Soustrayons (4.7) de (2.4)) nous obtenons 

(4*8) CUi-x(ti)l l  v(ti) = Cui-l-x(ti I)l l  V(ti 1) t (U-X,;) + (f(U)-f(X),V).. i 1 

Si nous posons v(t) = Ui - x(ti) dans (4.8) et utilisons (4.1) nous obtenons 

(4.9) lui - X(ti)l I lui 1 - x(ti 1)1 t c ht//u-xl10 i. 9 

Considérons un polynôme arbitraire k ü E P (Ii;lRn) et écrivons (4.8) comme 

suit : 

(4 .lO> Cui-x(ti) 3 . v(tf> = Cui-l-x(ti 1)1 . v(tr l) t (u-u,;)i t (ü-x,~) i 

+ (f(u)-f(ü),v)i t (f(ü)-f(X),V)i' 

Prenons v E Pk(Ii;a”) solution de l’équation différentielle 

;(t) = -P(u-ü) (t) t E Ii, vq = 0. 

Dans ce cas Iv(t) ( ~ h~ll~(u-ü)l10 i pour tout t E 1.. De plus 1 (u-Ü,p(u-Ü)) = 
> i 

IIP (u-3 II 2 
0,i’ Nous obtenons alors de (4 .lO) et de (4 .l) 

- 
II p (u-u) II o i 5 htlui 1 - 

9 ‘Cti-ll 1 + c hl(u-U11 o i + (ltc h) 11ü-x11 o i. 9 9 

Cette inégalité combinée à (4.4) donne 

(B,-c h)llu-ÜII, i < (l-te h)Cllü-xllo i t htCIui 9 9 _ - X(ti-l) 1 $- Iu(ti 1) -‘ü(tf 1) Ill* 1 

Comme B, > 0, pour h suffisamment petit B1 - c h > 0 et (ltc h)/(B1-c h) 2 

WB,) l  
Il existe alors une constante c indépendante de h telle que pour h * 

suffisamment petit 
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(4.11) Ilu-UTI, i 5 c h:rlui 1 - x(ti l)I t Iu(tt, 1) - ü(tl l)l] t cliU-,llO i. 
9 9 

Utilisons (4.11) dans l’inégalité triangulaire 

II 41 0,i et prenons ü tel que U(t: 1) = ‘Cti-l> ’ 

yIYimll 9 nous obtenons 

(4.12) II U-XII o i I c h’CI ui 1 - 
3 x(ti 1)I + yIyi-ll3 ’ cllü-xl10 i’ 9 

Reportons (4.12) dans (4.9) et (4.6), nous obtenons le système d’inégalités suivant: 

(4.13) 

0 
t 

c  hkt i l lx(kt l )  l  II 0,i 1 

Pour Y = 1, d’après le Lemme 1 de 1lAnnexe 3, nous avons 

i 
lui - x(ti) 1 t Iyil 5 c hf c (1+2c h)i-jCl/ü-xl/O j -t hkl/x(ktl)l/O jl. 

j=l 9 9 

Mais, par régularité de la partition et pour h suffisamment petit, nous avons 

(4.14) 

. 
f (lt2ch)2(i-j) < (1t2ch) 

2i 

4ch( l+ch) 
< exp(4chN) < &-l 

j=l - 4ch(ltch) - l  

(4.15) lui - ‘Cti) l + IYil 5 dllü-xl1 o t hkj( x(k+l) II,] . 

En reportant (4.15) dans (4.12), nous obtenons 

(4.16) 

puisque 

et a(h) 

bxlio 5 cCI/u_x/Io t hkllx(ktl)l/o]. 

Pour O<y<l, d’après le Lemme 2 de 1’Annexe 3, nous avons 

lui - ‘Cti) 1 

1 1 
< c f (l+ch)i-j 

‘i j=l 9 
j::: t chktt/Ix(ktl)/~O 

1 t yi-j 5 2 et pour h suffisamment petit 1 t y i-jo2(h) 5 2, ltch L 2 

5 ch. Ainsi, en utilisant (4.14) , nous obtenons 
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(4.18) lui - x(ti)l I cCIIü-xllO + h(ktl)~/x(ktl)~lO]. 

De (4.12), et en utilisant (4.17) pou% yi 1, nous avons 

II U-XII 0 i ’ ch i > lui 1 - x(ti l)l + cllU-Xll 0,i 

i- 1 
t ch 1 (ltch) 

j=l 
i-l-j[Ilü-x~~ o j + hk~lx(ktl)lI o j (hztyi-l-j)] . 

9 3 

Alors nous obtenons de (4.14) 

II U-XII 5: i 0 9 i Ch C lui 1 - x(ti ~)l t IlU-~llo -t hkt211x(kt1)/)oJ + cllü~xll 0 i 9 
(4.19) . 

t chktl ‘il i (ltch)y,i-l-j/lx(ktl)~~o j. 
j=l 9 

Considérons les vecteurs suivants de N IR 

et 

A = 
i 

0 . . . 0 

1 l *. 
0 y*. : . . . . . . . . . . . . . . . 
0 .0’1*0 . . . 

1 

de normes Iv1 = I~X~~~, Iv1 = llü-x11,, Iv1 = N” < 

!Ail 2 1111. Alors, (4.19) et (4.18) donnent 

i 

A 

ch-” ‘, IA1 = Il~(~+l)/l~ et 

V 2 ch+llü-xii o t h k+lljx(W II,Iv + cv + ch ktl N-1 
c C(ltch)yli-‘Ai. 

i=l 

Mais pour h suffisamment petit (l+ch)y < 1 

Nj1 C(l+ch)yli-’ < 1 - (;tch)y , 
i=l 

et comme 1 - (1tch)y -+ l-y quand h -+ 0 t , nous obtenons 



(4.20) Ilu-xllo 5 cCl/ü-xIIo -t hk+lllx(k+l))l ,1 l  

Nous achevons la démonstration en utilisant le Lemme 4.4 et les inégalités 

(4.X), (4.16), (4.18) et (4.20). E 

4.3. Études du cas (B) 

THÉORÈME 4.6. Si pou.~ b.cte donn& &i&h.& x0 &a mtuZiun x du ~yh- 

X&ne (2.1) e& dati Hktl (0,T;W") e-t aW ex&/te une conGante c, indEpendante de 

x, sue que /Ix(ktllllg 5 c, ahti il ex/inXe une cun&tanXe c &&k que, puuh h 

&qj&&unment @Lt, AZutie au.htiun u E TI h’k du Cqutiun~ (2.4)-(2.5) véM&ie 

ch k ai y=1 
(4.21) IIu-xII~ + max(lUi - x(ti)l : i = O,...,N} i 

chktl ai. y<1 

où y = max(l(l-ai)/~i~: i = l,...,N-1). 

DÉMONSTRATION. Soit u une solution des équations (2.4)-(2.5). Nous avons 

0 
'()('N) = x . Considérons la solution z du système 

k(t) = f(z(t) ,t) 9 t E COJI, z(T) = UN. 

D'après les résultats du Théorème 4.5, nous avons par symétrie 

f I chkl ~(~+l)ll 0 si y=1 

(4.22) lb-41 o t max{lU. - z(ti)l: i = O,...,N} I 1 
chk+l II z cktl) 11 

0 si Y<1 

où y = max(l(l-ai)/ail: i = l,...,N-1). Puisque IIz'~~~'I/~ < c (et que la cons- 

tante C apparaissant dans (4.5) ne dépend que de 

(2.3) et (4.22) 

(4.23) 

llz(k+l)// 1 0 ’ nous obtenons de 

ch k 

llx-zlll 2 c(T) lx0 - z(O)1 5 
si y=1 

chk ' si 
. 

Y < 1 

Mais comme I~X-zI[, t Ilx-zllo 5 cIIx-zIIl, nous déduisons le résultat de (4.22) et 

(4.23). E 
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4.4. Superconvergence aux noeuds 

Pour obtenir un résultat de superconvergence aux noeuds, nous devons éta- 

blir les résultats auxiliaires suivants. 

COROLLAIRE 4.7. SOU lu hypokh&m du ThQmihe 4.5 (ou 4.6) noti mm 

(4.24) 

chk-Rllx(k+l)li 0 ni y=1 

II U-XII < R chk+l-L,,x(k+l)ll () ai y<1 

/ma a. = O,...,k. 

DÉMONSTRATION. 
k Pour & < k et pour tous u et Ü E P (Ii;R"), nous avons 

llu-uli,,i I ch-Lliu-Ü/IO i. Ainsi pour x E Iik'l(O,T;~n) nous obtenons 9 

Il U-XII a,i ~ li"-üll,,i + llü-xll, . I ch-~llu-üiilo i + Jl"xlle,i 31 9 

2 ch-$u-xli o i t ch-'l/u-,ng i t Ilü-xll~,i. 9 9 

Alors 

II U-XII .L 5 ch-Lllu-xll o t ch-eli;-x//O + llü-xii,, 

et le résultat suit du Lemme 4.4 et du Théorème 4.5 (ou 4.6). 0 

COROLLAIRE 4.8. SOUA &A hypa;thti~ du ThEotrème 4.5 ( ou 4.6 1 noti avoti 

(4.25) 
ch k-s hi y=1 

Il x-dl yi 5 
chk+i hi. y<1 

~OU. i = l,...,N. 

DÉMONSTRATION. Nous avons 

II U-XII ",i I h$~u-xl/0 i + hilju-xlll il 5 ch-+llu-xl10 + hllu-xllll 
9 9 

et le résultat suit de (4.24). Cl 



Finalement, sous certaines hypothèses supplémentaires nous pouvons augmen- 

ter l'ordre de convergence aux noeuds. 

THÉORÈME 4.9 (Delfour et Dubeau 161, Théorème 4.6). Suppuhuna &h hypdh&- 

,iseh du 7hQutrdme 4.5 (uu 4.6) et 

af. 
A(t) = fx(x(tl 31 CaijCtl = 2$ (x(t>9t)) 

j 

exi&te e,t 4~ cu&unnU auti dam Hk(O,T;lRn); 

(ii) Lt exi&e un vudtiqe V de Puhigine de lRn eX une cun&tanke pu&& 

I fCYd1 -f(x(tl J) - A(t) (Y-x(t)) I 5 Bl x(t) - Y12* 

(4.26) 
ch2k Ai Y = 1 

maXf[X(ti) - Uil: i = O,...,N} 5 ch2k+l Ai y<l.cl 

REMARQUE 4.10. Le résultat (4.26) pour Y = 1 résoud partiellement une 

conjecture présentée par Delfour, Hager et Trochu [71. La Table 1 résume la situa- 

tion (y = 1 correspond à a. = 4 et a. = -m). 
3 J 

Table 1. Taux de convergence (i) démontrés et (ii) observés. 

k 

5 

1 

pair impair 

-00 -oO<&ï; 9 2 1 -00 -cQ<a.<; 3 i 

( 1 i k k+l* k k k+l* k 
II U-XII 0 (ii) k k-t1 k+l k-t-1 k+l k 

( > i 2k 2ktl* 2k 2k 2k+l* 2k 
maxlUi-x(ti)l 

(ii) 2k 2ktl 2kt2 2k+2 2ktl 2k 

* 
Démontrer par Delfour, Hager et Trochu C71 pour des systèmes linéaires. 
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REMARQUE 4.11. 

et (3.6) il faut prendre la quadrature (3.1) exacte pour les polynômes de degré 

(voir les essais numériques de A. Chalifour C43, Delfour, Hager et Trochu C71 et 

Delfour et Trochu C8l). 

Pour observer numériquement (4.27) avec les schémas (3.5) 

2k 

5. Conclusion 

Nous avons étendu les résultats de convergence des méthodes présentées par 

Delfour, Hager et Trochu L-71 au cas des systèmes non linéaires d’équations différen- 

tielles ordinaires. Nous avons distingué deux cas, (A) et (B) . Pour le cas (A) 

nous avons démontré l’existence, l’unicité et la convergence de la solution du pro- 

blème variat ionnel proposé. D’après les expériences numériques il semble possible 

d’améliorer les résultats de convergence lorsque y = 1 (voir la Table 1). Pour le 

cas (B) nous avons établi des résultats do convergence en supposant 1’ existence 

d’une solution au problème variationnel. Mais dans ce cas le problème de l’exis- 

tence et de l’unicité de la solution du problème variationnel n’est résolu que pour 

les systèmes 1 inéaires . Dans le cas non linéaire le problème n’est pas résolu et, 

par conséquent, il y a également un problème de mise-en-oeuvre. 
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ANNEXEl. Exemples de schémas (3.3) et (3.4) 

Nous présentons les schémas obtenus de (3.3) et (3.4) pour k = 0, 1 et 2 

en employant différentes quadratures à ktl points; Causs-Legendre, Gauss-Radau (à 

gauche et à droite) et Gauss-Lobatto. Pour ces différentes quadratures l'ordre des 

méthodes est Zktl sauf lorsqu'une quadrature de Gauss-Lobatto est utilisée, dans 

ce cas l'ordre est 2k. 

Les tables que nous présentons complètent celles présentées en 171. Il est 

à remarquer que certaines matrices A = (a 1rn ) de ces tables ont déjà été obtenues 

par J.C. Butcher Cl], C2l et F.H. Chipman C51. 



173 

Table 2. Schémas (3.3) et (3.4) pour k = 0 

. . 

0 Gauss-Radau 0 

k=O t uo - = ti 1 t hlo où ho = 

i 

~ Gauss-Legendre 

1 Gauss-Radau 1 
1 

(A) U. = x0, z. = 0 (B) U. = x0, yN = 0 

U i0 - = ui 1 + zi 1 u. 
10 

= ui - yi 

'i = ui 1 + hif(ui09tiO) U i-l = ui - hif(Uio,tio) 

yi = hif(uio,tiO) - zi 1 Z i-l = hif(uio,tiO) - y. 
1 

Z. 
1 

= ~iYil(l-ai) Y- l-l 
= (l-ai-l)zi-l/oi-l 

Table 3. Schémas (3.3) et (3.4) pour k = 1 

Radau 1 Radau 0 Legendre Lobatto k=l 
- 

0 1 0 1 0 1 0 1 m 

'rn 

a m 

- 

0 $ 1 
3 IL 

3-i/3 3+v3 
6 6 0 1 

1 1 
2 2 

3 1 
4 4 

1 1 
2 2 

1 -1 
1 1 

77 -VT 

1 2-ti3 
6 6 

2tv3 1 
6 0 

cas (A) 

0 0 zO = 0 

1 a. I- 12 1 0 

1 1 
-n ïE 

1 2tv3 
6 6 

2-v3 1 
6 'is 

-1 1 cas (B) 

0 1 
yN 

= 0 

1 cii > 7 0 0 



Table 4. Schémas (3.3) et (3.4) pour k = 2 

k=2 

m 

T 
m 

a m 

l-(Trn> 

aom 

alm 

a2m 

aom 

alm 

a2m 

Legendre 

0 1 2 

5-dl5 1 St-V15 
-m--- 2 -ni--- 

5 8 5 
18 18 18 

2 1 2 
3- -2 3- 

7 4-dl5 7-2/15 
60 --E--- ---a-- 

4+I/15 1 4-I/l5 
24 6 24 

7+21/15 4+1/15 7 
--a--- --E--- 60 

7 4+L/15 7t2I/l5 
37 --E--- -m--- 

4-I/l5 1 4-tI/l5 
24 6 24 

7-21/X 4-I/l5 7 
00 --ï-r- 60 

Radau 
0 

0 1 2 

O-V6 6td6 
0 - - 10 10 

1 X+v6 16-V6 16-ti6 16+L/6 1 
9 36 36 36 36 9 

2+3\J6 2-3d6 
l-25 -25 

0 0 0 

9td6 24+ d6 168-73j/6 24+11j/6 24-t d6 
75 120 600 ---Ta-- ---mi- 0 

9-d6 168t73d6 24-j/6 6-j/6 6++6 
75 600 -ïm- 12 12 0 

6wkj 6-I/6 
0 - - 

24-d6 168t73d6 g-j/6 
12 12 120 600 75 

0 24td6 24+11d6 168-73d6 24q/6 9 td6 
--ix- ---m- 600 120 75 

0 24-lld6 24-1/6 
---in-- 120 

Radau 1 Lobatto 

0 1 2 

4-d6 4w6 
10 10 1 

2-3ti6 2t3d6 -- 
25 -25 1 

24-d6 24-llI/6 
-mi-- 120 0 

0 0 0 

0 1 2 

0 + 1 

0 0 0 Cas (A) 

1 1 
4 4 O 

0 1 0 

0 1 0 

0 l l 4 4 

0 0 0 

zO = 0 

1 a. i' - 12 

Cas (B) 
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ANNEXE 2. Exemples de schémas du cas (B) avec yN = 0 et oti = 1 

Les commentaires de PAnnexe 1 sont également valables ici. 

Table 5. Schémas (3.4) avec yN = 0, ai = 1 et k = 0 ~~ 
0 Gauss-Radau 0 

k=O t = ti 1 t hiTO où ~~ = i0 - $ Gauss-Legendre 

1 Gauss-Radau 1 
-~~ 

'i =uil i t h f(Ui'ti0) 

Table 6. Schémas (3.4) avec yN = 0, ai = 1 et k = 1 

k=l m 0 1 

1 l-V3 
aom 3 6 

Gauss-Legendre 
ltV3 -1 

alm 6 3 

1 1 

0 aom 4 -4 Gauss-Radau 

1 5 
alm 4 12 

5 1 
aom 12 -12 

Gauss-Radau 1 

3 1 
alm 4 4 

1 1 
aom 2 -2 

Gauss-Lobatto 
1 1 

alm 2 2 

175 
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Table 7. Schémas (3.4) avec yN = 0, ai = 1 et k = 2 

k=l m 0 1 2 

29 B-n/15 29-6d15 
aom 180 ---K-- ---m--- 

Gauss-Legendre B+d15 5 S-dl5 
alm 72 18 ---E--- 

29+6d15 B+d15 29 
a2m --En- 45 180 

1 l+d6 -1+d6 
aom 9 18 --a-- 

Gauss-Radau 0 1 88tti6 88-4ti6 
alm 9 360 360 

1 88+4ti6 BS-7V6 
a2m 9 360 --zô-- 

88-ti6 296-169d6 -2d6 
aom 360 1800 225 

Gauss-Radau 1 296+16d6 88d6 -2-ti6 
alm 1800 360 225 

16-V6 16+d6 1 
a2m 36 36 9 

1 1 1 
aom 6 -- 3 6 

Gauss-Lobatto 1 5 1 
alm 6 12 

-- 
12. 

1 2 1 
a2m 6 3 6 

ANNEXE 3. Comportement asymptotique d'un systàne d'inégalités 

Nous considérons le système d'inégalités suivant 

où Y ’ 0, a>0 et bi 2 0. Sachant que u. = 0 et vo = 0, nous cherchons le 

comportement des suites {u~};-~ et {I&~ lorsque a -+ O+. Plus précisément, 

nous distinguons les situations y = 1 et 0 i y < 1. 
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nau.4 avan 

i 1 [ I c 
j=l 

1 1 i II b i = 1,2,... 
1 1 j' 

DÉMONSTRATION. 

substituons cette expression dans (1)) nous en déduisons 

et nous obtenons (2) après multiplication des matrices. Cl 

O<y<l, nous obtenons le résultat asymptot ique suivant. 

LEMME 2. Lamque 0 I y < 1, le veckeutt (u; JVi) vE4&ie aA qrnp&?tique- 

u. 
(31 

1 

il 

5 E (ltO(a))i-j+i 

vi j=l 

Où O(a)/a -+ c > 0 .bUyu~ a + 

&Se) . 

. 
l+O 2 (a) tyis3 à(a) ( ltyi-j) 

0(a) (l++j) 02(a)+yi-j 1 b. J 
i = 1,2,... 

DEMONSTRATION. La matrice associée à (1) 

une matrice P telle que 

l-ta ya 
A= 

a ru+4 

n* est plus symétrique. Cherchons alors 

1 = P xl O p-l 

1 

. 
0 A2 

En particulier, une telle matrice existe si les valeurs propres de A sont réelles 

et distinctes. 

Les valeurs propres de A étant de la forme 



x,(a) = U+y) (11-a) + (1-Y) J&pz 
2 -2 I 1 l-y ’ 

utilisons un développement d ‘ordre 1 du radical pour obtenir 

(l+rl(l+a> + 1-Y x+(a) = 2 - - 2 Cl+a+o(a)l 

où o(a) /a -+ 0 lorsque a 3 Ot . Donc 

A+(a) = 1 + a + o(a) 

A- 00 = y(lta) + o(a). 

Les sous-espaces propres associés à ces valeurs propres sont 

o(a) - a 
W~t(a> 1 

2 = ((~,y) E R : 
I 

= OI 
-a (1-Y) uta> +0(a) 

d’où W(X+(a)) = C(l#+(a))] où O+(s)/a -) 1/(1-y) lorsque a -) Ot. De même 

2 (l-y) (l+a)+o(a) ya x 
W(Y+m = (~,y) E R : 

a Ii 01 Y 
= 0) 

d’où W(y (a)) = C(0 (a),l)l où 0 (a)/a -+ -y/(l-y) lorsque a 3 O+ (ici Cv3 

est l’espace engendré par v E Rn) . 

De cette façon nous avons 

(41 
A = Io,:., “-:“‘jj”“n”‘“’ y(lta)Io(a)][0+ra) L’:a)]-’ ’ 

En reportant (4) dans (1) nous obtenons 

En introduisant un o(a) adéquat nous avons 

Après multiplication, nous obtenons 

0 

Y i-j (l+u(a)li-j 
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I f (l+O(a))i-j+l 
l+OZ(a)yi-j U(a) (l+yi-j) 

j=l ‘. O(a) (l++j) 1 
b. 

02(a)+yi-j ’ 

ce qui complète la démonstration. 0 

PEptioneti de mathtitiquti 
CoLLdge mili&Wuz &a yaL de %-Jean 
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