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QUASIANALYTICITÉ SUR UN ARC RECTIFIABLE 
M. Assouyat 

Résumé 

Dans ce papier on étudie une nouvelle classe quasianalytique définie sur un 

arc rectifiable J et on déduit une quasianalyticité ordinaire pour l’opérateur dif- 

férentiel (DZ-Pk)(‘), oÙ k 2 1, z E J et (Pk); appartient a C”(J). 

Abstract 

In these papers, we study a new quasianalytic class defined on a rectifiable 

arc J and deduce an ordinary quasianalyticity for the differential operator 

(DZ-Pk)(‘), where k 2 1, z E J and (Pk); belongs to Cm(J). 

0. Introduction 

Dans toute la suite deoe papier, J désignera un arc rectifiable et orien- 

té du plan. De plus on définit sur J une relation d’ordre 2 (paramétrage par la 

longueur d’arc) . Qn donne aussi les extrémités (initiale et finale) Cl et C2 de 

J, (51 + r2 donc J n’est pas réduit à un point) . 

,eur d T arc” 



122 

1. DÉFINITIONS. 

i) On définit la différentiabilité sur J comme dans [2] et cl, pp. 123- 

1241 . 

ii> (wk); désignera toujours une suite de fonctions continues et stricte- 

ment positives sur J avec w. = 1. De plus pour chaque entier naturel k, wk 

est strictement croissante. 

iii) On dira qu'une fonction f est n-fois continûment différentiable rela- 

tivement à la suite (w& sur J et on écrira f E C"(wk), si Lof = f et Lkf = 

pour k = l,...,n, existent et sont continues. De plus, f E O(w,) si 

f,E C"cn, pour tout n, n E IN. 

Remarquons qu'étant donné que J est parfait, les Lkf sont uniquement 

déterminées,par f et les wk. Ce qui est faux si J contient un point isolé. 

2. PROPOSITION. SoLeti z z oJ l'...'zn du pai& de J &LX& ti 

Z 

y,(‘) = ‘9 yk(‘) = yk l(t)wk(t) dt, k = l,...,n. 

'k-1 

n-l 
cLkf) @> k-l@> dt 

* ( 1 

f(zo) = 1 (-l)k(L,f)(zn) & + ,', (-l)k lzk 
k=O kn = 'k-1 

= Sn t Rn. 

Cette formule donnée par V.S. Videnskil: sur un compact Ca&l de Il, géné- 

ralise celle de Bang pour les cas w  k = 1 sur Ca,bl. En plus si wk = 1 

(Osksn) et z =z =...=z 
0 1 n-l' alors on obtient la formule de Taylor sur 

Ca,bl 8 

Quant à la démonstration, elle se fait par récurrence comme dans [SI en 

tenant compte de Cl, pp. 123-1241. 
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3. Nouvelle classe quasianalytique (q.a.) 

Soit (Mn)0 une suite de nombres réels strictement positifs tels que: 

MO 
=l, M; 5M n lMn+l pour n 2 1. Posons 

c (Wn ;Mn) = If E C~(wn)/wl(z)...wn-l(z)[(L,f)(z)[ 5 AnM ) n n = 1,2,... 

A est une constante indépendante de f. 

Nous dirons que C(w,;n> est une classe quasianalytique (ce que l'on no- 

tera par q.a.), si pour f E C(w ;Mn) sur J, la condition (L,f)(<,) = 0, n 
n = 0,1,2,... implique f E 0. 

DÉMONSTRATION. Par hypothèse, on peut extraire une sous-suite (nk) telle que 

lim nk = 00 
kW 

l/nk 
existe 

et donc la suite 

lhk 

est bornée. Par conséquent, il existe une constante d>O telle que: 

M 
nk 7<d nk 

$1 
pour tout k. . 

Soit z. un point quelconque de J tel que: 

Appliquons 

I f(zol I = 

la formule (*) avec 21 = . . . = z =z et z 
nk-l ' "k 

= r2: 

lRnkl = 11” 
Z (Lnkf)(t)Yn 

0 

k-l(t) dtl 

52 
s I 

tO 

t 
I wl(t)...wn dt2 . . . 

nk-2 dt 
Z 

dtl 
0 

k-l 
W~Unkfl(tl~ dt 

Z 
0 

Z Z 
0 

nk-1 
0 



Lt09 tn . . . , 
k-l 

sont les points de J Par conséquent, 

“k 
1 f(zoll 5 A Mn 

6 (C~J,> 
“k 

nk 

k (n,) ? . [Ad m2’zo)l l  

De là, f(zo) = 0 et en vertu du choix de zo, on a f(z) = 0 pour 0 < 6(c2,z) < 

d-l (continuité de f). 

Choisissons un autre point zo E J tel que 0 < 6(zo,zo) < d 
-1 , on con- 

clut de la même manière que mg = 0 et f(z) = 0 pour 0 < 6(z ,z) < 6-l. 
0 

Par la suite f(z) = 0 pour 0 < B(r;,z) < zd -1 et ainsi de suite. Ce qui termine 

la démonstration. 

Ca,bl 

Etablissons maintenant le théorème suivant sur 

mais sans démonstration explicite. 

J, énoncé dans C SI sur 

5. THÉORÈMEL ahm lea C&A~ C(w,,M,) 

PREUVE. Soit z. un autre point de J tel que z. + c2. La suite de la preuve 

résulte du lemme suivant: 

Z sz <...5z 1 < z 
0 n-l n = 5, 

MA que 

I I Rn CE. 

Mk-l DÉMONSTRATION du lemme. Posons pl = 1, pk = - 
Mk 

c k  ’  2, l  (1-lk 
est décrois- 

sante grâce à la Log-convexité.) Posons 

UZo’C21 
a = n n (a n 

z 0 par hypothèse). 

c 
k=l ‘k 

Choisissons les points ~1,. . .,zn de J situés entre z. et c2 tels que 
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z = C2’ 6(zkBl,zk) = akvk (k = L-JO. Alors 
n 

. 
Mk 

Mk-l 
= % G(zk-l'zk) 

1 1 Rn 5 'k 
cLkf) (t)Yk-l(t) dt 

'k-1 

tk-2 
wl(t) l  l  ‘Wk-l (t)l(Lkf)(t)[ dt t2 dt 2 '** dtk-2 

z2 'k-2 

or 

J 
t 

dt2 . . . 
J 

tk-2 
dtk-2 ' 

z1 'k-2 

6(zo,~2~k-1 
(k-l)! 

,k-1 k-l 
n' k 

(k-l)! 

. l  uk 

car (1-lk) est décroissante, d'où 

J 
'k 

wl(t) l  l  ‘Wk-l J 

t 
@)[(Lkf)(d dt dt l  l  ** J tk-2 

dtk-2 
'k-1 z1 'k-2 

5 anpkA lk(ane) % k-l 
p2.. ‘pk 

k MIA c$ane) k-l 2 

k-l = MIAan(Aane) . 

De là, -1 IRn[ 5 Mlan(l-clnAe) 7 0. 

Ce qui termine la démonstration du 1emme et par suite celle du théorème 

car dans ce cas f(zo) = Rn. 

Donnons maintenant une application du travail ci-dessus à des fonctions de 

Cm(J). Pour la définition d'une fonction différentiable sur un arc‘voir C23 et 

Cl, pp. 123-1241. 

Soit D l'opérateur de dérivation sur J défini par: 
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(Df) (zo) = lim 
f(z) -f(zol 

z+z 
z z 

0 
0 

lorsque cette limite existe. 

7. THÉORÈME. I%&?n4 n(D) = i (D-PL(.)) aù (Pk); e4-t une ~tie de danc- 
k=l 

kionh appa4XenanX t2 Cm(J). ~U~~OhU~ de @La qUe (pk); d%t &ttic/t@N%-t ~o/in- 

Aan&. Soi/t f E C"(J) &d& que : 

IIHn(D)fllm 5 AnMn, n = 1,2,. l  l  

e x  

f (*) (5,) = (Dnf)(c2) = 0, n = 0,1,2,... 

4izme5,a.tm fr 0. 

PREUVE. Posons 

Q,(z) = ‘k+l(‘) - ‘,(‘> Vz EJ, k= l,... 

w,(z) = e 
Q,(z) 

9 k = l,... 

w,(z) = 1. 

En appliquant les opérateurs correspondants Ln aux fonctions Q(z) = f(z)e 
-y (z> 

9 

on trouve (par récurrence) 

y(z) l  l  .W*-l(Z) uJ*40 w = e 

-p1 (z) 
(H,(D)f) (z) . 

Mais la condition f (*) (3) == 0, n = 0,1,2, . . . est équivalente à (L$) CC,) = 0, 

n = 0,1,2,... et on a donc: CL*~1 K2) = (Hn(D)f)(c2) = 0, n = O,l,... 

Le théorème découle maintenant de la Proposition 4 et du Théorème 5. 

8. REMARQUE. Le cas pk(z) = akz où (ak)ï est une suite strictement crois- 

sante a été obtenu (sur un segment Ca,bl de R) par Videnskil [!SI. Le résultat 

que l’on vient d’établir peut avoir un intérêt dans des problèmes de régularité ou 

d’approximation tels que ceux que l’on trouvera dans Cl], C3I ou C41. 
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