Ann. sc. math. Québec, 1986, Vol. 10, No 2, pp. 121-127

QUASIANALYTICITE SUR UN ARC RECTIFIABLE
M. Assouyat

Dans ce papier on €tudie une nouvelle classe quasianalytique définie sur un
arc rectifiable J et on déduit une quasianalyticit& ordinaire pour 1'opérateur dif-

férentiel (DZ—Pk)(-), oi k21, zeJ et (Pk)T appartient a Cm(J).

Abstract

In these papers, we study a new quasianalytic class defined on a rectifiable
arc J and deduce an ordinary quasianalyticity for the differential operator

(D,-P)(+), where k >1, zeJ and (P belongs to C (J).

(o]
k)l
0. Introduction

Dans toute la suite de ce papier, J désignera un arc rectifiable et orien-
té du plan. De plus on définit sur J une relation d'ordre = (paramétrage par la
longueur d'arc). On donne aussi les extrémités (initiale et finale) g, et g, de

J, (g, 3 t, donc J n'est pas réduit 3 un point).

/// 8(z

"longueur d'arc!

1°22)
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1. DEFINITIONS.
i) On définit la différentiabilité sur J comme dans [2] et [1, pp. 123-
1247,
. o L . . . . . .
ii) (wk)0 désignera toujours une suite de fonctions continues et stricte-
ment positives sur J avec Wy = 1. De plus pour chaque entier naturel Kk, Wy
est strictement croissante.
iii) On dira qu'une fonction f est n-fois continfiment différentiable rela-

tivement 3 la suite (wk): sur J et on écrira f ¢ Cn(wk), si Lof = f et ka =

L, ,f)!
[ k-1 ] pour k = 1,...,n, existent et sont continues. De plus, f e C (wn) si

Yk-1
f e Cn(wn) pour tout n, n e N.

Remarquons qu'étant donné que J est parfait, les ka sont uniquement

déterminées,par f et les Wy Ce qui est faux si J contient un point isolé.

2. PROPOSITION. Sodent z ,z ...,z des points de J §ixés et
n

17

Z
'yo(z) =1, yk(z) = Iz Yk_l(t)wk(t) dt, k=1,...,n.

k-1
Si f e Cn(wk), alons on a
n-1 (z.) n z
k k*"n k 7k
f) = I (D m0e) oG ey jz (L (E) | (1) at
™ k-1
=S _+R_.
n n

Cette formule donnée par V.S. Videnskil sur un compact [a,b] de R, géné-
ralise celle de Bang pour les cas Wy = 1 sur [a,b]. En plus si W = 1
(0<ks<n) et z =2z, = ... = zn-l’ alors on obtient la formule de Taylor sur

[a,b].

Quant a la démonstration, elle se fait par récurrence comme dans [5] en

tenant compte de [1, pp. 123-124].
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3. Nouvelle classe quasianalytique (q.a.)

Soit (Mn): une suite de nombres réels strictement positifs tels que:

5 L < Mn—IMn+1 pour n > 1. Posons

(e o] . _
CWW%J—{feC(%N%&L.%Pﬂﬂ[@JMﬂ]SA&J n=1,2,...
A est une constante indépendante de f.

Nous dirons que C(wn;Mn) est une classe quasianalytique (ce que 1'on no-
tera par q.a.), si pour f € C(wn;Mn) sur J, la condition (Lnf)(cz) =0,
n=0,1,2,... implique £ = 0.

lim [Mp|1/m
4. PROPOSITION. Si M | D
m<° |n.

< o, alons La classe C(wn;Mn) est q.a.

DéMONSTRATION. Par hypothése, on peut extraire une sous-suite (nk) telle que

Mnk l/nk
lim n o= et lim ICOH existe
koo kool VK7
et donc la suite
[ Mnk ‘llnk
(nk)!

est bornée. Par conséquent, il existe une constante d > 0 telle que:

M
n n

TE;%T-< d k pour tout k.

Soit z, un point quelconque de J tel que:
0 < 8(5,,z) < a7t
2% :

Appliquons la formule (*) avec 2= ... =2 =z, e z o =1C,

[«
[£(z)] = [R_| = lf 2 D)y, (1) dt
° ny z Mk n-l

o

IA

z, t
f Wi (). _1(t)](Ln £)(t)] dt f
Z0 k k o (o] (o]
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sont les points de J entre z, et gz. Par conséquent,

n
K
n §(z,.z,) n
|£(z)] < A ¥ M, —-—%5;§7——-[Ad 82,020 ~.

De 13, f(zo) = 0 et en vertu du choix de z,, On a f(z) = 0 pour O < 6(;2,2) <

d™! (continuité de f).

Choisissons un autre point zé e J tel que 0 < 6(20,25) < d_l, on con-
clut de la méme maniére que f(zé) =0 et f(z) =0 pour O < G(ZO,Z) < 6_1.
Par la suite f(z) = 0 pour O < 8§(g,z) < zd'1 et ainsi de suite. Ce qui termine

la démonstration.

Etablissons maintenant le théoréme suivant sur J, €noncé dans [5] sur

[a,b] mais sans démonstration explicite.

5. THEOREME. Si 1im MY/M -

(o]
© et J ==, alorns La classe C(w_,M)
n n n
oo 1

est q.a.

PREUVE. Soit z, un autre point de J tel que z, $ oy La suite de la preuve
résulte du lemme suivant:
6. LEMME. S4{ (Mn): est une swite qui satisgait aux hypotheses du théondme

et f e C(wn;Mn) sun J; alorns pour chaque € > 0, A€ exdiste un entiern naturel n

et des points
2, <2 < Sz 02,78,
tels que
IR | < €.
n
. M1
DEMONSTRATION du lemme. Posons My o= 1, W = (k > 2). (uk est décrois-
k
sante grice 3 la Log-convexité.) Posons
6(z,,2,) .
o, = -—3;————— (an —;;;r-o par hypothése).
U
k=1 K

Choisissons les points ZyseeesZy de J situés entre z, et cz tels que
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2o = Tps 802y 95240 = oyl (k =1,...,n). Alors
" . Mo,
k (z,_1:2,)
n Zk
IR | = L IJ (L ) (£)yq_; () dt
R ' |
n z t t t
X 2 k-2
< kZ1 I wl(t)...wk_l(t)l(ka)(t)[ dt J dt, [Z dt, ... fz dty
Rl | 4 2 k-2
or
t t 8z, 051
dt k-2 ¢ 9772
, 2 k-2 = T (k-D!
1 Zx-2
o1 k-1
-.n _k
k-1

k-1
(ane) Hge s My

I

car (uk) est décroissante, d'ol

Z
k t t o
Jz wl(t)...wk_l(t)[(ka)(t)[ dt JZ ey ... Jz dt,
k-1 1 k-2
k-1
< anukAkMk(ane) uz...uk

<M Ak

k-1
1 an(ane)

_ k-1
= MlAan(Aane) .

N -1
De 13, IRnl s Mo (1-0 Ae) 0.

n>®
Ce qui termine la démonstration du lemme et par suite celle du thé€oréme

car dans ce cas f(z ) = R_.
o n

Donnons maintenant une application du travail ci-dessus 3 des fonctions de
Cw(J). Pour la définition d'une fonction différentiable sur un arc voir [2] et

[1, pp. 123-1241].

Soit D 1'opérateur de dérivation sur J défini par:
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f(z)—f(zo)
(Df)(zo) = lim —
2>z o

lorsque cette limite existe.

n (o]
7. THEOREME. Posons Hn(D) = I (D—Pk(.)) od (Pk)1 est une suite de fonc-
k=1

tions appartenant a C (J). Su.ppo»saw; de plus que (Pk)T est strnictement chodis-
sante. Soit f e C°°(J) telle que :

n -
HHn(D)wa SAM, n=1,2,.
£M @) = 0", =0, n=0,1,2,..

Si (Mn); est une suite de nombres néels comme dans La Proposition 4 ou Le Théo-

néme 5, alons £ = 0.

PREUVE. Posons

Q) =P (2) - P(z) Vzeld, k=1,.

Qk(z)
wk(z) = e s k=1,...
wo(z) = 1.
-P, (2)
En appliquant les opérateurs correspondants Ln aux fonctions ¢(z) = f(z)e s
on trouve (par récurrence)
—pl(Z)

wl(z)...wn_l(z)(Ln¢)(z) = e (Hn(D)f)(z).

Mais la condition f(n)(cz):z 0, n=0,1,2,... est équivalente 3 (Ln¢](;2) =0,

n=0,1,2,... et on a donc: (Ln¢)(cz) = (Hn(D)f)(CZ) =0, n=20,1,...
Le théoréme découle maintenant de la Proposition 4 et du Théor&me 5.

8. REMARQUE. Le cas Pk(z) = oz ol (ak)T est une suite strictement crois-
sante a €t& obtenu (sur un segment [a,b] de R) par Videnskil [5]. Le résultat
que l'on vient d'établir peut avoir un intér®&t dans des probleémes de régularité ou

d'approximation tels que ceux que l'on trouvera dans [1], [3] ou [4].
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