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THEOREMES DU TYPE GELFAND-NAIMARK

DANS LES ALGEBRES UNIFORMEMENT A-CONVEXES
M. Oudadess

Nous obtenons, sur les a.l.u.A-convexes, des th€orémes du type Gelfand-
Naimark, ce qui montre que deux classes d'exemples, qui reviennent toujours dans
les travaux sur ces algébres, sont canoniques dans le cas unitaire commutatif com-

plet.

0. Introduction

Dans les travaux sur les a.l.u.A-convexes ([1], [2], [4], [5]) deux

classes d'exemples reviennent constamment.

EXEMPLE 1. Soit E = Cb(R) 1'algébre des fonctions continues bornées de
R dans C et E0 = Cg(R) 1'algébre des fonctions continues de R dans lui-méme
qui tendent vers O & 1'infini. Pour tout ¢ dans EO , considérons la semi-

norme sur E :

Py(H) = sup [6(x) « £(x)] .
X€R

La famille (p¢)¢ , ¢ parcourant E0 définit sur E une topologie lo-

calement A-convexe qui n'est pas localement multiplicativement convexe ([41).

EXEMPLE 2. Soit E wune algébre de Banach commutative sans ordre, c.-a-d.
x * E =0 implique x = 0 . On considére 1'alggbre M(E) des multiplicateurs
sur E c'est-d-dire 1'alg8bre des opérateurs T lindaires tels que

T(x) = y =x * T(y) , pour tous x,y dans E .



74 Théonemes du type Gelfand-Nalmark dans Les algébres uniformément A-convexes

La topologie stricte B , sur M(E) , définie par les semi-normes
pX(T) = IT(x)|] (x € E) définit sur M(E) une topologie localement A-convexe qui

n'est pas en général localement multiplicativement convexe ([41, [51).

Cet exemple généralise 1'Exemple 1: En effet, si E est une algébre de
Banach semi-simple, son spectre (global) X(E) est localement compact pour la to-
pologie faible et tout €lément f de E peut &tre considéré comme une fonction
continue sur X(E) et tendent vers 0 4 1'infini. De plus, il est montré dans
[17] que pour tout multiplicateur T sur E , il existe une fonction g continue
bornée sur X telle que (Tf) ¢ x = g(x) * f(x) pour tout f dans E et tout x

dans X(E)

Grace 3 nos résultats sur les a.l.u.A-convexes ([111, [12], [13], [15])
nous obtenons, sur celles-ci, des théorémes du type Gelfand-Nafmark: Il ressort
(Th. II1.3) que toute a.l.u.A-convexe unitaire, commutative, séquentiellement
compléte est alg€briquement isomorphe & une algébre de multiplicateurs. Dans le

cas semi-simple, c'est une sous-algébre d'une algeébre C(K) de fonctions continues

sur un compact (Théoréme III.3).

Nous introduisons & la section V les a.l.u.A-convexes stellaires et ob-
tenons, dans le cas commutatif complet, qu'elles sont algébriquement isomorphes i

des (C*-algébres (de fonctions continues sur un compact).

Notre approche permet €galement de caractériser les a.l.u.A-convexes
commutatives unitaires (non compl&tes) que 1'on peut compléter en de telles

algébres.

A la section III nous regardons les a.l.u.A-convexes involutives (c.-a-
d. munie d'une involution continue) et obtenons, en particulier, que 1l'involution
est automatique bornée dans le cas semi-simple. Nous montrons aussi que toute
forme lin€aire est positive si, et seulement si, elle est faiblement positive. En
ce qui concerne la continuité des formes positives, les a.l.u.A-convexes sont
B-régulidres au sens que nous avons défini dans [14] et donc les r&sultats de cet

article leur sont applicables.
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1. Préliminaires

Soient (E,T) wun espace localement convexe et (pA)X une famille de semi-
normes définissant sa topologie T . Si E est muni d'une structure d'algdbre
telle que la multiplication soit séparément continue, on dit que (E,T) est une

algébre localement convexe (a.l.c.).

Une a.l.c. (E,t) est dite A-connexe (en abrégé a.l.A-convexe) si,

pour tout A et tout x , il existe M(A,x) > 0 et N(A,x) > 0 tels que

Py (x2y) < MOAL,x) « py(¥) et py(yex) < N(A,x) * Py(y) ,  pour tout y .

Une a.l.c. (E,T) est dite unigormément A-convexe (a.l.u.A-convexe)

si, pour tout x , il existe M(x) > 0 et N(x) > 0 tels que, pour tout x :
Py(x*y) < M(x) * py(¥) et py(y*x) < NX) * p(¥) , pour tout y .

Une a.l.c. (E,T) est dite Localement multiplicativement convexe

(a.l.m.c.) si

px(x-y) < pA(X) . pl(y) , pour tous Xx,y et tout A .

Remarquons que toute a.l.m.c. et toute a.l.u. A-convexe est une a.l.
A-convexe mais qu'une a.l.m.c. n'est pas nécessairement une a.l.u.A-convexe. De

méme, une a.l.u.A-convexe n'est pas nécessairement une a.l.m.c. ([4]).

Nous ne considérons que des algébres complexes et unitaires.
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II. Complétion d'une a.l.u.A-convexe

On sait qu'une alg8bre A-normée ne peut 8tre complétée en une algdbre
que si c'est une algébre normée. On peut penser que dans le cas d'une a.l.A-con-
vexe, la topologie &tant définie par une famille de semi-normes, 1'opération com-
plétion puisse &tre réalisée. L'exemple suivant montre que ce n'est pas possible

dans le cas dénombrable et 1'on verra que c'est un fait général (Proposition II.1).

EXEMPLE. Soit 1'algdbre L° d'Arens ([3]). ona L= N LPro,1] et

pz1
C[0,1] est inclus dans L° . La topologie de 1Y est définie par la suite de
semi-normes
1 n 1/n
pn(fJ=(j £ [T ae)™ ™, n=1,2,...
0
Munissons C[0,1] de la topologie induite par celle de LY . On obtient une

a.l.u.A-convexe unitaire non compl&te et non localement multiplicativement con-
P w . .
vexe. Sa complétée L~ n'est pas une a.l.A-convexe car sinon elle serait une

a.l.m.c. ([91), ce qui est inexact ([4]).
On a, plus généralement, la

PROPOSITION II.1. Sodit (E;(pn)n) une  a.l.A-convexe A€parle non
l.m.c. et non compldte. Alons L'e.l.c. £, complété de E n'est pas une

a.l.A-convexe.

DEMONSTRATION. Si £ &tait une a.l.A-convexe, elle serait de Fréchet et donc ce
serait une a.l.m.c. ([9]). Mais alors E serait une a.l.m.c., ce qui est contra-

dictoire.

COROLLAIRE II.1. Si (E,T) est une a.l.A-convexe telle que E est
aussi une  a.l.A-convexe, alorns T est définie par une famille non dénombrable

de semi-nonmes.
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REMARQUE. Ce phénoméne sera &clairé dans la suite, par le Théoré&me III.3:
Les a.l.u.A-convexes commutatives, unitaires que 1'on peut compléter appara?l-

tront comme des sous-algebres d'alg8bres de multiplicateurs.

ITI. a.l.u.A-convexes non involutives

Dans [12], nous avons mis en €vidence sur toute a.l.u.A-convexe unitaire
séquentiellement compléte -(E,T) une topologie d'a.l.m.c. de Fréchet T' plus

fine que T et telle que les bornés sont les mémes pour T et T'
Nous avons, par la suite, obtenu le:

THEOREME III.1 ([15], théoréme III.1). La topologie d'une a.l.u.A-con-

vexe unitaire sepanie tonnelle peut etre définie parn une norme d'algébre.

Indications: Soit T la topologie de 1'algébre E définie par la famille
(PA)AEA de semi-normes qui, par hypothése, satisfont Vx € E , 3M(x) > 0 ,
IN(x) > 0:

() P (xey) s M(x) » py(¥) , Vy € E;

(*) Py (yex) < N(x) * py(¥) , Vy €E.

On sait ([53) que ||x|| = inf{M(x) : M(x) vérifie (*)} est une norme

d'algdbre et que px(x) < |Ix]] , pour tout x et tout A .

On pose [Ix||' = sup{p (x) : A € A} , pour tout x € E . Comme T est
séparée, ona x = 0 si |[x[|' = 0. Des propriétés des py et du sup , il dé-
coule que |.|[' est une norme d'espace vectoriel.

On montre alors que
a) Jl.I' définit une topologie &quivalente & T ;

b) 3k > 0 : [xeyll < koo IIx[' e Iyll' , V¥x,y € E.

En combinant les deux résultats susmentionnés, on obtient le
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THEOREME III.2 ([15], théordme III.6). Toute a.l.u.A-convexe unitaire
sequentiellement complete (E,t) peut &trhe munie d'une norme d'algébre de Banach

Il plus gine que T . De plus, Les bornés sont Les mémes pour T et pour | .l
Nous passons maintenant au premier th€oréme du type Gelfand-Na¥mark.

THEOREME III.3. Une a.l.u.A-convexe unitaife commutative, et séquentiel-
Lement compléte est (algebriquement) une algdbre de multiplicateurns. Si, de plus,
elle est semi-simple, alons c'est une algébre de fonctions continues sur un

compact.

DEMONSTRATION. On considére E munie de la norme du Théordme III.2. C'est une

algébre de Banach unitaire commutative. Mais dans ce cas, E est isométriquement
isomorphe & son alg&bre des multiplicateurs M(E) ; 1'identification se fait comme
suit: A tout f € E , on associe 1l'opérateur Tf défini par Tf(g) = f g , pour

tout g € E .

Si E est de plus semi-simple, alors, d'aprés la théorie de Gelfand,

c'est une algé&bre de fonctions continues sur un compact.

REMARQUE. L'algébre Cb(R) — 1'Exemple 1 dans 1'introduction — est
une sous-algébre de C(BR) 1'algdbre des fonctions continues sur le compactifié de

Stone-Cech de R . En fait, Cb(R) et C(BR) sont algébriquement isomorphes.

IV. a.l.u.A-convexes involutives

DﬁFINITION. Une a.l.u.A-convexe E est dite {nvolutive si elle est mu-

nie d'une involution, x - x* , continue.

REMARQUE. La définition précé&dente est €quivalente au fait que la topolo-
gie de E est définie par une famille de semi-normes (pk)k telle que
px(x*) = pA(x) , pour tout A et tout x dans E . Pour cela, il suffit de con-

sidérer, comme dans le cas d'une alg&bre normée, Max(px(x),px(x*))



M. Oudadess 79

EXEMPLES.
1. L'algébre Cb(R) est une a.l.u.A-convexe involutive. L'involution

est £+ f ol f est la conjuguée de £ . Et l'on a: p¢(?j = R¢(f) , pour tout

¢ et tout f .

2. Une H*-algébre est une algébre de Banach E munie d'une involution
et qui est un espace de Hilbert pour un produit scalaire <.,.> tel que
a) HxH2 = <x,x> c.-3-d. la norme d'espace de Hilbert est compatible avec la norme
d'algdbre de Banach; b) flx¥ = |Ix| ; ¢ x*+x$0 si x% 0 et
d) <xy,z> = <y,x*z> , pour tous Xx,y,z € E . Un exemple de H*-algébre est 1l'al-
gébre L,(G) d'un groupe compact G . Si E est une H*-algé&bre, alors 1'opéra-
tion T > T* , ot T* est 1'adjoint de T , est une involution sur 1l'algébre M(E)
des multiplicateurs de E ([8]). De plus, elle est continue. En effet:
<Tx,Tx> = <x,T*Tx> et <T*x,T*x> = <x,TT*x> et comme M(E) est commutative, on a

ITx|| = IT*x|| . Ainsi avons-nous px(T) = px(T*) , pour tout T et tout x .
On examine maintenant la structure des a.l.u.A-convexes involutives.

THEOREME IV.1. Toute a.l.u.A-convexe (E,T) unitaire, séquentiellement
complite et involutive peut &trhe munie d'une structure d'algébre de Banach involu-

Zive. De plus, Les bornés sont Les mémes pour La fopologie T ef pour La noame.

DEMONSTRATION. On reprend la preuve du Théoréme III.2 et l'on constate que

IIx]] = [|x*|| , pour tout x .

Si 1'on ne sait pas au départ que l'involution est continue pour la topo-

logie, on a la

PROPOSITION IV.2. Toufte involution sur une  a.l.u.A-convexe (E,T) uni-

taine séquentiellement complete et semi-simple est bornée.

DEMONSTRATION. Considérons la norme Il.]l d'algébre de Banach du Théoréme III.2.
Alors (E;||.]]) est une algébre de Banach semi-simple et munie d'une involutionm.
D'aprés [16], cette involution est continue donc bornée; et comme les bornés sont

les mémes pour la topologie et pour la norme, on a le résultat.
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Ainsi, on a le

COROLLAIRE IV.3. S4i (E,T) est une a.l.u.A-convexe unitaire, séquen-
tiellement complete involutive, alorns munie de sa bornologie de Von-Neumann, c'est
une *-a.b.m.c. au sens d'Hogb -NLend [71. Si elle est semi-simple, La continuite

de 2'involution est superglue.

En tenant compte des résultats de [16], on a aussi le

COROLLAIRE IV.4. Une forme Linéaire, swt une  a.l.u.A-convexe unitaire
sCquentiellement complite, est positive si, et seulement 44, elle est faiblement

positive.

V. a.l.u.A-convexes stellaires

DéFINITION. Soit (E,T) une a.l.u.A-convexe munie d'une involution et
dont la topologie T est définie par une famille de semi-normes CPA)A . On dira

que (E,T) est stellaire si pA(x*'x) = [p)‘(x)]2 , pour tout A et tout x .

THEOREME V.1. Toute a.l.u.A-convexe unitaine, commutative, s€quentiel-
Lement complite et stellaire est algibriquement isomorphe a une C*-algébre de

gonctions continues sur un compact.

DEMONSTRATION. On montre, comme au Théor&me IV.1, que E peut &tre munie d'une
norme qui en fait une C*-alg&bre. Alors (E;ll.]l) qui est une C*-alg®bre unitaire
et commutative est isométriquement isomorphe (th€oréme de Gelfand-Naf¥mark) 3 la
C*-algdbre C(M) , des fonctions continues sur l'espace M des caractéres de E .

Ainsi, E est algébriquement isomorphe & C(M)
Le corollaire suivant mérite une mention particulidre.

COROLLAIRE V.2. Dans Le cas Fréchet, (E,T) est une C*-alglbre.
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