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THÉORÈMES DUTYPEGELFAND-NAïMARK 
DANSLESALGÈBRESUNIFORMÉMENTA-CONVEXES 

M. Oudadess 

Nous obtenons, sur les a.1 .u.A-convexes, des théorèmes du type Gelfand- 

fia!i!mark, ce qui montre que deux classes d’exemples, qui. reviennent toujours dans 

les travaux sur ces algèbres, sont canoniques dans le cas unitaire commutatif com- 

plet. 

0. Int roduct ion 

Dans les travaux sur les a.l.u.A-convexes (Cd, Dl, 141, Csl) deux 

classes d* exemples reviennent constamment. 

EXE~IPLE 1. Soit E = Cb(iR) 1 ‘a1 b gè re des fonctions continues bornées de 

1R dans C et E. = Ci(tR) 1 ‘algèbre des fonctions continues de IR dans lui-même 

qui tendent vers 0 à l’infini. Pour tout @ dans E , considérons la semi- 
0 

norme sur E : 

Pq)(f) = sup  10(x> . f(x) I l  

XCIR 

La famille (p$)+ , 4 parcourant E. définit sur E une topologie lo- 

calement A-convexe qui n’est pas localement multiplicativement convexe (L-41). 

EXEMPLE 2. Soit E une algèbre de Banach commutative sans ordre, c.-à-d. 

X Q E = 0 implique x = 0 . On considère l’algèbre M(E) des multiplicateurs 

sur E c’est-à-dire l’algèbre des opérateurs T linéaires tels que 

T(x) l y = x l T(y) , pour tous x,y da.ns E . 



La topologie stricte 6 , sur M(E) , définie par les semi-normes 

p (T) = IIT(x)ll (x c E) définit sur 
X 

M(E) une topologie localement A-convexe qui 

n’est pas en général localement multiplicativement convexe (C41, C 51) . 

Cet exemple généralise 1 ‘Exemple 1: En effet, si E est une algèbre de 

Banach semi-simple, son spectre (global) X(E) est localement compact pour la to- 

pologie faible et tout élément f de E peut être considéré comme une fonction 

cent inue sur X(E) et tendent vers 0 à 1 *infini. De plus, il est montré dans 

Cl71 que pour tout multiplicateur T sur E , il existe une fonction g continue 

bornée sur X telle que (Tf) l x = g(x) l f(x) pour tout f dans E et tout x 

dans X(E) . 

Grâce à nos résultats sur les a.l.u.A-convexes (CHI, c121, [131, CisI) 

nous obtenons, sur celles-ci, des théorèmes du type Gelfand-NaYmark : Il ressort 

(Th. 111.3) que toute a.1 .u.A-convexe unitaire, commutative, séquentiellement 

complète est algébriquement isomorphe à une algèbre de multiplicateurs. Dans le 

cas semi-simple, c’est une sous-algèbre d’une algèbre 

sur un compact (Théorème 111.3). 

Nous introduisons à la section V les 

de fonctions cent inues 

a.1 .u.A-convexes stellaires et ob- 

tenons, dans le cas commutatif complet, qu’elles sont algébriquement isomorphes à 

des c*-algèbres (de fonctions continues sur un compact). 

Notre approche permet également de caractériser les a.l.u.A-convexes 

commutatives unitaires (non complètes) que l’on peut compléter en de telles 

algèbres. 

A la section III nous regardons les a.l.u.A-convexes involutives (c.-à- 

d. munie d’une involution continue) et obtenons, en particulier, que l’involution 

est automatique bornée dans le cas semi-simple. Nous montrons aussi que toute 

forme linéaire est positive si, et seulement si, elle est faiblement positive. En 

ce qui concerne la continuité des formes positives, les a.l.u.A-convexes sont 

B-régulières au sens que nous avons défini dans r-141 et donc les résultats de cet 

article leur sont applicables. 
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1. Préliminaires 

Soient 0%) un espace localement convexe et (J-3)x une famille de semi- 

normes définissant sa topologie -r . Si E est muni d'une structure d'algèbre 

telle que la multiplication soit séparément continue, on dit que (E,r) est une 

algèbre localement convexe (a.1.c.). 

Une a.1.c. (E9-r) est dite 

pour tout X et tout x , il existe 

si, 

A-connexe (en abrégé a. 1 .A-convexe) si, 

M(X,x) > 0 et N(A,x) > 0 tels que 

Px(xeY) 5 MKx) l P,(Y) et Px(Y'X) 5 N(X,x) l PA(Y) 9 pour tout y . 

pour 

Une a.1.c. (h-c) 

tout x 9 il existe 

est dite uYti@rmémeti 

M(x) > 0 N(x) ’ 

A-convexe (a. 1 .u.A-convexe) 

0 tels que, pour tout x : 

Px(X'Y) 5 M(x) l P,(Y) et Px(Y'X) 5 N(x) . PA(Y) 9 pour tout y . 

Une a.1.c. 

(a.1.m.c.) si 

(L-r) est dite &ca&meti 

Ph(X'Y) s P,(X) . PA(Y) 9 pour tous %Y et tout x . 

Remarquons que toute a.1.m.c. et toute a.1.u. A-convexe est une a.1. 

A-convexe mais qu'une a.1.m.c. n’ est pas nécessairement une a. 1 .u.A-convexe. De 

même, une a.l.u.A-convexe n’est pas nécessairement une a.1.m.c. (c41). 

Nous ne considérons que des algèbres complexes et unitaires. 



II. Complétion d’une a.1 .u.A -convexe 

On sait qu’une algèbre 

que si c’est une algèbre normée. 

A-normée ne peut être complétée en une algèbre 

On -peut penser que dans le cas d’une a.l.A-con- 

vexe, la topologie étant définie par une famille de semi-normes, l’opération com- 

plétion puisse être réalisée. L’exemple suivant montre que ce n’est pas possible 

dans le cas dénombrable et l’on verra que c’est un fait général (Proposition 11.1). 

EXEMPLE. Soit l’algèbre LU d’Arens (c31). On a Lw = n Lp[O,ll et 

C[O,l] est inclus dans LU . La topologie de LU 
p21 

est définie par la suite de 

semi-normes 

1 
P,(f) = (1 If(t dt)l’n , n = 1,2,... 

0 

Munissons CCO,ll de la topologie induite par celle de LU . On obtient une 

a.l.u.A-convexe unitaire non complète et non localement multiplicativement con- 

vexe. Sa complétée L” n’est pas une a.l.A-convexe car sinon elle serait une 

a.1.m.c. (Cg]), ce qui est inexact (L-41) . 

On a, plus généralement, la 

PROPOSITION 11.1. ~~~ (E;(Pn)n) une a. 1 .A-cunvexe b@atr&~ nun 

1.m.c. eZ nan compltie. A.42~~ Pe.1.c. Ê , cump&XE de E de& pu une 

a.1 .A-cunvU&. 

DÉMONSTRATION. Si Ê était une a.1 .A-convexe, elle serait de Fréchet et donc ce 

serait une a.1.m.c. (C91). Mais alors E serait une a. 1 .m.c., ce qui est contra- 

dictoire. 

COROLLAIRE II. 1. Si (E,cr) 4nk une a.1 .A-cunvexe hd.& que Ê e& 

au44i une a. 1 .A-cunvexe, akkm T tik d&$i.tie pm une &mLUe nun dEnumbhab& 

de aem&nuttm~. 
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REMARQUE. Ce phénomène sera éclairé dans la suite, par le Théorème 111.3: 

a.l.u.A-convexes commutatives, unitaires que l’on peut compléter apparaî- 

tront comme des sous-algèbres dyalgèbres de multiplicateurs. 

I 
III. a.1.u.A -convexes non involutives 

Dans c121, nous avons mis en évidence sur toute a. 1 .u.A-convexe unitaire 

sequentiellement complète - (E,cc) une topologie d’a.1.m.c. de Fréchet ‘I:’ plus 

fine que r et telle que les bornés sont les mêmes pour r et ‘I’ . 

Nous avons, par la suite, obtenu le: 

THÉORÈE III. 1 (C 151, théorème III. 1). La /topa.bgix d ‘uy2e a. 1 .u. A-cun- 

Indications: Soit ‘I: la topologie de l’algèbre E définie par la famille 

(p-&A de semi-normes qui, par hypothèse, satisfont Vx c E , ~M(X) > 0 , 

!IN(x) > 0: 

(“1 Ph(X’Y) 2 M(x) l PA(Y) 9 PY c E ; 

C**l P (YOX) 5 N(x) x OPA(Y) J VYCE l 

On sait ([S;) que Ilxll = inf{M(x) : M(x) vérifie (*)) est une norme 

d’algèbre et que p,(x) 5 Ilxll , pour tout x et tout X . 

On 

séparée, on 

coule que 

On 

a> 

W 

pose !Ml ’ = sup{p (x) : x c A) , pour tout x c E . Comme ‘I: est 

a x = 0 si JIxJI f = 0 . Des propriétés des ph et du sup , il dé- 

I II t . est une norme d’espace vectoriel. 

montre alors que 

II .II * définit une topologie équivalente à r ; 

3k > 0 : IIx”yll’ 2 k l Ilxll’ l Ilyll’ , Vx,y c E . 

En combinant les deux résultats susmentionnés, on obtient le 
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THÉORÈME III .2 (c151, théorème 111.6). T~U& a. l.u.A-cunvexe un,iakihe 

b@wdL&e~??eti cumpk%e (EJ) peux lX&e munie cf'une nutrne d'cdgdbke de Banach 

II.11 plh4 &Lne. que r . De plhs, LeA buttn65 aunt lb5 mEmeh puti T eA puLLtL II .lI . 

Nous passons maintenant au premier théorème du type Gelfand-NaYmark. 

THÉORÈME 111.3. Une a.1 .u.A-cunvexe u-e cummu&LLve, ti dhpenA&& 

&meti cumpltie e~k (atgEbtiquemeM;t) une uLg2bhe de mu..Lt@Uctiw. Si, de ~RUA, 

dtk wt ~emi~imp&, alutta c'e~X une algdbtre de ~uncthvzb cutinu~ Scott un 

compact. 

DÉMONSTRATION. On considère E munie de la norme du Théorème 111.2. C'est une 

algèbre de Banach unitaire commutative. Mais dans ce cas, E est isométriquement 

isomorphe à son algèbre des multiplicateurs MU3 ; l?.dentification se fait comme 

suit: A tout f c E , on associe l'opérateur Tf défini par Tf(g) = f g , pour 

tout g c E . 

Si E est de plus semi-simple, alors, d'après la théorie de Gelfand, 

c'est une algèbre de fonctions continues sur un compact. 

REMARQUE. L'algèbre Ch(R) - 1'Exemple 1 dans l?ntroduction - est 

une sous-algèbre de C((3iR) l'algèbre des fonctions continues sur le compactifié de 

Stone-Lech de IR . En fait, Ch(w) et C(BR) sont algébriquement isomorphes. 

IV. a.l.u.A-convexes involutives 

DÉFINITION. Une a.l.u.A-convexe E est dite i.nvu.hhe si elle est mu- 

nie d'une involution, x -f x* , continue. 

REMARQUE. La définition précédente est équivalente au fait que la topolo- 

gie de E est définie par une famille de semi-normes (P,), telle que 

p,(x*) = P,(X) 9 pour tout X et tout x dans E . Pour cela, il suffit de con- 

sidérer, comme dans le cas-d'une algèbre normée, Max(PA(x),PA(x*)) l  
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EXEMPLES. 

1. L’algèbre $., CRI est une a. 1 .u.A-convexe involut ive . L’involution 

est f-t-z où f est la conjuguée de f , Et 1 ‘on a: p+(f) = pQ (f) , pour tout 

@ ettout f. 

2. Une H*-algèbre est une algèbre de Banach E munie d’une involution 

et qui est un espace de Hilbert pour un produit scalaire < l  9  l  
> tel que 

a) x II II 
2 

= <x,x> c.-à-d. la norme d’espace de Hilbert est compatible avec la norme 

d’algèbre de Banach; b) I/X*[~ = [[XI~ ; c) x* l  x f 0 si x f 0 et 

4 <xy,z> = <y,x*z> , pour tous x,y,z C E . Un exemple de H*-algèbre est l* al- 

gèbre L2(G) d’un groupe compact G . Si E est une H*-algèbre, alors l’opéra- 

tion T -+ T* , où T* est l’adjoint de T , est une involution sur l’algèbre M(E) 

des multiplicateurs de E ([SI). De plus, elle est continue. En effet: 

<Tx,Tx> = <x,T*Tx> et <T*x,T*x> = <x,TT*x> et comme M(E) est commutative, on a 

II WI = II T*xll l  
Ainsi avons-nous px(T) = px(T*) , pour tout T et tout x . 

On examine maintenant la structure des a. 1 .u.A-convexes involutives. 

THÉORÈME IV. 1. T~U.& a.1 .u.A-cunwXc (EJ) unkkkf~& ~@w&&&kmeti 

compL&te e,t i.nvoikZLve peti 8.1% munie cf'une N%.LC&LU dWg&btre de Banach hdu- 

2x.M. Ve pRti, &A butLnéh aad LU mEma puwt la &puLugie r et ~UWL la nwme. 

DÉMONSTRATION. On reprend la preuve du Théorème III ,2 et 1 ‘on constate que 

/~XII = I~X*// , pour tout x . 

Si l’on ne sait pas au départ que l’involution est continue pour la topo- 

logie, on a la 

PROPOSITION IV.2. T~U.& /invu.tuZlun ati une a.l.u.A-cOnveXe (E,T) un& 

;tahe nQ’clueti&~eti cumpL&te ti aemi-ni.mp.Le cuk bukn&e. 

DÉMONSTRATION. Considérons la norme II.// d’algèbre de Banach du Théorème 111.2. 

Alors CE ; II l  II 1 est une algèbre de Banach semi-simple et munie d’une involution. 

D’après CEil, cette involution est continue donc bornée; et comme les bornés sont 

les mêmes pour la topologie et pour la norme, on a le résultat. 
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Ainsi, on a le 

COROLLAIRE IV.3. si (E,-r) ut une a.l.u.A-cunveXe ukXa&e, &quen- 

Zi.&eme.ti cump.ttie i.nvuh..tive, a,&~ mutie de Aa buknulug&t de Van-Neumann, c’wt 

une *-a.b.m.c. au N~A d’ffugb -N&nd L-71. Si CL& 4342 mn&dmpLe, la cutinUE 

de P~nvuWun CM ~upe~&tue. 

En tenant compte des résultats de c161, on a aussi le 

COROLLAIRE IV.4. Une &mne XhGahe, buh. une a.l.u.A-cunwxe unhkhe 

aEcjueti&ejneti cump@te, ti/iL pu&iLLve Si., et aecceemeti ~.i, eue cwt ~aibkkment 

puaL4xve. 

V. a.l.u.A-convexes stellaires 

DÉFINITION. Soit (EJ) une a.l.u.A-convexe munie d'une involu'tion et 

dont la topologie ‘I est définie par une famille de semi-normes (PA)1 l  
On dira 

que (h-c) est &M%&~ si p,(x*ax) = Cph(x) 1 
2 

, pour tout X et tout x . 

THÉORÈME V.l. TUtiC a. 1 .u.A-cunvUU unkh.he, cummuhI%.M, h&que&& 

cc*-aLg&bhe de 

@nctiunh ~~KWUL~A au4 un compact. 

DÉMONSTRATION. On montre, comme au Théorème IV. 1, que E peut être munie d’une 

norme qui en fait une c*-algèbre. Alors (E;I(.II) qui est une (C*-algèbre unitaire 

et commutative est isométriquement isomorphe (théorème de Gelfand-Na!i!mark) à la 

(lZ*-algèbre C(M) , des fonctions continues sur l’espace M des caractères de E . 

Ainsi, E est algébriquement isomorphe à C(M) . 

Le corollaire suivant mérite une mention particulière. 

COROLLAIRE V. 2. VanA te C~A fhikhti, (E,-r) UX une C*-dgdbhe. 
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