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VARIATIONSSURL'APPROXIMATION 
RATIONNELLEENMOYENNE 

André Giroux et Pierre Patry 

1. Résultat principal 

Dans le but de concilier les avantages de l’approximation en moyenne avec 

ceux de l’approximation au sens de Tchebychev, Pinkus et Shisha cl] ont mesuré 

l’écart entre deux fonctions continues sur l’intervalle CO,11 au moyen de la no- 

t ion suivante : 

b 
III f: III = max(( 1 f(x) 1’ dx) l’& ; 1 f(x) 1 > 0 si 0 < a < x < b 5 1) . 

a 

Ils ont en effet montré que cette mesure, à priori assez semblable à la norme de 

l’espace 1;’ , se comporte du point de vue de la théorie de l’approximation comme 

celle de ,? en caractérisant le polynôme de meilleure approximation d’une fonc- 

t ion cent inue (relativement à Ill III 1 Par la P résence d * alternances tout comme 

dans la théorie classique de Tchebychev. Nous nous proposons dans cet article de 

considérer 1 * approximation rationnel le des fonctions cent inues relativement à la 

jauge III Ill . Notez que c’est à dessein que nous utilisons le mot jauge (plut& 

que norme) car il est facile de voir que l’inégalité du triangle 

III f + dll 5 III flll + IlMIl 

n’ est pas satisfaite. Avant d’énoncer notre résultat, rappelons quelques notations: 

CCO,ll désigne les fonctions continues sur l’intervalle [O,l] , Pn les polynô- 

mes de degré au plus n 
et % m 

les fonctions r de la forme suivante: 
9 
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r= p/q où p c pn 9 9 c pm et q(x) ' 0 si 0 5 x 5 1 (toutes les fonctions 

considérées sont à valeurs réelles). Nous voulons démontrer le théorème suivant: 

THÉORÈME. S0L.t ~p c cCo,il , C~(X) > 0 ai 0 5 x s 1 . Soiti n , m 

deA emm 2 0 . f C CCO,ll cukktipund une ct une Aa& @xLLon &a- 

LLann&e p*/q* C R 
n,m 

A?Lte que 

inf 
P/qcR 

III f - 0 E III = III f - + III l  9 L 
n,m 

n-V 

P* 9” d= min(V,p) . 

m - Fr &A de- 

N= ntmtZ- d &.&~aUti uuveKU cf&jobz& cuti&w?X& Il,12,...,IN ti 

i) (-l)ko(f - q s)(x) 2 0 si x c Ik 

Afin de simplifier l'écriture, nous n'écrirons la démonstration que pour 

2. Lemmes 

LEMME A. 

DEMONSTRATION. 

rl. Quelques résultats préliminaires seront utiles. 

SU~~ g, c cCo,il pum v = 1,2,3,.. . du &wmCLuti cunveh 

autt CO,11 . Aloti III lim gvll[ 5 lim inf /~[g,l~/ . 
V- 

Voir Cil, page 152. 

LEMME B. SU&MX p c pn ti M 2 IIpII := max 1 p(x) 1 . A&~U, qud que 
O<xSl 

auLt 0 5 y5 1, una 

IPb4 I 2 I??(Y) 1 - 2m21x - y[ . 

DÉMONSTRATION. L'inégalité proposée découle directement de celle de Markov, d'après 

laquelle 
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IPW I 5 2n211pII 

lorsque OSill (voir, par exemple, Rahman et Schmeisser [21) . En intégrant, 

on obtient en effet 

b(X) - P(Y) [ 2 I’ Ip’(t)l dt 
X 

d’où 

2 
[P(X) - P(Y)1 < 2Mn Ix - YI l  

LEMME C. Su/ieti f é CCOJI , p,,‘qv f R 
n9m 

ex K une cunA;tatie pus& 

LLve AktlA!a que 

III f-Pv/s,III 1’ K 

powL v = 1,2,... . SU~~O.~~A de plu4 que L~A dhmiti~ qv convtigeti uni- 

@hw%wzX 4uh CO, 11 vek4 une @nfiun q . sw extixe x0 c CO,13 ~~ que 

q(xo) = 0 9 &VU lim p (x ) 
WV0 

= 0 . 

DÉMONSTRATION. Démontrons tout d’abord l’existence d’une constante positive T 

telle que 

(1) IIp,ll 5 T , v = 1,2,3 ,... . 

Posons A = 11 fil et B = max Ilqvll et soit yv C CO,11 tel que 

MV 
= IIPJI = IIP,(r,~II Pouru v = 1,2,... . Supposons que lim Mv = 03 . En vertu 

du Lemme B, 

IP,CX,l 2 MvU - 2n21x - Y,l) ' \/2 

dès que IX - yvl < 1/4n 2 . Par suite, pour v assez grand, on aura 

P,(X) 
I f(x) - - qv(x) I>O 
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lorsque 1 x - yVl < .1/4n . Alors 

2 

111 f-pJqJ 2 \yv+1’4n 

yv 

1 f(x) - g 

2 

pour v suffisamment grand. Ceci démontre (1) . 

I dx 

Supposons maintenant que q(x,3 = 0 et que lim pv(xo) = d > 0 (par 
V- 

exemple). La fonction q(x) étant un polynôme de degré au plus m qui est non 

négatif sur l’intervalle CO,11 , trois cas sont possibles: considérons celui où 

0c.x < 1, 
0 

cf est-à-dire que, par exemple, 

s,(x) = ((x - x0 
2 2 

- V”I + 5,3r,(x> 

avec limqv= 0, 

xc CO>;,. 

= 0 (5, > 0) et rv c Pm 2 , (rv (x) > 0 si 

Les cas où x0 = 0 ou x0 = 1 se traitent en effet de façon simi- 

laire. En vertu du Lemme B et de (1)) 

2 
IP,(X)/ 2 IPv(XoII - ml Ix - x01 ’ w 

pourvu que 1 x - x01 < d/8Tn 2 dès que v est assez grand. Puisque qv converge 

uniformément vers q sur CO,11 et que q(xo) = 0 , on aura que, pour V assez 

grand, 

I f(x) - PV (x) /qv(x) I ’ 0 

lorsque Ix - x01 < 6d/8Tn 2 où 0 < 6 < 1 ne dépend que de q . Alors 

Illf - P,/9,lll 2 lxoted’lin 

2 

I f(x) - p,(x) /qv(x) I dx 
X 

0 

d xot0d/8Tn2 

‘4 x I 

dx A8d BP 

u 
2 2 

X - x 8Tn 
2 

0 0 - y)) + S,lr,(x> 

dt Aed > K 
(t - nv) 2 t 5: - 8Tn2 



si v est assez grand puisque ' dt 2 diverge. Ici c = max II$II . Ceci démontre 
ot V 

le lemme. (Dans les cas x 
0 

= 0 ou x0=1, on utilisera la divergence de 

’ dt - pour conclure.) 
Ot 

LEMME D. Soient n , m , v eX 1-1 cia enthm Xe& que 0 2 v 2 n , 

O<p<rn ti p, q ti F dti palynômti XC& que deg p = n - v , deg q = m - 1-1 

ti degFrn+m-min(v,u) . Suppoauti que p et q ao~evtk tLeA%wUneti @e- 

DÉMONSTRATION. Voir Van derwaerden 131, page 99. 

3. Démonstration du théorème 

nous assurer de l'existence d'au moins une fonction Nous allons d'abord 

p*/q* f R 
n,m 

telle que 

IlIf-p*/q* III = En ,cf) := inf I II f-Pkll I 9 PlqERn m 9 

Soient pv/qv c Rn m tels que 
9 

jljf-pV/qvI/I = En ,(f) . Ecrivant 
9 

n 
1 p(v)xk 

m 
P,(X) = 

k=O k 
9 q,(x) = 1 q(v)xk 

k=O k 
9 

nous pouvons supposer que 

a (q;v))2 = 1 , v = 1,2,3,... . 
k=O 

Posons p, = max{lp(') lk I : k = O,l,...,n} et vérifions que sous la condition (2), 

on peut trouver une constante positive L telle que 

(3) p, 2 L , v = 1,2,3,... . 

( 1 Si en effet on avait lim 1-1, = Oo avec lim qkv = qk pour k = O,l,...,m (ce que 

l'on peut supposer en extrayant une sous-suite convenable en vue de (2)) et aussi 
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1-1, = [pk 09 / pour w  = 1,2,3,. . . où 0 s k. 5 n , avec lim 
0 V- 

k = O,l,...,n (toujours en considérant une sous-suite 
m n 

rait introduite les limites qc’) = 1 qkxk et p(x, = 1 
k=O k=O 

( > V 

pk ‘cl, 
-w rv :=“pk =pk 

appropriée) , on pour- 

k 
pj&x . Considérons \ 

maintenant les fonctions 

q)(x) 
P, w  

= (f(x) - s > $- 
V V 

qui convergent vers la fonction rationnelle 

_ p(x) 
q(x) l  

La convergence est uniforme sur l’intervalle CO,11 . En effet, en vertu du Lemme 

c J nous pouvons supposer que q(x) ne s’annule pas sur CO,13 . Utilisons main- 

tenant le Lemme A pour obtenir l’inégalité 

Puisque ip, 1 = ’ 9 on en déduit la contradiction suivante: 
0 

0 < Iii E III < E 9 - n,m 
(f)/lim PV = 0 . - 

Ceci démontre (3). En vertu de (2) et de (3) , nous pouvons maintenant supposer 

que les limites lim p, = p* et lim q, = q* existent. Le Lemme C appliqué une 

seconde fois nous permet de supposer que la limite lim p,/q, = p*/q* est uniforme 
V+- 

sur CO,11 et le Lemme A nous permet de conclure que 

E 
n,m ( fl 2 III f-p*bl* Ill 

d’où, puisque p*/q* c Rn m , que 
> 

(4) E = 
n,m 

(f) III f-P”&” Ill l  



Nous allons maintenant démontrer l%nicité de la fonction de meilleure ap- 

proximat ion. A cet effet, nous allons montrer que si une fonction p*/q* C Rn m 
9 

satisfait les relations il et ii) du théorème, on a 

III f-Pklll ’ III f-p*/q*lll 

pour toute autre fonction p/q C Rn m . Procédons par contradiction en supposant 
9 

(5) III f-P/dlI s Ill f-p*/q*lll l  

Alors, on devra aussi avoir, pour k = 1,2 ,...,N qu'il existe un point xk c Ik 

(6) (-l) ka(p/q - p*/q*) (x,) ’  ’  l  

Autrement, il y aurait un intervalle 1. 
3 

pour lequel on aurait 

W&(p/q - p*lq*) < 0 sur 1. 
J 

et alors on aurait aussi, en vertu de i) , que 0 s (-l)Ja(f-p*/q*) < (-l)Jo(f-p/q) 

sur 1. 
J 

d'où, en vertu de ii) , l'inégalité 

III f-P&III ’ Ill f-p*lq* Ill 

ce qui contredit notre hypothèse (5). En vertu de (6)) la fonction rationnelle 

Pi9 - p*/q* possède N - 1 = n + m t 1 - d zéros et il en est de même du polynôme 

P9" - p*q dont le degré n'excède pourtant pas n t m - cl . Ainsi (5) conduit a 

la relation p/q : p*/q* . 

Nous terminons finalement la démonstration du théorème en montrant que si 

p*lq* satisfait (4), on peut effectivement trouver les N intervalles annoncés. 

Nous supposons naturellement p* et q* relativement premiers. Un intervalle 

1 = la,fx (où 0 < a < f3 < 1) - - sera dit maximal s'il existe o = +l tel que 

1) O(f-p*/q*) 2 0 sur 1 ; 

2) tJ 
i 

(f-p*/q*) (XI dx 2 III f-p*/q* Ill ; 
1 



3) si J est un intervalle tel que 1 C J c COJI et que - - 

o(f-p*/q*) 2 0 sur J , alors (f-p*/q*) = 0 sur J\I ; 

4) il n’existe pas d’intervalle K c 1 admettant a ou B pour extré- - 

mité et pour lequel on ait (f-p*lq*) =0 sur I\K. 

Il est clair qu’un nombre fini de tels intervalles existe. Enumérons-les 

consécutivement (l’extrémité droite de Ik étant plus petite que l’extrémité gau- 

che de 1 k+l) de telle sorte que Il,.. .,I 
m, 

aient le signe CT puis 
1 

1 1 
ml+l” l  l ’ m2 

le signe -o , etc., Im 
s-l 

+l,. . .,I, ayant le signe (-l)s-lo . 
S 

Pour fixer les idées nous prendrons o = 1 . Nous voulons montrer que 

s>n+mt2-d. Supposons que ce n’est pas le cas, c’est-à-dire que 

s<ntmt2-d. Choisissons un point x. entre 1 et 1 
J 

mj 
lTlj+l 

tel que 

(f-p*/q*)(xj) = 0 pour j = 1,2,. . .,S-1 et posons 

s-l 
F(x) = 4-I (x. - x) 

j=l J 

(si s = 1 , on pose F(x) = -1) . Alors F c Pntm d et en vertu du Lemme D , il 

existe 'p, C Pm et Qn C Pn tels que F = (p,p* t q,q* . Considérons la fonction 

g(x) p*(x) - w@,(x) 

q(x) = q*(x) - oxp,(x) 

où w > 0 est d’abord choisi assez petit pour que p/q f Rn m l  On a 
9 

f-P=f-Px, UF 
9 9” q*(q* -t wrp,) 

et aussi 

max Ill f- E III 
lijis 9 cx x.1 j-l’ J 

(où x 
0 

=o, xs=l; III Il 

(f - 9 ) (Xj) = 0 . Vérifions 

leure approximation à f que 

I = III Ill CO 11 avec cette notation) puisque 
9 

que si w  est assez petit, p/q fournit une meil- 

ne le fait p*/q* , c’est-à-dire que 
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Ill f-PN Lx j +y < Ill f-p”/q*lll . 

pour j = 1,2 ,..., s . Si cela n’était pas vrai, on pourrait choisir j et une 

suite w  k décroissante vers 0 tels que 

f-P*+ 
03 F 

III 
k 

9” q*(q* + Wk!m> III CX X.1 
2 III f- * IL III 

j-l’ j 9* 

pour k = 1,2,... . Pour chaque k , on pourra alors trouver un intervalle 

Jkc LX j ,,xjl et un signe ok = 21 tels que 

ak( f-p*/q* + 
k 

q*(q* + wk’pm, )(‘) ’ ’ si ’ ’ Jk 

(f-E+ 
UF 

k 
ok 

Jk 
9* q*(q* + Ok’Prn) 

)(XI dx 2 Ill f - $ III ’ 

En fait, on doit avoir ok = (-1) j pour tout k puisque si l’on avait ok = (-1) 
j-l 

pour un indice k , on en déduirait que, pour tout XC J k ’ 

et donc 

0 

III f- * p II 9* 

< (-l)j-l(f - p* t 
4” 

q*(q*UtFU 
k m) 

1 00 

< (-l)j-l(f - $ )(x) 

1 < (-,p 
J. 

(f - $ )(x) dx 5 (((f - 5 

Ecrivant que Jk = lak,bk[ , on peut supposer que lim ak = a et 
km 

existent. On aura donc 

(-l)j(f - 5 ) (x) 2 0 si x C la,bC 

III . 

lim bk = b 
kW 

. 
(-1)’ 
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L’intervalle la,bC 

VMuti but P appttoxima.IXun hakianneL+te en moyenne 

serait-il maximal? Alors il co!?nciderait avec l’un des inter- 
. - 

val les 
‘k Où IIlj-1 +lskim. 

J 
et son signe serait (-1>7-l . Il doit donc 

être proprement inclus dans l’un de ces intervalles Ik de mauvais signe, ce qui 

est aussi absurde. L’hypothèse suivant laquelle (7) est fausse est donc contradic- 

toire. Ceci détermine la démonstration. 
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