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VARIATIONS SUR LAPPROXIMATION
RATIONNELLE EN MOYENNE

André Giroux et Pierre Patry

1. Résultat principal

Dans le but de concilier les avantages de 1'approximation en moyenne avec
ceux de 1'approximation au sens de Tchebychev, Pinkus et Shisha [1] ont mesuré
1'écart entre deux fonctions continues sur 1'intervalle [0,1] au moyen de la no-

tion suivante:
‘ b § ...1/68
HEIE max{(J [£(x)]|” dx) s [fX)] >0 si 0<a<x<bs1) .,
a

Ils ont en effet montré que cette mesure, & priori assez semblable 3 la norme de
1'espace L6 » se comporte du point de vue de la thé€orie de 1'approximation comme
celle de I~ en caractérisant le polyndme de meilleure approximation d'une fonc-
tion continue (relativement & ||| |||) par 1la présence d'alternances tout comme
dans la théorie classique de Tchebychev. Nous nous proposons dans cet article de
considérer 1'approximation rationnelle des fonctions continues relativement i la
jauge ||| ||| . Notez que c'est i dessein que nous utilisons le mot jauge (plutdt

que norme) car il est facile de voir que 1'in€galité du triangle

1€+ glll < £l + Nl

n'est pas satisfaite. Avant d'énoncer notre résultat, rappelons quelques notations:
CL0,1] désigne les fonctions continues sur 1'intervalle [0,1] , Pn les polyn6-

mes de degré au plus n et Rn n les fonctions r de la forme suivante:

s
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r=p/q ol pE Pn , q¢€ Pm et q(x) >0 si 0< x<1 (toutes les fonctions

considérées sont 3 valeurs réelles). Nous voulons démontrer le théor&me suivant:

THEOREME. Soit ¢ € C[0,11 ,

H

o(x) >0 AL 0<x<1. Sodent n ., m

des entierns > 0 . A chaque f € CL0,11 correspond une et une sewle gonction ra-

Uonnelle p*/q* € R felle que
s
*
inf £ -0 2 = [ll£-oE2 Il .
P/A€R o

ELle est caractinisce par La condition suivante: sodent n -v et m - u <£es de-
ghes de p* et q* nespectivement et posons d = min(v,n) . IL existe au moins

N=n+m+ 2 -d intewalles ouverts disjoints conseeutifs 11, T et

0 = 1 §4x€ Ltels que

i) (-D%(f - o ;; )(x) 20 8L x €1,

s * $ 1/6 *

ii) q [(£ -0 B )t/ = e - o B I

I

Afin de simplifier 1'€criture, nous n'écrirons la démonstration que pour
lecas § =1, ¢ =1 . Quelques résultats préliminaires seront utiles.
2. Lemmes

LEMME A. Soient g € cf0,1] pour v = 1,2,3,... des fonctions conver-

geant uniformément sur [0,11 . Aloxns |[|1im gVHI < lim inf ngvnl .
Yoo V00
DEMONSTRATION. Voir [1], page 152.

LEMVE B. Soient p € P et M= |[pl| := max [p(x)| . Alors, quel que

0<x<1
404t 0<y<1, o0na

lp0 | = [p)| - 2m?[x - y| .

DEMONSTRATION. L'inégalité propos€e découle directement de celle de Markov, d'aprés

laquelle
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[p'(x)| = 2n%p

lorsque 0 < x < 1 (voir, par exemple, Rahman et Schmeisser [2]). En intégrant,

on obtient en effet

Yy
[p(x) - p(N]| =< J [pr(t)| dt
X
d'ol
lp0) - P3| < 2m?[x - y| .

LEMME C. Sodent f£ € C[0,1] , p,/q, € R, et K une constante posi-

M
tive telles que

ll £-p,,/q,lll = x

pour v = 1,2,... . Supposons de plus que Les dénominateuwrs q, convergent uni-
gormément sun [0,11 vers une gonction q . S'iL existe x, € [0,1] Zel que

q(xo) =0, alorns 1lim pv(xo) =0 .
V00

DEMONSTRATION. Démontrons tout d'abord 1'existence d'une constante positive T

telle que
) Il =T,  v=1,2,5...
Posons A = ||f| et B = max quu et soit y € [0,11 tel que
v
M, = IIPVH = HP\)(}’V)II pour Vv =1,2,... . Supposons que lim M =< . En vertu

V00
du Lemme B,

oy | = M1 - 2|x -y ) > M2

dés que |x - yv[ < 1/4n2 . Par suite, pour Vv assez grand, on aura

p,(x)
[£(x) "q_ﬁTI >0
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lorsque |x - yv] <.1/4n2 . Alors
2
yv+1/4n p,(
&8 /a,ll = | (00 - ey |
Y
M
1 Y
= - [Z—B— - A] > K
4n

pour v suffisamment grand. Ceci démontre (1).

Supposons maintenant que q(xo) = 0 et que lim pv(xo) =d>0 (par
V500
exemple). La fonction q(x) #&tant un polyndme de degré au plus m qui est non
négatif sur 1l'intervalle [0,1] , trois cas sont possibles: considérons celui oii

0 <Xy < 1, c'est-3-dire que, par exemple,

0,0 = ((x - x, - 1%+ EDx

(rV(x) >0 si

avec lim nv =0, lim gv =0 (EV > 0) et T, € Pm—2 ,
V-0 V00
x € [0,1]). Les cas ol X, = 0 ou Xy = 1 se traitent en effet de fagon simi-

laire. En vertu du Lemme B et de (1),
2
lp, | = |p,(x )| - 2mn%x - x | > d/4

pourvu que |x - x°| < d/8Tn? dss que V est assez grand. Puisque q, converge
uniformément vers q sur [0,1] et que q(xo) = 0 , on aura que, pour V assez

grand,
[£) - p,(x)/a ()] > 0

lorsque |x - x0[ < 6d/8Tn> od 0<6 <1 ne dépend que de q . Alors

x0+6d/8Tn2
£ - py/a,lll = f [£00) - p,(x) /9, ()| dx
X
2
N g.fxo+ed/8Tn dx _a8d
T4 2 2 2
Xy ((x - Xy - nv) + Ev)rv(x) 8Tn
2
_d (8d/8Mn dt A8d
27 =2 -2 K
0 (t - nv) + & 8Tn

Y
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0 t?

le lemme. (Dans les cas X, = 0 ou X, = 1 , on utilisera la divergence de

1
. . d . . : 4z
si v est assez grand puisque f dat diverge. Ici c¢ = max HrvH . Ceci démontre
v

Jl dt
— pour conclure.)
ot

LEMME D. Sodient n , m, Vv et u des entiens tels que 0<Vv<n,
0O<pus<m et p, q et F des polynomes fels que degp=n-v, degq=m-U
et deg F<n+m-min(v,n) . Supposons que p et q soient relativement phe-

miers entre eux. Alorns AL existe o € P et v €P teks que F =pe + qb .

DEMONSTRATION. Voir Van derWaerden [ 3], page 99.

3. Démonstration du théoréme

Nous allons d'abord nous assurer de l'existence d'au moins une fonction

p*/q* € Rn n telle que

e-pr/a*lll = & _(£) := inf  [[£-p/alll .
n,m Jq€R
P n,m
. . _ | - .
Soient pv/qv € Rn,m tels que iiz [l £ pv/qv|H En’m(f) . Ecrivant
n m
k v) _k
pyo = 1 %, g0 = ] alKN,
k=0 k=0
nous pouvons Supposer que
m
2 T @h2=1, v=123,..
k=0
Posons b, = max{1pﬁv)l : k=0,1,...,n} et vérifions que sous la condition (2),

on peut trouver une constante positive L telle que

(3) Wwo<L, v=1,2,3,..

Si en effet on avait lim M, = @ avec lim qiv)

AVl V>0
1'on peut supposer en extrayant une sous-suite convenable en vue de (2)) et aussi

= qp Ppour k=0,1,...,m (ce que



18 Variations sun L'approximation rationnelle en moyenne

o) N Y (O I T O B
uw = |ps’| pour v =1,2,3,... oii 0<k <n, avec limp, °/u, := lim p =p
v kg ’e 0 N k % wo K k
pour k = 0,1,...,n (toujours en considérant une sous-suite appropriée), on pour-

m n
rait introduite les limites q(x) = z quk et p(x) = 2 pkxk . Considérons

k=0 k=0

maintenant les fonctions

1
(x) = (£(x) - ) —
& a, () 7 W,
qui convergent vers la fonction rationnelle
_P
q(x)
La convergence est uniforme sur 1'intervalle [0,1] . En effet, en vertu du Lemme
C , nous pouvons supposer que ¢(x) ne s'annule pas sur [0,1] . Utilisons main-

tenant le Lemme A pour obtenir 1'inégalité

e = Lin inf el -

Puisque IBk l =1, on en déduit la contradiction suivante:
o

0« G < /2w, =0

Ceci démontre (3). En vertu de (2) et de (3), nous pouvons maintenant supposer

que les limites 1lim P, = p* et lim q, = q* existent. Le Lemme C appliqué une
Voo V00
seconde fois nous permet de supposer que la limite 1lim pv/qv = p*/q* est uniforme
V>0
sur [0,1] et le Lemme A nous permet de conclure que

tr
~
Hy
-
[\

[ £-p*/q*|||

s que

d'oli, puisque p*/q* € Rn,m

“4) E(£) = [l £-p*/q*]] .
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Nous allons maintenant démontrer 1'unicité de la fonction de meilleure ap-

proximation. A cet effet, nous allons montrer que si une fonction p*/q* € Rn

,m

satisfait les relations i) et ii) du th€oréme, on a

Il £-p/alll > Il £-p*/a*|
pour toute autre fonction p/q € Rn n Procédons par contradiction en supposant
(5 Il £-pralll < [l £-p*/a*ll .
Alors, on devra aussi avoir, pour k = 1,2,...,N qu'il existe un point Xy € Ik
tel que

k * *
(6) (-1)7o(p/a - p*/q*) (x)) 2 0 .

Autrement, il y aurait un intervalle Ij pour lequel on aurait
(-170(p/q - p*/q*) < 0 sur I

et alors on aurait aussi, en vertu de i) , que 0 < (-l)jo(f—p*/q*) < (-l)jG(f~p/q)

sur Ij d'oli, en vertu de ii) , 1'inégalité

Wl £-p/alll > lll£-p*/q*]l|

ce qui contredit notre hypoth&se (5). En vertu de (6), la fonction rationnelle
p/q - p*/q* posséde N -1=n+m+ 1 -d zéros et il en est de méme du polyndme
Pq* - p*q dont le degré n'exce&de pourtant pas n +m - d . Ainsi (5) conduit 3

la relation p/q = p*/q* .

Nous terminons finalement la démonstration du théor&me en montrant que si
p*/q* satisfait (4), on peut effectivement trouver les N intervalles annoncés.
Nous supposons naturellement p* et q* relativement premiers. Un intervalle

I =17Ju0,8[ (ol 0< o <pB<1) sera dit maximal s'il existe o = *1 tel que
1) o(f-p*/q*) 20 sur I ;

2 o [I (£p*/a%) (x) dx = || £-pr/a*|l
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3) si J est un intervalle tel que I c Jc [0,1] et que

o(f-p*/q*) 2 0 sur J , alors (f-p*/q*) = 0 sur J\I ;

4) il n'existe pas d'intervalle K c I admettant o ou B pour extré-

mité et pour lequel on ait (f-p*/q*) = 0 sur I\K .

I1 est clair qu'un nombre fini de tels intervalles existe. Enumérons-les

consécutivement (l'extrémité droite de I étant plus petite que l'extrémité gau-

che de I, ,) de telle sorte que I.,...,I aient le signe O puis
k+1 1 my
. . s-1
Im +1,...,Im le signe -0 , etc., Im +1""’Im ayant le signe (-1) o .
1 2 s-1 s
Pour fixer les id€es nous prendrons ¢ = 1 . Nous voulons montrer que
s>2n+m+ 2 -d . Supposons que ce n'est pas le cas, c'est-d-dire que
s<n+m+ 2 -d . Choisissons un point x. entre I et I tel que
j mj mj+1

(f-p*/q*)(xj) 0 pour j = 1,2,...,s-1 et posons

s-1

(si s=1, on pose F(x) = -1) . Alors F ¢ Pn+ et en vertu du Lemme D , il

m-d

existe ¢ € P et Y_ € P_ tels que F = ¢ _p*+ Y q* . Considérons la fonction
m m n n n? n

p(x) _ p*(x) - wwn(x)
a(x) — q*(x) - we ()

oi w > 0 est d'abord choisi assez petit pour que p/q € Rn - On a

* F
f_R_ g P, ____ WFE
q q*+q*(q*+uxpm)

et aussi
Ie-500 = max [l£-2 ]
q 1<jss q [xj_l,xj]
(b x =0, x =13 Hn =11 ”[[0,1] avec cette notation) puisque

(f - g~)(xj) = 0 . Vérifions que si w est assez petit, p/q fournit une meil-

leure approximation & f que ne le fait p*/q* , c'est-a-dire que
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%) eprallpy ey < llepracll
J- J

pour j = 1,2,...,s . Si cela n'était pas vrai, on pourrait choisir j et une
suite wy décroissante vers 0 tels que

* ka *

e - B+ sy I = fIle - B

a* - q*(q* + we ) Exj_l,le q*

pour k = 1,2,... . Pour chaque k , on pourra alors trouver un intervalle

i = +
Jk c [Xj-l’xj] et un signe o t1 tels que

ka
Gk(f‘P*/q* + m J(x) >0 si x € Jk

w, F
P . S— i
oy fJ - garagy )00 &= lllf - g i

k

En fait, on doit avoir Oy = (—1)J pour tout k puisque si 1l'on avait O = (—l)J'1

pour un indice k , on en déduirait que, pour tout x € Jk s

. w, F
0 < (-1)J'l(f - E—I + W%w—k? ) (x)

< 07 - By
et donc

SRR < o1yt i i
i - B0l < 1) [Jk (£ - BEyoo axs flle - Bl

Ecrivant que J, = Ja, ,b.[ , on peut supposer que 1lima, = a et limb, =D
k k’7k k k
koo k>

existent. On aura donc

-1l - ﬁ%)cx) >0 si x € Ja,bl

3 b * *
07 [ - B e e - Rl
a
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L'intervalle Ja,bl serait-il maximal? Alors il cofnciderait avec 1'un des inter-
valles Ik ol mj_1 +1<kc«< mj et son signe serait (—1)3'1 . I1 doit donc

€tre proprement inclus dans 1'un de ces intervalles Ik de mauvais signe, ce qui
est aussi absurde. L'hypoth&se suivant laquelle (7) est fausse est donc contradic-

toire. Ceci détermine la démonstration.
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