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UNCRITÈREDENON-ERGODICITÉ 
POURLESCHAîNESDEMARKOVHOMOGÈNES 

Michel Blais 

On donne une condition suffisante pour qu'une chaîne de Markov homogène et 

irréductible soit non ergodique (récurrente nulle ou transiente). Cette condition 

généralise celle donnée par Kaplan C2J et celle de Malyshev et Menshikov C31. 

Soit "k'kz0 une chaîne de Markov homogène et irréductible sur 1 'espace 

des états S ayant pour matrice de transition (p(x,y)) (x,y)CSXS l  

On note par tx le temps de retour à x . Rappelons qu* une chaîne irré- 

ductible est ergodique (récurrente positive) si, pour un x c S , on a 

(1) 1 k IPx(tx = k) = 
kz0 k'0 ( 2 

Px tx > k) c 00 , 

et qu'elle est récurrente si, pour un xcs , on a 

(2) lim IPx(tx > k) = 0 . 
k+= 

(3) c wtr> - $(x)lp(x,y) 2 0 9 x c A ; 
YCS 

(4) ,+( > X - 1 d'(')p(x,y) 2 -b(l - d) , x f A eX d c L-c,lC . 
YeS 



REMARQUE. Si on augmente la valeur de a , on réduit l'ensemble A. et 

les inégalités (3) et (4) sont encore vérifiées. On peut donc considérer que 

a = $(x0) pour un x0 c A . On pose A* = A\IX~) . Comme $ n'est pas constante 

on peut supposer que AC t 0 . 

DÉMONSTRATION. On construit une nouvelle chaîne de Markov homogène et irréductible 

'Xk'kzO sur l'ensemble A en posant 

P(X,Y) sixcA, y C A' 

P'(X,Y) = 

c P(&Z) 
zG\A' 

sixEA, y=xo. 

Onnote tV et t: les temps de retour à xfi pour les chaînes (Xk)k,O et 
*0 *0 

w 

{Xk}k>o respectivement. 

Q? Ct 
x  x  

’ kl 
0 0 

= PI x l#xo ,  l  l  l  ) x k+xo  

2 Q'{XlcA' ,...,xkcA 

=Px(t' >k), 
0 xO 

ainsi on a 

(51 Ipx @x > k) 2 Ipx (t; > k) , pour tout k f IN . 
0 0 0 0 

On en déduit, en utilisant (1) et (2): si X 
0 

est P-ergodique, c-à-d. ergodi- 

que pour la cha£ne X , (respectivement P-récurrent) alors x 
0 

est PI-ergodique 

(respectivement P'-récurrent). Il suffit donc de montrer que (Xb)k,o est non 

ergodique. 

Par la construction de {Xk)k,o , les deux inégalités suivantes sont 

évidentes: 

(6) E @(Y)P'(x,Y) 2 E @(Y)P(&Y) 9 x c A ; 
YfA YCS 



(71 1 d@op’(x,y) 5 1 d”‘)p(x,y) , x C A et d c CO,lC . 
fi A YC s 

Comme AC t 0 et la chaîne (Xk)k$o est irréductible, l'inégalité (6) 

est stricte pour au moins un xcA. Si IX,Itio satisfait (3) et (4) alors, 

par (6) et (71, q}k>o les satisfait aussi (en remplaçant p par p' et S 

par A) 9 de plus l'inégalité (3) est stricte pour au moins un x c A : 

(8) 1 [@(y) - $(~)lp~(x,y) > 0 , pour au moins un x c A . 
fi A 

Si IXb)k o 
2 

était ergodique, alors il existerait une mesure de probabi- 

lité stationnaire r et les deux égalités suivantes seraient vérifiées: 

T(Y) = 1 r(x)p'(x,y) 9 Y c A ; 
xcA 

d'(') - 1 p'(x,y)d'(y) 

c n(x) YCA 

xcA (1 - 4 1 =o, Ord<l. 

De cette dernière égalité on peut alors déduire une contradiction, ce qui 

prouve la non-ergodicité de (X$k,o et donc de {Xk)k>O . - 

o= lim 1 - w> 

d+l xcA (' - d, 

[d@(x) _ 1 d@(Y) 
P'(X,Y)l 

YCA 

2 1 T(X) lim 1 [d'(x) - 1 d'(y)p'(x,y)I 
xcA d+l (l - d) 

YCA 

= 1 Qx) c C@(Y) - ~(XIlP’(X9Y) 
~CA fi A 

où la deuxième ligne vient du lemme de Fatou, puisque (4) et (7) donnent 



&bc 1 X 

c 

_ d@(Y) 

fiA 1-d 
. p’(x,y) 2 -b . 

La troisième ligne est due au théorème de convergence monotone pour la partie 

{y C A : @(y) > $(x> + 1) et au théorème de convergence bornée pour la partie 

{Y c A : @(y) 5 (I(X) t 1) : par la proposition technique de FAppendice en posant 

u = a(x) et v = $(y) . La dernière ligne est due à (8) . 0 

Le critère de Kaplan C21 est le cas particulier de cette proposition pour 

s = zt ) $ égal à la fonction identité. 

Le critère de Malyshev et Menshikov (C 31, théorème 1.7) s’énonce comme 

suit: une chaîne de Markov homogène et irréductible {Xk)k>O est non ergodique 

s’il existe des constantes a20 et e>O, et une fonction non constante 

41 : S + Rt telles que A = {x c S : $(x) > a} est non vide,pour lesquelles les 

deux conditions suivantes sont vérifiées : 

PI c NY)P(x,Yl 2 O(x) 3 x c A ; 
Y= 

P(X,Y) = 0 si I$(x) - $(y)1 > e ) x,y c s . 

Ce critère est un cas particulier de la proposition puisque la condition 

(9) est la même que la condition (3) et la condition (10) implique la condition (4)) 

comme le montre ce qui suit: 

On suppose que e est un entier et soit c tel que 0 < c < 1 . Si la 

condition (10) est vérifiée, alors pour x C A et d 6 Cc,lC on a 

1 Cd’(y) - d’(‘)lp(x,y) I 1 Cd’(x)-e - d@(x)]p(x,y) 
YeS Y= 

= d@(x)(d-e - 1) 

1 -d l-de = -.- 
de l-d 



où b=%. 
C 

Appendice 

- l- dejldi<l- d. e -- 
de i=O e = b(1 - 

C 

Donc l'inégalité (4) est vérifiée pour d C [c,lC . 

dl 

{~>a: v-< u-t-l), 

(~>a: vUlt1). 

DÉMONSTRATION. 1 - d". On montre d'abord que pour a C IR, la fonction g(d) = l-d 

est bornée, plus précisément que: 

1 < g(d) < a 9 si a>1 

et 

En effet 

a 5 g(d) 5 1 , si a<l. 

g’(d) = (a - l,da - ad a-1 t 1 = h(d) 

(1 - d)2 (1 - d)2 ' 

h'(d) = -a@ - l)(l - d)da-2 . 



Pour a > 1 , h*(d) < 0 , h(0) = 1 et h(1) = 0 ; ainsi h est décroissante, 

g’(d) ’ 0 est croissante; on peut donc conclure que 

1 = g(0) < g(d) < lim g(d) = a 0 
d+l 

Pour a < 1 , h*(d) 2 0 , h(0) = -00 et h(1) = 0 ; ainsi h est croissante, 

h(d) I 0 , g’(d) I 0 

Pour montrer 

et 8 est décroissante; on peut donc conclure que 

a= lim g(d) 5 g(d) 5 g(0) = 1 . 
d-t.1 

l0 9 on divise le domaine en deux parties. u>v, 

-fd(v) = cfd(v)]- = dV . -+=$ , 

où on a posé a = u - v . Par ce qui précède, on a [fd(v) l- 5 dV l max{1 ,a) I 

da(l t u - a) I 1 t u - a . Pour u < v , fdbd = [fd(v) 3+ = du ’ G , où on 

a posé a=v-u. Mais sur Iv 2 a : vUlt1) ail et alors 

[fd(v)1+ < du ’ 1 < 1 . Donc, sur l’ensemble (v 2 a : v 5 u t 1) , on a 

-(l + u - a) < fd(v) ’ ’ ’ 

Pour montrer 2O , comme alors v>utl, a = v - u>l , on a vu que 8 est 

alors croissante, et comme la fonction d U est également croissante en d ona, 

fd(v) = du ’ ++’ est croissante en d sur l’ensemble (v 2 a : v > u t 1) . Il 
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