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UN CRITERE DE NON-ERGODICITE

POUR LES CHAINES DE MARKOV HOMOGENES
Michel Blais

On donne une condition suffisante pour qu'une chaine de Markov homogéne et
irréductible soit non ergodique (récurrente nulle ou transiente). Cette condition

généralise celle donnée par Kaplan [2] et celle de Malyshev et Menshikov [3].

Soit {X une chaine de Markov homogéne et irréductible sur 1'espace

k}kzo

des €tats S ayant pour matrice de transition (p(x,Y))(x y)ESXS *

On note par te le temps de retour & x . Rappelons qu'une chafne irré-
ductible est ergodique (récurrente positive) si, pour un x € S, on a

€)) kgo kP (t =k = kgo Pt >k <o,

et qu'elle est récurrente si, pour un x € S , on a

(2) lin P _(t > K) =0 .

koo

THEOREME. Pout que fLa chatne {X 204t non ergodique, AL suffit

k}kzo
qu' 4L exdiste une fonction non constante ¢ : S ~+ R, et des constantes a,b > 0 et
c e J0,1[ telles que A = {x € S : ¢(x) 2 a} est non vide et telles que Les deux
inégalites sulvantes sont vernifices,

(3) D Do) - ¢()Ip(x,y) 20, x€A;
y€S

4) @y @M px,y) 2 b1 -d), x €A et de [c,ll .
y€S



6 Un oriténe de non-ergodicité pour Les chaines de Markov homogénes

REMARQUE. Si on augmente la valeur de a , on réduit 1l'ensemble A. et
les inégalités (3) et (4) sont encore vérifiées. On peut donc considérer que
a-= ¢(xo) pour un x_ € A . On pose A'= A\{xo} . Comme ¢ n'est pas constante

on peut supposer que AS + ¢ .

DEMONSTRATION. On construit une nouvelle chaine de Markov homogéne et irréductible

{X sur 1'ensemble A en posant

K k0
p(x,y) si x €A, yc€A'
p'(x,y) =

Z p(x,z) si x €A, y-= X,
Z€S\A'

, s
On mote t et t! les temps de retour & x  pour les chaines {Xk}kZO et

{Xf(}kzo re:pectivemZnt.
Pxo(txo > k) = p{xl#xo,...,xk+xo | X, = x.}
2 P{X €A", ..., X €Ar | X = x }
= P{Xi%xo,...,X£#xo | X! = x}
= Pxo(tio > k),
ainsi on a
(5 IPxo(txo > k) 2 PXO(tio > k) , pour tout k € N .

On en déduit, en utilisant (1) et (2): si x, est P-ergodique, c.-3-d. ergodi-
que pour la chaine X , (respectivement P-récurrent) alors x, est P'-ergodique

(respectivement P'-récurrent). Il suffit donc de montrer que {Xﬂ}k>0 est non

ergodique.
Par la construction de {Xﬁ}k>0 , les deux inégalités suivantes sont
évidentes:
(6) I op'xy) = I 00p(x,y) ,  x €A
Y€A y€S
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€ ] @Dpyc 7 @®Ppx,y) ,  xeA et de (0,10
yEA ¥€s

c N
Comme A~ # § et la chaine {Xk}kzo

est stricte pour au moins un x € A . Si {Xk}kzo

les satisfait aussi (en remplagant p par p' et S

est irréductible, 1'inégalité (6)
satisfait (3) et (4) alors,
par (6) et (7), {x]'(}kzo

par A) , de plus 1'inégalité (3) est stricte pour au moins un x € A :

(8 ) [o(y) - ¢(x)Ip'(x,y) > 0, pour au moins un x € A .,
yEA

Si {x]'(}kZo

1ité stationnaire T et les deux &galités suivantes seraient vérifiées:

était ergodique, alors il existerait une mesure de probabi-

T) = )] mXp'(x,y) ., YE€A;
XEA

d¢(x) _ % p'(x,y)d¢(Y)
ngﬂ(x){ %’1A—d) }:o, 0<d<1.

De cette derniére égalit€ on peut alors déduire une contradiction, ce qui

et donc de {X }

) s ,
prouve la non-ergodicité de {X!}, G0

0

0= lim ) (—q(—)_Ld)-[de) - ) d¢(Y)p'(x,y)J
d+1 x€A yEA

v

I 100 lim gy 0@ - ] ?Dprin)

XEA ar1 yeA
o (x) o (y)
=] 1§ p(x,y) lim | =d T
X€A yeA dt1 [ 1-d ]

Ll

I T L ) - 6 Ip'(x,y)
x€A y€A

oli 1a deuxi®me ligne vient du lemme de Fatou, puisque (4) et (7) donnent



8 Un cnitene de non-ergodicité pour Les chatnes de Markov homogenes

FICSII¢))
—1-qg " Pxy=z-b.
¥ A
La troisi&me ligne est due au théoreme de convergence monotone pour la partie

{ye A:¢(y) > ¢(x) + 1} et au théordme de convergence bornée pour la partie

{y€e A: ¢(y) < ¢(x) + 1} : par la proposition technique de 1'Appendice en posant

u=¢(x) et v=¢(y) . La dernidre ligne est due & (8). 0

Le critére de Kaplan [2] est le cas particulier de cette proposition pour

S = Z+ , ¢ @égal 3 la fonction identité.

Le crit&re de Malyshev et Menshikov ([ 3], théoréme 1.7) s'énonce comme
suit: une chafne de Markov homog&ne et irréductible {Xk}kzo est non ergodique
s'il existe des constantes a >0 et e > 0 , et une fonction non constante
¢ : S~ R+ telles que A= {x € S : ¢(x) > a} est non vide,pour lesquelles les

deux conditions suivantes sont vérifiées:

) 1 dMpxLY) = ¢(x) , X €A ;
¥€S

(10) P(x,y) = 0 si [0 - o] > e, X,y € § .

Ce critdre est un cas particulier de la proposition puisque la condition
(9) est la méme que la condition (3) et la condition (10) implique la condition (4),

comme le montre ce qui suit:

On suppose que e est un entier et soit ¢ telque 0<c<1. Sila

condition (10) est vérifiée, alors pour x € A et d € [c,1[ on a

7O L @y < 7 ora®®me L 9 00
y€s y€s

IA

= d¢(x) (d"e - 1)
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-1-d7% ab < 1_:59 ce=b(l - q)

ol b= EE" Donc 1'inégalité (4) est vérifide pour d € [c,1[
c

Appendice

PROPOSITION. Pour a et u des constantes telles que u=>a =0, on
considenre La famille des fonctions indexes pan d € [c,1L , c > 0 , et définies
pour v =2 a parn

.4 -d
fa = 7—g -

On a alons Les deux rnésultats suivants:

(o]

1 fd(v) est uniformément bornge en d sun £'ensemble

{va:vsu+l},

2° £4(v) est croissante en d sun £'ensemble

{vza:v>u+1}.

(o3

DéMONSTRATION. On montre d'abord que pour o € R, la fonction g(d) = i : 3 :

est bornée, plus précisément que:

1 <g(d <a, si a>1

et
o<gd <1, si as<1.
En effet
o a-1
g = a-nd - adz +1 _ _h(d) -,
1-4a (1 -4d
h'(d) = -aa - 1)(1 - d)a® 2 ,
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Pour o >1, h'(d <0, h(0) =1 et h(l) = 0 ; ainsi h est décroissante,

h(d) >0, g'(d) >0 et g est croissante; on peut donc conclure que
1=2g(0) <g(d) <1lim g(d) = a .
d+1
Pour a <1, h'(d 20, h(0) = -» et h(l) = 0 ; ainsi h est croissante,
h(d) <0, g'(d <0 et g est décroissante; on peut donc conclure que

o= lim g(d) < g(d) < g(0) =1 .
d+1

o - . .
Pour montrer 1  , on divise le domaine en deux parties. Pour u > v ,

- v 1-d&
-fd(v) = [fd(v)] =d - T
olion a pos€ a =u-~-v . Par ce qui précede, on a [fd(v)]_ < d" - max{1,a} <
a
da(l t+u-a)s<sl+u-a. Pour u<v, fd(v) = [fd(v)]+ = q¥ . } - 3 , ol on

apos€ a=v-u. Miissur {v2a:vs<u+1} ona o<1 etalors

[fd(v)J+ < g

.
-
IA

1 . Donc, sur l'ensemble {v=2a:v<u+1l1l}, ona
-(1 +u-a)s fd(v) <1.

o
Pour montrer 2~ , comme alors v>u+1l, a=v-u>1, onavuaque g est

. . u z .
alors croissante, et comme la fonction d = est &galement croissante en d on a

a
£f4(v) = av . i = g est croissante en d sur l'ensemble {v=>a :v>u=+1} .0
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