Ann. sc. math. Québec, 1984, vol. 8, no 1, pp. 87-120

LES DERIVEES PAR RAPPORT AUX NOEUDS DES TRIANGULARISATIONS
ET LEURS UTILISATIONS EN IDENTIFICATION DES DOMAINES

J.P. Zolésio

REsumé

Calcul des dérivées partielles par rapport aux noeuds d'une triangularisa-

tion du cofit J(Qh) = h(Qh,Mh) ol Mh est l'approximation par &léments finis P

d'un probl&me variationnel d'ordre 2. Utilisation de ces dérivées, Qh n'étant

paramétrisée que par les noeuds situés sur la frontigre (discussion sur le mouve-

1

ment des noeuds intérieurs).

Le but de ce travail est double:

a) Montrer comment, en identification de domaine, on obtient la dérivée
par rapport aux noeuds de la triangularisation (lorsque 1'&quation d'é&tat qui gou-
verne le probléme est discrétisée par la m&thode des €léments finis) comme cas par-
ticulier de la th&orie générale du calcul des gradients d&velopp€e dans [1], [4] et
{51, par simple choix du champ V adapté& & la situation.

b) Préciser 1'utilisation des dérivées par rapport aux noeuds intérieurs,
la géométrie discrétise n'étant définie que par la frontidre Fh , le mouvement des
noeuds intérieurs apparaissant dans les travaux numériques de fagon trés injusti-

fiée.

Revenons quelques instants sur les probl&mes d'identification de domaines.
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Le calcul des dérivées par rapport au domaine  pour les solutions des
problemes aux limites est r€alisé en introduisant des déformations T, construites

par un champ (de vitesses particulaires) V ; ce champ décrivant un espace fonction-

nel
E= c2C0,el,cf@®RLRY) , k=21
Par cette méthode, on envisage les déformations générales Qt = Tt(ﬂ) du
domaine § , pour V donné dans E . Les propriétés de T, et de Qt sont lar-

gement étudides. Si u est la solution, dans la configuration Qt , T dtun

t t
probléme aux limites alors J(Qt) = h(Qt,ut est une fonctionnelle cofit & minimi-

ser par rapport au domaine £ .

La dérivée de J en § dans la direction du champ V est donnée par
dJI(a,v) = é%—J(Qt)}t:O . On &tablit dans [4], [5], les propriétés de cette déri-
vée, disons en particulier que si I est régulidre, dJ(Q,V) ne dépend en fait
que du germe de V(0) au voisinage de T ; si de plus V- dJ(Q,V) est linéaire,
alors le théoreme de structure (théoréme de la formule d'Hadamard, voir [4] et [5])
dit qu'il existe, [I' &tant assez réguligre, une distribution g, sur la surface
T (gn est unique) telle que le gradienmt G , distribution vectorielle sur R" R
est donnée par G = tyr(gnn) (YF est 1'application trace ou restriction sur T )

et la dérivée par rapport au domaine vérifie

(1 dJ(Q;V) = <G,V(0)>
Dk(Rn,Rn)'XDk(Rn,Rn)

Le calcul du gradient G se fait en général via le calcul de la dérivée eulérienne

de 1'équation d'état

u = é% (dérivée dans un espace Hm(Q))

(v ° Tz

Par exemple, pour la fonctionnelle cofit la plus simple,

I = JQ bu -y dx

(yd est une fonction donnée sur Rn) , on a
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aJ(n;v) = fﬂ (u - yd)(ﬁ - Vyy + V(0)) dx + IQ i(u - yd)z divv(0) dx

Cependant, en introduisant la dérivée u' de 1'€tat u par rapport au domaine

(dans la direction du champ V) définie par
(2 u' = u - Yu s V(0)
on obtient (I' é&tant assez réguliére)
(3 dJ(;vy = {u -y dut dx + Ju - yp?V(0) + n dy
d d
Q T

Cette seconde expression de dJ est plus intéressante car plus proche de
la structure annoncée par le théoréme , puisque le second terme du second membre
dépend déja explicitement de la restriction V(0)  n sur T . En fait, pour les
problémes aux limites classiques elliptiques et paraboliques, on caractérise u
par utilisation du théor®me des fonctions implicites et on obtient la lin&arité et
continuité de V - u et donc celle de V - u' . On prouve alors le résultat sui-

vant:

La dérivée u' de 1'état par rapport & ( dans la direction du champ V
ne dépend que de la restriction de V(0) - n & T (résultat qui est faux pour
4 }J. Ce résultat signifie en particulier que u' est sclution d'un probléme aux
limites avec conditions homogénes dans §I (avec second membre nul} et en introdui-
sant un &tat adjoint p classiquement dans (3), on obtient immédiatement 1'expres-

sion du gradient G dé&fini par (1).

1. Déformation des domaines

1.1. Le cas général

I1 y a lieu de distinguer deux types de déformations: 1le premier adapté
aux petites déformations, et le second adapté aux grandes déformations et aux dé-

formations gouvernées par des param&tres.
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! est une partie de R" (pour simplifier les Ecritures, nous prendrons
n=2), V estun champ défini au voisinage U de 0 (resp. dans [0,elxU) ,

la transformation T,  est définie par

t
(4) Tt CX o X+ tV(X) (resp. x(t) = x + J V(s,x(s)) ds)
0

Les propriétés des transformations T, se trouvent dans F. Murat et J. Simon [6]

(resp. dans J.P. Zolésio [4], [5]).

On s'intéressera plus aux secondes déformations qui, pour t petit, possé-
dent les m@mes propriétés que les premigéres, & savoir T, et T;l sont Ck , mais
qui les conservent lorsque t - 4o pour peu que le champ soit dans l'espace E_
(voir [41). De plus, pour des déformations de domaines définis par des paramétres,
il est ais& en général de trouver le champ V(t,x) qui construit la méme variation
de géométrie que la variation des paramdtres. Ainsi, le calcul des dérivées des
cofits et des &tats par rapport aux paramdtres n'est plus qu'une question de choix
du champ V(t) particulier dans la dérivée générale; pour un exemple de telle si-
tuation, voir M. Delfour, G. Payre et J.P. Zolésio [2]. C('est la situation analo-

gue que 1'on va envisager pour le déplacement des noeuds d'une triangularisation,

les noeuds &tant des paramgtres.

1.2. Le cas des champs V linéaires affines (resp. V(t,.) lingaires

affines)
Supposons que
V(x) = (Vl(x),Vz(x)) {resp. V(t,x) = (Vl(t,x),vz(t,x))
avec X = (xl,xz) et
(5) Vi(x) =A%) A Xy + bi (resp. Vi(t,x) = ail(t)x1 + aiz(t)xz + bi(t)) s

les fonctions aij(t) €tant continues.



J.P. Iolésio 101

LEMME 1. Powr ces deux types de champs V , Les applications T, et T,

sont Linéaires affines.

DEMONSTRATION (par les champs V(t,x)) . Soient x et y dans RZ et

t
x(t) = x + J (a(s) * x(s) + b(s)) ds ,
0

t
y o+ f (a(s) * y(s) + b(s)) ds,
0

y(t)
les courbes intégrales du champ V issues de x et de y . Il est clair que
t
ax(t) + By(t) = ax + By + J [a(s) = (ax(s) + By(s)) + (o + B)b(s)] ds
0

est la courbe intégrale du champ V issue de ax + By si o+ B =1, soit
Tt(ax + (1 -a)y) = aTt(x) + (1 - u)Tt(y)
donc
T (0x) - T (0) = (T (x) - T, (0))
et enfin

A

T (Te( + 00 = T(0) + 3 (T () - T (0)

Tt(ux + Ay) - Tt(O)

it

WTL () - T,(0) + AT, () - T,(0)
et x - Tt(x) - Tt(O) est donc linéaire. [J

On obtient imm&diatement le

LEMME 2. (1) Si K est un triangle dans R*, K% = T (K) est un trian-

2 () Si v est une fonction Lincaire affine sun R, voe Tl et

gle dans R c

voe T, Le sont également.
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1.3. Le cas des champs V(t) linfaires affines par morceaux et la défor-

mation des triangularisations

Qh est un ouvert polygonal triangularis€. On note Ml’MZ""’Mp les
noeuds situés sur la frontiére Fh R MP+1,MP+2,...,Mp+q les noeuds intérieurs.
T la triangularisation de Qh , soient Kl’KZ""’Kr les triangles composant

Ty 3 Mi = (xi,yi) les coordonnées des noeuds.

P . ez 2 . .
Déformations paramétrées: Pour tout (r,s) = (ri,si) € R q , il existe

€ >0 tel que |t] < ¢ implique que les points
Mt = (x.+tr +ts.)
g 7 KT YRSy

. . . t ~ .
sont les sommets d'une triangularisation h (ayant méme table topologique que

Th) du domaine polygonal Qﬁ ayant pour noeuds frontigres les points ME s
l<is<p.
VE désigne l'ensemble des fonctions continues sur QE , linéaires affines

sur chaque triangle Ki , avec sa base canonique (d'espace vectoriel):

t

. t
lsi<p+q, efc¢ Vh

tot.
, ei(Mj) = Sij (Kronecker)

Considérons les champs définis par

prq Pt
V(x,y) = lgl riei(x’}’) s iZl siei(X’Y)
(6)
P4 o Pt ¢
(resp. V(t,x,y)= (] rjes(xy) , ] s;e;(6y)
i=1 i=1
1

LEMME 3. Les transformations T, et T; lassocides & ces champs) sont
continues ef Lindaines affines par morceaux {c'est-a-dire sun chaque triangle Ky

de rh)

DEMONSTRATION pour les champs V(t,x,y)} . Consid&rons un triangle Kk de Ty -

On lui associe le champ lingaire affine Vk(t,.) défini sur R2 par
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Vk(t,.)[Kt =V

K Ky
Ce champ Vi définit une transformation T: de R qui est lin€aire affine
d'aprés le Lemme 1; avec le Lemme 2, on vé&rifie que TE(Kk) = Ki . Ainsi, les ap-

plications TE , pour 1< k< 1, sont linéaires affines et coflncident sur les

noeuds Mi et donc sur les cOtés des triangles Kk . Il en résulte que le trans-

. L . -1 P .
formation T, (associée au champ V(t,.)) et son inverse Tt sont définies sim-

plement par leurs restrictions & chaque triangle:

T et T = HN L . O
K

_ -k
t[Kk_Tt|K K
k k

k

COROLLAIRE 4. Les champs V &tant tels qu'en (6}, on a

_ At I ot
Tt(ﬂh) = Qh s Tt(Kj) = Kj s Tt(Mj) = Mj s

t

v € Vﬁ <= vt

° Tt € Vh .

2. Dérivation par rapport aux noeuds

2.1. Dérivation de 1'€tat u

V &tant un champ tel qu'en (6), si u, est un &lément de Vﬁ , par le

t

Corollaire 4, on a:
(7) u =u, o T

est un €lément de Vh (sous-espace de Hl(Qh)) don¢ s'éerit

piaq

t

u = .E ui(t)ei
i=1

et on note la dérivée, si elle existe,
. _d i} ,
(8) us=qrul g iél ul(0)e;

€lément de Uh .
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U est la dérivée eulérienne, par rapport au champ V défini par (6).

Notons que la dérivée u' analogue 3 (2) n'est pas un &l€ment de Uh car
u' =0 -Vu- V(0O ,
V(0) ¢ Vh , mais u n'est pas continue, ainsi u' est linaire affine par trian-

gle mais pas continue.

2.2. Transport et dérivation des formes bilinéaires

Comme dans la situation des déformations générales, on a le champ V

Etant défini par (6), u, et v dans Vﬁ :
Vu Vv, dx = A, () Vb,V %> d
¢ Vu Vv, dx = <Ay u, (vt o T)»> dx
K K
k
k
t

Kt
Jt

Fv, dx = j FolT v o odx ,
Jemeas|

k k

ot A(t) est la matrice 2 x 2 définie par
o kak -1 k. -1 B
A(E) = JEOTO ™ « *(OTY) ™, avec A (0) = I,
(9

k k
Jt = (det DTt)

Enfin, en définissant la matrice A(t) et Jt par

A(t) lKk = A1),
k
Jt[Kk =Jd

on obtient

(10

oG
La fonction matricielle x -+ A(t,x) est continue sur QE et C sur Ki (ainsi
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que T, et Jt) et chaque matrice Ak est dérivable par rapport & t dans

dw(Qh) (et de mé&me pour Jk) Donc, t ~ A(t) et t - J(t) sont dérivables

dans ﬁn(Qh) eten t=0 ona
d .
LI - - *
A' = o A(t)[t:O div V(0) - (DV(0) + *DV(0)) ,
et donc la dérivation des formes bilin&aires est donnée par,

vv e H' () , uf e crro,el,v

h) h) 3

- <A(t)Vut,Vv> dx|, _. = (<A'"Vu,Vv> + <Vﬁ,Vv>) dx
t=0
Qh Qh
(10%)

t _ .
EE'[Q FoTJdv dx[tzo = f div(FV(0))v dx .
h

2.3. Dérivées partielles par rapport aux noeuds

Le but est de calculer le gradient des fonctions cofit par rapport aux
noeuds de la triangularisation, c'est-d-dire les dérivées partielles par rapport
aux variables x; et y. . Pour cela, il suffira de caractériser la dérivée eulé-

nienne partielle ﬁx (resp. ﬁy ) qui sont les valeurs de u pour les choix:

i i
t t
V(t) = (ei,O) (resp. V(t) = (O,ei))
La matrice A' prend alors une forme simple:
3.€e, 2,€. -3,€. 3.e.
an Al = _{ 171 2 1] (resp. A' = _[ 271 1 1] )
2% % 918 9%

2.4. Le cas d'un probléme de Dirichlet

u, € Vﬁ (sous-espace de Hé(ﬂﬁ)) est solution du systéme lin€aire suivant:
— t
(12) J ‘ Vutht dx = J th dx , Vvt € Vh s
s 2y

F &tant donnée dans LZ(RZ)
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2.4.1, Dénivée eulérienne U

Avec (10), on obtient

t _ o 1
u’ = ou Tt € Vh , sous-espace de HO(Qh)

(13)

J <A(t)Vu',Vw dx = j Fo TJwdc, Vwel .
Q

Oy

La fonction ut e décompose dans la base canonique de 1'espace vectoriel Vh :
ut = X ui(t)ei et u(t) = (ul(t),...,ur(t)) s'écrit comme solution du syst&me

lingaire a(t) = u(t) = £, ot a(t) est la matrice

a(t)ij = [Q <A(t)Vej,Vei> dx
h

et f , le vecteur de composante

En posant ¢(t,u) = a(t) * u - £ , application définie de R % R® dans R' , on
vérifie que le th8orgme des fonctions implicites s'applique (plus aisément que
dans le cas général), la seule vérification &tant le calcul de la dérivée

g%'¢(t,u) qui est donnée par
—--——‘a t
~p ¢(t,w) = a'(0) ~u- £

11 suffit donc, pour un champ V donn&, de calculer a'(0) en utilisant A'

donné par (11}. On a donc

PROPOSITION 7. L'appbication t - u' est dans C ([0,e0,V) . Sa deri-

vée u en t = 0 est carnactinisie pan Le sysiéme Linéairne

u € Vh s Vv € Vh
(14)
Vovv dx = -J <A'Vu,Vv> + [ div(FV(0))v dx .

Lzh o by
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2.4.2. Dénivie parntielle &x eulénienne
i

On fait dans (14) le choix des vitesses indiquées en 2.3 et ainsi la ma-

trice A' prend la forme simple indiquée en (11) et on obtient la

PROPOSITION 8. u é&tant La solution du problime de Dinichlet (12),
M= (x5y5) , 1ispta, Les noeuds de La triangulanisation de Qh ; La dé-

nivee eublrienne U est sobution du systdme Linaire suivant:

uXi € Vh , Vv e Vh R

JQ VuX.Vv dx = —JQ [Blei(aluBlv - Bzuazv) + Bzei(aluBZV + 32u81v)] dx
h h

+J Bl(Pei)v dx .
o

La dérivée partielle eulérienne ﬁy est la solution du systéme
i
u, €V

Y5

b’ Yv € Vh
JQ Vuyin dx = -jg [Blei(Bluazv + Bzualv) + azei(azuazv - Bluélv)] dx

+J Bz(Fei)v dx .
Qh

3. Dérivée des fonctions cofit par rapport aux noeuds de la triangularisation

Considérons 1'exemple simple de 1'observation repartie de 1'&tat:
(15) @) = j lu-22de, uwev ,
u étant la solution de (12). Z est donnée dans Hl(Rz) . Le champ V é&tant

tel qu'en (6) et les transformations Tt gtant définies par le Lemme 3, on a

avec (7):
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t, gt .
J(Qh) = j s(u - 2 Tt)Jt dx .

I
Cette int8grale se décompose en intégrales sur les triangles K ol T, et J,
~ < k . PR w
peuvent &tre remplacés par TE et Jt . On obtient alors les dérivées en t , a

t=0, et ona:

(15%) dJGBh,V) = f [(u-VZ .+ VO))(u ~-2Z) + 3(u - Z)2 div V(0)] dx .
Q
h

On introduit alors 1'état adjoint défini par le systme lingaire

pevh, Vvevh,

(16) J VIVv dx = I (u - Z)v dx .
Oy 2

En utilisant (16) dans (15'):

(17) dJ(Qh,V) = J Ywyp dx + f [-VZV(0)(u - Z) + 3(u - Z)Z div V(0)] dx .
Qy Qh

Ceci &tant pour un champ général V tel qu'en (6), mais lorsque 1'on calcule les

dérivées partielles du cofit J par rapport aux coordonnées X, ety des noeuds

Mi de la triangularisation de Qh , on fait les choix indiqués en 2.3 pour la vi-

tesse V . L'expression (17) se simplifie et 1'on a, avec 2.4.2, le

THEOREME. u et p 4ont Les solutions des systdmes Linéaines (12) et

est Le colt associé a L'observation répartie définie en (15), x. et

16), I :

n
Yy sont Les coondonndes du noeud M, de fa triangularisation du domaine polygonal

Q

- Les dénivées partiefles du colt par rapport aux x; et y, 4ont données par:

3
ggz»J(Qh) = +JQ [Slei(alualp - azuazp) + azei(alualp + BZuazp)] dx
h

2
+JQ 9,(Fe;)p dx - JQ e,d,2(u - Z) dx + i [Q (u - 2)73,e; dx
h h h
(18)
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2

5, JQ) = -jQ [3,e,(3,w8 P - 3,ud,p) - 8,e,(3,ud,p + 3,u3;P) ] dx

h
2
1 -
+J BZ(Fei)p dx - f eiBZZ(u - Z) dx + 3 f (u - Z) azei dx .
O n i
REMARQUE. Dans les expressions (18), les intégrales ne portent en fait

que sur le support de la fonction e, - Supposons que Ii ¢ N est l'ensemble des
numéros des triangles composant le support de la fonction de base e alors cha-
cune des intdgrales de (18) peut s'Ecrire comme une int&grale sur l'ensemble

U K
kEUi

K s donc (18) peut s'écrire simplement

K - Les fonctions Bjei s Biuajp , etc., sont constantes sur chaque triangle

)
g;;-J(Qh) = kZI [alei(alualp - 32u82p) + 32ei(alu81p + Szuazp)](k)mes (Kk)
i
(18"
+ 31 ¥ Blei(k)[ {u-2)ds + ) { 3, (Fe,)p - €;3,2(u - Z) dx
kEIi Kk kEIi Kk
et de méme, pour la dérivée partielle par rapport & i - Notons qu'un seul état

adjoint suffit pour toutes les dérivées partielles.

Ces dérivées partielles ont 8té obtenues différemment par O. Pironneau d&s
1977, voir par exemple [3]. Cependant, la technique utilis@e ici est systématique
et recopie la démarche des déformations générales abordées dans [1], [4], [5], [6]
et d'autres probl®mes tels que 1'élasticité, Navier-Stokes, etc., sans aucune dif-
ficulté; faisant apparaitre ces dérivées partielles comme des cas particuliers de
la situation générale (de la méme fagon que les domaines paramétrés considérés

en [2]).

4. Dérivée du cofit par rapport aux (seuls) noeuds situés sur la frontigre

4.1. Utilisation des dériv8es par rapport aux noeuds intérieurs en optimi-

sation de domaines

D&s le paragraphe 1.3, nous avons distingué les noeuds frontigres

Ml""’Mp situés sur la frontigére Th de Qh et les noeuds intérieurs
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i s s s
Mp+l""’Mq situ€s 2 1'intérieur.
La géométrie du domaine polygonal Qh est définie par les seuls paramétres
X1 oXgsYgs e nsX ,yp , c'est-a-dire les coordonnées des noeuds situés sur la fron-

P

tidre (il est clair qu'une perturbation des seuls noeuds intérieurs M

sevayM
p+1 q

n'affecte pas la géométrie du domaine Qh)

Le mouvement des noeuds intérieurs doit donc se déduire du mouvement des
noeuds situBs sur la fronti®re. Ceci est un choix, choix pouvant &tre réalisé de
diverses fagons. Soulignons bien que le mouvement des noeuds int€rieurs ne doit
pas avoir lieu en vue de minimiser la fonction cofit J du probléme mais simplement
de satisfaire 3 la bomne approximation de la méthode des €léments finis utilisée
sur le domaine Qh . En pratique, ce choix est souvent réalisé par la donnée d'une
application 6 : R2p - qu , application qui positiomne les noeuds int€rieurs en
fonction des noeuds situés sur la frontiére Th . (En général, ce choix est fait de

facon trés "implicite" par les utilisateurs.) C'est-a-dire que

(x 17y ) = 6(x1,yl,...,xp,yp)

*p177pr1” X prg Ypig

et on suppose l'application 6 dé&rivable, et on note

9X. ij Byj Y.
ax.’ﬁyzisg’"igy., lsis<p, p+rlsjsp+a,

i i
les &€léments qui composent la matrice jacobienne D6

La fonction cofit § minimiser est alors

(19) ig = 36(x1,y1,...,xp,yp) = J(Qh(xl,yl,...,xp,yp,e(xl,yl,...,xp,yp)))

Ce coflit dépend du choix de 6 . Il est donc normal que son gradient en

dépende; en fait, il n'en dépend que par la matrice jacobienne D6
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9x ay,

3 . 3 Pta 5 2 3 fi

g (Xysee sy ) T E—J@Q) ¢ ) 5 J(@) gt oy J(Q) m

ax; "9+ P 3x; h L=ptl axe h Bxi sz h Bxi

(20)

3

5 . 3 Pra ax 3 e

e (XyseeasX ) = om= J(R,) F ) e IR e oae— J(,)

3y; 1 P Byi h £=p+1 axg h Byi aye h Byi

0 3 3 3
—J e J , = J , =
axK Bye axi Byi

(18') & 1l'aide d'un seul &tat adjoint p .

Les dérivées J se calculent comme en (18),

REMARQUE. Le gradient du colit j ne dépend en fait que de la matrice ja-
cobienne D8 . Il n'est donc pas nécessaire, pour utiliser les expressions (2)

des dérivées du cofit j , d'avoir une expression explicite de 1'application 6

ORIENTATION. Nous donnons deux exemples de calculs de gradients par rap-
port aux seuls noeuds situ€s sur la fronti&re: dans le premier, on envisage la si-
tuation assez fréquente oli 6 est une application explicite, elle définit la posi-
tion des noeuds 4 partir de la position des noeuds situés sur une partie de la

frontiére. Dans le deuxi®me exemple, seule DB est explicitable.

4.2. Premier exemple: © et DB sont explicites
Qh est un hypographe:
Qh ={(x,y) |asx=sb, 0=<ys<gx},

g #&étant une fonction positive continue, linéaire affine par morceaux sur 1'inter-
valle [a,b] , c'est-8-dire que le graphe de g est une ligne brisée de sommets

(xi,yi) , l<is<n, Xy étant une subdivision de 1'intervalle (a,b) ,
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On décide de diviser chaque segment vertical en m +1 segments ggaux (cette déci-

sion réside dans le choix de 1'application 6 ) . Les noeuds sont alors les points
.1 . .
- ——— < <
(Xij’yij) (Xi,J 1 yi) , 1l<i<n, 02 j<sm+ 1,

les noeuds intérieurs &tant ceux pour lesquels 2< isn-1,et 1< jsm.

Les param&tres qui définissent la géométrie sont les coordonnées des noeuds
placés sur le graphe de g (la ligne brisée), c'est-a-dire les (xi,yi) s
1< i< n; tous les autres noeuds, intérieurs ou pas, sont définis en fonction de
pas,

ceux-ci. Notons que

9 - 9 -
Yis = 0 gy i T Ok

(21)

3 3
o x..=8,. , = X,.=0.
Bxk ij ki ayk ij

(21) est la donnée de la matrice DB ; les dérivées partielles (2) s'&crivent alors:

—
A
i
"
=

-

3 3 m+l 3
9X JB(Xl’yl""’xn’yn} ® 3. J(Qn) * .Z X . J(Qn)
i i j=0 ij
(22)
3 3 rf ] ]
"_J(X 3Yqs v X :Y):““’J(Q)“f J(Q’)'—_—
Byi 871771 n*’n Byi n 321 Byij n’ mtl
oll les dérivées 5%—-J s Sf—-J , ..., se calculent comme en (18) avec un seul Etat
. i
adjoint p et sont des intégrales portant sur le support de la fonction de base
ei’eij"“ attachée aux noeuds (xi,yi),(xij,yij),...

4.3. Deuxidme exemple: 8 est implicite mais DB est explicitable

Qh est un domaine polygonal triangularisé, Mi , 15£13is<p, sont les

noeuds placés sur la frontigre Fh s Mj , ptls<j<p+q, les noeuds 4 1'in-
térieur. La donnée de la matrice jacobienne D8 est la donnée des dérivées par-

X . ay. ax . dy.
tielles —2% s T, wTT —
3. .
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Un procédé est de considérer ume fonction 7 positive sur §, dont la
courbe de niveau z8&ro soit Th et dont les courbes de niveau W~l(t) s
0 <t <max 7 , soient le plus réguligres possible, et de déplacer les noeuds inté-

rieurs de fagon 3 conserver globalement les courbes de niveau de 7

Supposons que X5 (resp. yi) soit déplacé en Xy +t (resp. Y +t) ,

= . . . t ~
les autres noeuds étant fixes; le domaine Qh est transformé en Qh (la déforma-

tion n'agissant en fait que sur les triangles dont Mi est sommet).

Faisons par exemple le chois de

t

1 ..t
m. € Vh < H ()

la solution du systéme linaire suivant:

(23) Yv, € vt

[ o
bt j Vﬂt . Vvt dx = J v, dx

t h

o

t
N

m o est 1'approximation par &léments finis du probléme de Dirichlet

—Aﬂt = 1 dans Qt , m, =0 sur T

e s . . P t PO
par le principe du maximum, T, est strictement positive dans Qh et réalise son

maximum en un noeud intérieur Mj (puisque 7w, est linaire affine par triangle).
*

t
Soit

t . -
T, = max wt(x) = nt(Mj*) ,

XEQE

la dérivée de ce maximum.

est donnée par

o= (M, ) (resp. T = T JURDRY
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caractérisée par la Proposition 8.
Les courbes de niveau de la fonction Te sont les ensembles:

Tr;l(s) s Ossswof:n + tn! + o(t)

[e23

Les courbes de niveau de la fonction 7 sont les ensembles:

W'l(r) , 0T

La déformation intérieure du domaine Qh (ctest-d-dire le mouvement des noeuds in-
P s A . -1 .
térieurs) doit &tre telle que la courbe de niveau m (r) se déforme en la courbe

; -1
de niveau w_" (T avec

t t)

Soit

s gz P = t
ctest-d-dire que le noeud intérieur Mj se déforme en Mj tel que:

t o)
Wt(Mj) = n(Mj){l + t %;j

En prenant la dérivée par rapport & t , en t = 0 , de cette expression on obtient:
t i,~-1...t . P . i P .

(notons que ﬂt(Mj) = wt((Tt) (Mj)) , puisque la déformation Tt , linéaire affine

par morceaux, assocife au déplacement du noeud frontidre Mi , ne fait pas bouger

le noeud intérieur Mj)

W(B%) == 0

o

=

il

Wxi(Mj) + Vﬂ(Mj)(~Vi(Mj) - M})

et la dérivée du noeud intérieur Mj par rapport a Xy (resp. yi) est

9X . 9x.
1
Bxi Byi
N% = (resp. M! = )

3 MR
] ich]
09X 9y .

i i
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doit vérifier la condition

! . )
Mj . Vﬂ(Mj) = nxi(Mj) - W(N%) %;- (resp. Wyi(Mj) - r(Mj) i: )
Par exemple, pour j # Je
. Ty -2y
(24)4 My= (T, (M) - T ) NIRRT

1

c'est-a-dire que le point Mj se déplacera toujours le long des courbes de gradient
de 7 . Notons que T ne posséde pas de gradient au point Mj (on a supposé& T
continument dérivable aux noeuds dans la dérivation en t = 0) . On prendra par
exemple une valeur moyenne de Vﬂ(Mj) sur chaque triangle dont Mj est sommet, et

pour j = Jj,
(24)2 M5 sera par exemple la moyenne des Mi , k décrivant les voisins de j, .
*

Ce choix (24) détermine la matrice jacobienne D8 et permet donc le calcul du gra-
dient du cofit je par rapport aux coordonnées (xi,yi) des noeuds situés sur la
frontidre. Un tel calcul est lourd 3 mettre en oeuvre, nécessitant le calcul des

fonctions T et T de & les dérivées partielles eulériennes que l'on a

X . h’
i Yi
caractérisBes 4 la Proposition 8.

5. Dérivée partielle eulérienne pour un probléme non linBaire

Comme précédemment, Qh est 1'ouvert polygonal triangularisg, Mj les
noeuds intérieurs, Mi ceux situés sur la frontiére Fh H Vh le sous-espace de
1 . . NP . .
Wo’p(Qh) des fonctions continues linéaires affines sur chaque triangle. Avec

4 <sp<4o, Fe LP(RZ) , u est la solution du probléme

(25) wel, . W, f vulP"%9u » Vv dx = J Fy dx .
2, o

Ce probl&me variationnel bien connu possiéde une solution unique. Si U est la

. 1,p
solution dans WO (Qh) de
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div([val® % = F
alors on trouve dans Ph. Ciarlet [7] les majorations, lorsque U est dans wz’p(Qh)

< 1/p-1
(26) £ C(HFH,HUHWZ’p)h s

v -
wo’p(gh)

V étant un champ continu linéaire affine par triangle tel qu'en (6), Tt la trans-

. P . . iz = = t :
formation (linaire affine par triangle associée, Qh est déformé en Qh et si

t .
u, 3 Vh est la solution de

HVuth~2Vut © Vv, dx = [ Fv, dx .

t
(27) Vv, €V ¢ vy
Y

h°’

&

Par le Corollaire 4, on a ut =u e Tt est un €lément de Uh (sous-espace de

1,p
Wo (Qh) ). Posons

(28) ¢, (t,w) = J H*(DTt)“l . Vunp‘2<A(t)Vu,Vek> dx - J J.F e T, dx

&

oli A(t) est la matrice définie (triangle par triangle) en (9) ainsi que Jt . Par

changement de variable dans (27), il vient
t : t
p+lsksp+q, ¢k(t,u } =0, soit ¢(t,u) = 0 .

On utilise alors le théoreme des fonctions implicites. Pour cela, on calcule les

dérivées de ¢ . Pour u et v dans Vh , Oon a:

D ¢, (0,w) * v = J Al vd P %oy - Ve, + (p - 94 P 4 (vu « 9V (Vu - Ve,)) dx .

La matrice de coefficients bk 2= Du¢k(0,u) T ep est coercitive sous 1l'hypothése
(29) Vu ne s'annule sur aucun triangle de Qh .

Sous cette hypoth&se, il en résulte que Du¢(0,u) est un isomorphisme de R . Par

ailleurs, on a
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26, (0,u) = [ v P%nr - Tuves - (p - DITUPDv(0) + TuTw<VuTer) d
a2
h

—f div(FV(0)) dx ,
N

oli A' est définie en 2.2. On a alors la
PROPOSITION 9. Posons

R (y,V) = J U9alP yvy + (p - 27l P @u7y) ()} ax
N
Vv étant un champ tel qu'en (6), sous £'hypothdse (29) L£'application
t s ut = u, o T, est dénivable dans v, - En t= 0, sa valeur L est La solu-
tion du systéme Linéaire suivant:

Ru(&,v) = J {(p - DvuP 4 <*0v(0) - Vu,Vus<Vu,Vvs, | V[ P2<Ar « Vu,¥v>} dx
Q
h

ol u est La solution de (2.5).

En particulier, lorsque le champ V est de la forme (eE,O) (resp.

[O,eE)) , la matrice A' prend la forme indiquée en (11) et

Ble. 0 0 Blei
*DV(0) = 1 , (resp. )
9.,e. 0 0 3 e;

On obtient alors les dérivées partielles eulériennes par rapport aux coordonnées

des noeuds (intérieurs ou bien frontaliers) u (resp. u_ J:

Vi

PROPOSITION 10. Sous L'hypoth2se (29), Les dérivdes &x , &y existent

et sont canacténisées pat:
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R (1. ,v)

1

JQ [(p - 2)11Vuup‘4(alei(alu)2 + 9,3 udu) (Tu + V)
h

vy PRt - Ve 6 3 (Fe )Ty dx

R Ch, ) = JQ C(p - 27l P¥(a €2 ud,u + 3,0, (3,0 2(Vu + )
h

- HVqu~2<A' o Vu,Vv> + BZ(Fei)v] dx ,
ol Le terme <A' - Vu,Vv>  est déjd explicité a La Proposition 8.

On voit donc que si J(Qh) est une observation répartie de u sur Qh

ou bien une obserwation ghontidrne de u sun Th , on obtient les dérivées partiel-

3 3
les 5§£»J(Qh) et §§;~J(Qh)
Conclusion

Le probléme d'identification de domaine associ& au probléme de Dirichlet
et 3 1'observation répartie utilise trois données:

F , le second membre de l'équation d'état;

Z , la fonction désirée intervenant dans le cofit;

6 , (ou simplement DO) qui détermine, & priori, le mouvement des noeuds

intérieurs en fonction de ceux qui définissent (paramétrisent) la g€ométrie

SR ATRRRTL ) SOy

On obtient alors une fonction cofit je(xl,yl,...,xp,yp) dépendant des
seuls paramé&tres de la géométrie et modulo le calcul d'un état adjoint p , on a
calculé le gradient de la fonctionnelle je qui fait intervenir explicitement D6

o

et les dérivées par rapport i tous les noeuds (intérieurs ou pas) du cofit J(Qh)

GENERALISATION. Nous avons envisagé la situation oli le domaine § dépend

h
d'un nombre fini de paramé&tres qui sont certaines coordonnées de certains noeuds
frontaliers. Les r&sultats s'étendent de fagon &vidente 4 la situation générale ol

Qh dépend d'un nombre fini de param8tres ﬂl,ﬂz,...,ﬂp et 1'application 6 four~

nit les coordonnées des noeuds (de tous les noeuds, intérieurs et frontaliers), D&
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9X. ay .

. - i “ . o .
fournit toutes les données §Zl‘ et FY Le cofit 4 minimiser s'é&crit alors
k

j = je(Kl,...,ﬂp) et de fagon analogue & (20), on obtient

3y

3 1o I i
(20M) Jallys. st} = J(2) + J()
5, Jot51 UM ot DT T YT

si tous les noeuds M, de la triangularisation sont numérotés de 1 & N .

Par ailleurs, nous avons envisagé la situation des &l&ments finis Pl
mais cette technique est géndrale et s'étend aux éléments finis isoparamétriques en

particulier.
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