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PLURALITÉ DESTOURNOIS HOMOGÈNES DE MÊMEORDRE 
Claudette Tabid 

1. Introduction 

Un ~&uAnuk T = (V(T),E(T)) est un graphe fini orienté (sans boucle), com- 

plet et anti-symétrique. Par conséquent, 

‘du,v c V(T) , u + v : (u,v) c E(T) <=> (v,u) + E(T) . 

L'arête orientée (u,v) C E(T) est appelée un 6th~ de u vers v . 

L~c~~@uc?ti Q(U) en un bommti u dati un Xuuhnoi. T est le sous-tournoi 

de T engendré par {w c V(T) : (w,u) C E(T)} . L*&cou&~eti P(U) #un dummti 

u dam un XuuAnui. T est le sous-tournoi de T engendré par {v C V(T) : 

(u,v) C E(T)) . Le ckgtLE cf’a&$kwzce d;(u) en un nummd u dam un Xuccttnui T 

est le nombre de sommets dans 
Q(u) l  

Le deghE d’&cucLeweti G(u) cf’un bummet u 

danA un kuccttnui. T est le nombre de sommets dans P(u) . Un tournoi T est hEgu- 

fim si, pour tout u C V(T) , 

d;(u) = d;(u) . 

Rappelons que Kotzig [3,4] a démontré ce qui suit: 

(14 TuuX Awwui hC?g&&Th d 'Uhdtte 7 ti;t iAumuhphe à exackemeti un du AWw& 

G1 9 G2 t Gg 9 i.lXti;ot~ daMn la Figtie 1. 



Figure 1. Les tournois réguliers non isomorphes d’ordre 7. 

Un tournoi T d’ordre n est ~LuAIGG~ si l’on peut numéroter ses sommets 

par UoJU1,...‘Un-l de telle sorte que l’on ait: 

(“i,uj) ~ E(T) =’  (ui+19” j+i) ~ E(T) ) 

pour toute paire d’indices i,j ; nous supposons que 

U = u 
t 

<=> s 5 
S 

t(mod n) . 

Remarquons qu’un tournoi rotatif est régulier, donc d’ordre impair. Les tournois 

G1 et 5 > illustrés dans la Figure 1, sont rotatifs, tandis que le tournoi G3 

ne l’est pas. 

Nous entendons par CL$&, un cincti &%w&&zx tel que défini dans Berge 

Cl], et par k-c+&, un cycle de longueur k . Un tournoi humug&ne est, selon la 

définition de Kotzig [SI, un tournoi muni d’au moins un cycle tel que tout arc ap- 

partient à un même nombre de 3-cycles. Kotzig a également établi le théorème 

suivant : 

(1 *a Sk ;tuux am! (u,v) d’ un kuuhnui humughze H appartkient d k 3-c@& 

kzl, a.tum H est nEgu&tm d’uttche 4k - 1 . 

Nous désignons par TT(u,v) le nombre de sommets dans P(u) n P(v) . Si 

les sommets u et v coyncident, alors rT(u,u) représente tout simplement le 

degré d’écoulement d;(u) de u dans T . Reid et Brown C6l ont obtenu la 



83 

caractérisation suivante des tournois homogènes: 

(1*3) Un kutinui T d'ottdrte 4k - 1 , k 2 1 , wt humug&ne ai ti aeulkmeMA: ai. 

la deux cond.LConn ntivatiti aont aaiA~&xike~: 

(1) d;(u) = 2k - 1 , pacctt ;tuuX nammti u de T , 

(2) Il? T (u,v) = k - 1 , puut kuu& paim de domme& titinc& u et v 

de T . 

(14 COROLLAIRE. Un ;tuuknu/i hEgu..Li.et T d’ uttdtte 4k - 1 , k 2 1 , e~;f: humu- 

gène hi 4k &U&meti ai R’Q’cuuAkment P(u) de u dati T ti;t &EguRiw, puc~h ;tuu.X 

U de T. 

(1.5) PROPOSITION. 2lan.h un kocrhnai &~uli?i.~ T dl ufL&e 4k - 1 , k 2 1 , RU 

Enuncti auban& huvut éytivdeti: 

(1) Pa~&.wd Q(U) en un aumm4k qudkunque u de T U/z: hEgu&%, 

(2) R’ Ecu~em~ P(U) dl un &mmti yuebunque u de T ti;f: tLG!guRia. 

DÉMONSTRATION. Considérons un tournoi régulier T d'ordre 4k - 1 , k 2 1 . 

Soit u un sommet quelconque de T . L'affluent en u dans T est régulier si 

et seulement si l'écoulement de u dans le complémentaire T de T est régulier. 

Ce dernier énoncé équivaut à dire que T est homogène, d'après (1.4), ou encore 

que T est homogène. Cet énoncé est équivalent à l'énoncé (2), selon (1.4). 0 

Reid et Brown C6J ont démontré ce qui suit: 

(1*6) Su/i;t n un nom& n&uheL. ALo.u U n’ etike aucun ;tuumzui T d ‘ott&e 

8n t 7 yti naA;in&GX aux &u/in cunckCiuti ativatiee 

(1) d{(u) = 4n t 3 t pou.!~ h.d bummeX u de T , 

(2) r (u,v) T = 2n t 1 , puu~ &XL& pa&e de aommti dintinc& u ti v 

de T , 

(3) 

T. 

&t 

(14 PROPOSITION. Suti T un ;tuutnoi. humug&ne. Alto~ il ex.&& un &xnmet u 

de T &t que R' EcuLceemeti P(U) de u dam T ne aoLt pan homug&ne. 



DÉMONSTRATION. Soit T un tournoi homogène. Supposons que P(u) soit aussi ho- 

mogène, pour tout sommet u de T . D'après (1.2), le nombre de sommets de P(u) 

est congru à -1 modulo 4 ; soit 4k - 1 , k 2 1 , ce nombre. Le tournoi T est 

donc d'ordre 8k-1. T sont homogènes, pour tout U V(T) 9 

nous avons: 

(1) d;(u) = 4k - 1 , 

(2) r (u,v) = d+ T p w  
(v) = 2k - 1 , vv c W(u)) 9 

(3) rP(U) (v,w) = TT(u,v,w) q k - 1 , Vv,w c V(~(U)) , v't w  , 

selon (1.3). Mais ceci est impossible, d'après (1.6). Il existe donc un sommet u 

T tel que P(u> ne soit pas homogizne. 0 

Comme l'affluent en un sommet quelconque u d'un tournoi T est homogène 

si et seulement si l%coulement de u dans le complémentaire T de T est homo- 

gène, il suit immédiatement de (1.7) le corollaire suivant: 

(1.8) COROLLAIRE. Soti T un kocihnoi homog&ne. ALoti iL euMe un aommct v 

de T ;IF& que R’a&@.~eti Q(V) en v dati T ne aoti pti homog&ne. 

Kotzig [SI a établi le théorème d'existence suivant: 

(1.10) 

POUA koti nombke 

homog dne d ’ ottdtte 

REMARQUE. Pour 

P congttu à -1 modulo 4 , ti 

P* 

un ~ouknoi 

P = 3,7,11 , il existe un et un seul tournoi rotatif ho- 

mogène d'ordre p (à un isomorphisme près, bien entendu). Le tournoi G2 illus- 

tré dans la Figure 1 est un exemple d'un tel tournoi, pour p = 7 . En outre, nous 

pouvons voir facilement que tout tournoi homogène d'ordre 7 est isomorphe à G2 , 

les tournois réguliers Gl et G3 n'étant pas homogènes (voir (1.1) et (1.2)). 

2. Les tournois homogènes d'ordre 15 

d'ordre 

Pour un entier positif n , on connaissait au maximum un tournoi homogène 

n 9 à un isomorphisme près, bien entendu. Ceci amena Erdtis à poser la 

question suivante: "Existerait-il une paire de tournois homogènes non isomorphes 



ayant un même nombre de sommets donné n ?VI Nous donnons une réponse affirmative à 

cette question pour n = 15 et démontrons, de plus, qu'il existe exactement deux 

tournois homogènes non isomorphes d'ordre 15 . 

PJ) LEMME. Sati H un /tau.knu/i homug&ze d'ottdke 15. Akkm R’a&heti Q(v) 

DÉMONSTRATION. Soit H un tournoi homogène d'ordre 15 . Supposons qu'il existe 

un sommet vo de H tel que Q(v,) rl? Gl . Posons V(P(vo)) = {vl,v2,...,v7) et 

numérotons les sommets de Q(v,) dans le même ordre que dans la Figure 1, c'est-a- 

dire que nous posons ~(Q(V~)) = (v8,v9, ".,vl41 où v. = uim8 , pour tout 
1 

i = 8,9,...,14 . 

Considérons les sownets v8 ' v9 vlo Q(v,) l  

rQ(vo) (v8’v9’ = 0 et TH(v8,vg) = 3 (puisque H est homogène d'ordre 15 ; voir 

P*3)) 9 alors il existe exactement deux indices Jl et j, C {1,2,...,7) tels que 

(v ,v. >,(v ,v. :),(v ,v. ) 
8 Jl 9 J1 8 J2 

et (v ,v. ) C E(H) . 
g J2 

De même, 

entraîne que (v. ,V 
Jl 10 

) et (v. ,v 
J2 10 > c  E(H) l  

D'autre part, 

d*aprZs (1.3); comme vg est un sommet du sous-tournoi régulier Q(v,) de H , 

alors il existe un seul sommet v. 
J 

de W,l > qui est distinct des sommets v. 
J1 

et v. , tel que 
J2 

(v9,vj) ’  E(H) l  
Mais I'Q(vo)(vg,vlO) = 0 ; il s'ensuit que 

rH(vg>Vl()) égale 2 ou 1 selon que (v 
10’ J 

v.) ou (v.,v,,) estunarcde H. 
J 

Or, dans un cas comme dans l'autre, nous obtenons une contradiction avec le fait 

que I'H(vg,~lO) = 3 . Donc Q(v) + Gl , pour tout sommet v de H . 0 

(24 REMARQUE. Il suit immédiatement du lemme précédent que P(v)& Gl , pour 

tout sommet d'un tournoi homogène H d'ordre 15 . En effet, si nous supposons 

qu'il existe un sommet vo de H tel que P(v,) + Gl , alors Q(V~) - cl - Gl 

dans le complémentaire H de H qui est aussi homogène; ce qui est en contradic- 

tion avec (2.1). 

(2.3) REMARQUE. Considérons le tournoi régulier 

la Figure 1. Nous remarquons que: 

G3 d'ordre 7 et illustré dans 



(a) t  
est l'unique sommet de G3 tel que rG (t,v) = 1 , pour tout som- 

3 
met v de G3 distinct de t . 

Cb) rG I'i"j> 

3 
q 1 si et seulement si (ri,sj) c E(G3) , pour toute paire 

de sommets ri de Q(t) et sj de P(t) , où i,j = 1,2,3 . 

(24 REMARQUE. Soit T un tournoi isomorphe au tournoi G3 illustré dans la 

Figure 1 et soit 4 : V(T) -+ V(G3) cet isomorphisme. Notons q le sommet de T 

tel We o(9) = t et Posons UQ(q)) = {ml,m2,m3} et V(P(q)) = {nl,n2,n3} . Si 

(ml,m,),(ml,n,) et (m3,nl) c E(T) , alors @(mi) = ri et @(ni) = si , pour tout 

i = 1,2,3 . En effet, comme les sommets rl , r2 et r3 de Q(t) forment un 

3-cycle dans le tournoi régulier G3 , alors il n'y a aucune différence entre eux 

et nous pouvons supposer que @(ml) = rl ; mais (m,,m3) c E(T1 et (r1,r3) c E(G3) 

entraînent @(m,) = r3 et $(m,) = r2 . De plus, comme (ml,n,) c E(T) et s2 

est le seul sommet de P(t) tel que (rl,s2) c E(G3) , alors $(n,) q s2 . De 

même, (m,,nl) c E(T) et (r3,sl) c E(G3) impliquent $(nl) = sl et Q(n,) = s3 . 

(2.5) THÉORÈME. 

dtte15. 

DÉMONSTRATION. Soit .H un tournoi homogène quelconque d'ordre 15 . D'après (1.8) 

et (l.lO), il existe un sommet v o de ki tel que Q(V~) 4 G2 ; de plus, 

Q(v,> 4 G1 , selon (2.1). Comme Q(v ) 
0 

est régulier d'ordre 7 (voir (1.4) et 

(l.S)), alors Q[V~) r‘~r G3 (par (1.1)). Posons V(P(v,>) = {v~,v~,*.*,v~I et 

~(Q(V,)) = 1v8,v9>".'V14) et supposons que les sommets de 
Q(v,> 

soient numérotés 

comme dans la Figure 1, c'est-à-dire que nous posons v8 =t, =r v9 1' VI() = 33 9 

vll =r 3 9 VI2 = s1 , v13 = s2 et v14 = s3 . 

D'après (1.3), d&v12) = 7 ; comme v12 

gulier Q(v,) de H , alors nous pouvons supposer 

est un sommet du sous-tournoi ré- 

sans aucune perte de généralité, 

que (vl29vl) 9 (vl29v2) 9 (v12>v5) 9 (v3'v12) 9 (v4,v12) 9 (v6,v12) et (v7'v12) 

soient des arcs de H . Come rf&v~()‘V12) = 3 (par (1.3)) et l? Q(vo)(v10~v12) = 2' 

alors (v~'v10) 9 (v2>v10) et (v5'v10) f E(H) ; suPposons que (v69v10) 9 

(v10'v3) 9 (v109v4) et (v10>v7) c  E(H) l  Come rH(v10'v13) = 3 et 
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‘Q(Vo)(v10’v13) = ’ ’ alors nous pouvons supposer que (v 13A4) 9 (v13+) et 

(v3>v13 1 soient des arcs de H , puisqu’aucune différence n* existait encore entre 

les sommets v3 , v4 et v7 . De même 
rQ(~o) (v12’v13) = 1 entraîne qu’un seul 

sommet parmi vl , v2 et v3 appartient à V(P(v13)) ; supposons donc (v13,vl) , 

(v2’v13) et (v5’v~3) c w-0 ; nous avons aussi (v6,v13) C E(H) . Comme 

rQ(vo)(v11’v13) q 2 9 a1ors (v l ’v l l )  3  (v4>v11) et (v7’v l l )  c  E(H) l  Or 

rQ(vo) (vll’v12) = 1 entraîne qu’un seul des deux sommets v2 et v5 appartient à 

v(pIv11)) ; comme aucune différence n’existe encore entre ces deux sommets, nous 

supposons (vll’v2) et (v5’Vll) c u-o ; il sf ensuit aussi que (Vll’V3) et 

CVll’V& c  JXH) l  

D’autre part, comme 
rQ(vo)(v~‘Vl~) = ’ 9 alors un seul sommet parmi 

v1 ) 

v2 et v5 appartient à 
v(pcv,) 1  l  

Nous allons démontrer que (v,,v,) c E(H) . 

Supposons d'abord que (v,,vl) , (v2,v,> et (v,,v,) c E(H) . Comme 

rQ(vo) (5?13) = 1 et (v13,vl) c E(H) , alors (v,,v,) et (v,,v,) c E(H) ; de 

plus, cv,,v,) et by,> c  wo l  
Il S'ensuit que rH(v8,vll) = 4 ; contradic- 

tion avec (1.3). Supposons ensuite que (v8,v2) , (vl,v,) et (v5,v8) c E(H) . 

Comme r Q(v )(vS’vll) 0 
= 1 et (~11,~~) c E(H) , alors (v,,v,) et (v,,v,) c E(H); 

de plus, (v,,v,) et (v,,v,) c E(H) . D’où rH(v8,v13) = 4 ; ce qui contredit 

aussi (1.3). Il s) ensuit que (vl>v2,v5~ n V(P(vg)) = $1 . 

Comme V(P(v1,)) fl V(P(vo)) = rQ(Vo)(V~9v13) = ' et 

alors un seul des sommets v 4 et v 7 (qui ne diffèrent pas encore) 

appartient à V(P(v,)> ; soit v7 ce sommet. Mais rQ(v )CV,,V~~) = 1 , d’où 
0 

(v ,v ) 3 8 c E(H) et, par suite, 
(y& c  w-0 l  

D’autre part, rQ(vo) (v9’v12) q 0 entraîne qu’un seul sommet parmi vl , 

v2 et v 5 appartient à ~(Q(V )) 9 . Nous allons démontrer que v5 n’est pas ce 

sommet. Supposons le contraire; comme 
rQ(,vo) (v9 ’ vl 3) = 1 et v1 C V(P(vg)) , 

a1 ors (v,,v,) et cV,,v,) C E(H) et, de plus, rQ(vo)(vg,v~~) = 1 et 

v2 c V(P(v9)) impliquent (v,,v,) et (v,,v,) c E(H) ; d'où d$Q = 6 ; contra- 

diction avec (1.3). Il s'ensuit que (v,,v,) c E(H) et, comme 
rQ(vo)  (v,,vg) = ' 9 
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alors nous avons aussi (v,,v,) et (v7,v9) C E(H) . De même, rQ( 
V 

0 
)(v9,v14) = 2 

implique 
(vyv14) c  w-u l  Comme r Q(vo)(v11'v14) = ' ' alors il existe un seul 

sommet parmi v2 , v3 et v6 qui appartient à V(Q(v14)) . Nous allons démontrer 

que V6 n* est pas ce sommet. Supposons que (vGrv14) C E(H) ; comme i 

rQ(vo)(v8,~14) = 1 , alors (v14,v7) c E(H) ; d'où I'H(~lo,~14) = 4 ; ce qui contre- 

dit (1.3). Il s'ensuit que v6 c V(P(v14)) et, par suite, (v79v14) c  w-0 l  

Comme un seul des sommets v2 et v3 appartient à VIQ(V~~II 9 alors 

nous allons analyser successivement les deux cas suivants: 

(1) v2 c V(Q(v,,)> et v3 c Wb,,)) ; 

(2) v3 c V(Q(v14)) et v2 c V(P(V~~II . 

CAS (1). Comme r Q(vo)(ÿio’v14) = 1 t alors (V4,V14) f E(H) ; d'où 

(v14jv1) c E(H) . De phs, rQ(v )(V9,V14) = 2 entraîne (V,,V,) et 
0 

CV 3,v9) c E(H) et, par suite, (v,Jq et (v,,v,) c  Jw-u l  

CAS (2). Comme r Q(vo)(v12'v14) = l 9 a1ors (vl>v14) c E(Hl ; d'où 

(V14,V4) c  E(H) l  11 s'ensuit que (v,,v,) 9 (v,,v,> 9 cv,,v,> et (v99v,) c E(H) J 

par un raisonnement analogue au cas (1) . 

Jusqu 1 à maint enant , nous avons obtenu au maximum deux possibilités pour 

orienter toutes les arêtes liant les sommets de Q(v01 avec ceux de p (vol 

un tournoi homogène d'ordre 15 . Dans chacun des deux cas mentionnés, rappelons 

que vo est un sommet tel que Q(v,> s G3 ; nous allons démontrer maintenant que 

PCV,> est également isomorphe à G3 et nous préciserons cet isomorphisme. 

CAS (1). Rappelons que vlo , v13 et v14 sont des sommets de 

P(v,> n P(v& ; comme rH(V2,V5) = 3 , par (1.3)) alors rp(v ) (:v,,v,> = 0 . Il 
0 

s * ensuit que PCV,> 4 5 (puisque G 2 est homogène d'ordre 7 ; voir (1.3) et 

(1.10)). De plus, P(v,) + Gl , selon (2.2). Il suit immédiatement de (1.4) et 

(1.1) que P(v,) = G3 ; soit 4 : V(P(v,)) -+ V(G3) cet isomorphisme. Comme 

r w,> (v ,v.) = 1 1 1 , pour tout i = 2,3,...,7 , alors $(vl) = t , selon (2.3). De 

plus, rH(vl, v8) = 3 entraîne 
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VCQ(v1)) n W’(vo>) = (v2>v3,v41 

et 

Comme rP(v )(v4,v5) = 1 , alors 
0 

(v,,v,) c E(H) , d'après (2.3). De même, 

rP(vo)(v2'v6) = 1 implique (v,,v,) c E(H) . Mais v5 , v8 et vll sont des som- 

mets de P(v4) fl P(v9) et (v9,v,) 6 E(H) ; donc (v,,v,) c E(H) . Il suit immé- 

diatement de (2.4) que $(v,) = rl , <p(v,) = r2 , $(v4) = r3 , @(v,) = sl , 

$@,) = s 2 et qd.v,) = s3 l  

CAS (2). Comme vlo , vll et v14 sont des sommets de P(v1) n P(v,) , 

alors 
5 (v,) (y ,v,> = 0 et, par un raisonnement analogue au cas (l), PCV,) = G3 ; 

soit Y : wpcv,>3 + V(G3) cet isomorphisme. Comme ~p(vo)(v3,vi) = 1 , pour tout 

i = 2,3,...,7 , alors ‘y(v3) = t > d'après (2.3). De plus, rH(v3,vg) = 3 implique 

V(Q(v3)) n v(p(V,>> = {v5>v6'v7) 

et 

V(P(v3)) n V(P(Vo)> = {vl>v2>v4} . 

. 
cv v> Ma1s rP(.vo) 7' 1 = l et rP(vo) by,> q 1 entraînent respectivement (v7,vl) 

et (v5,v2) f E(H) , selon (2.3). -Comme v1 ' v9 v14 
sont des sommets de 

P(v7) n P(v12) et (v12,v5) f E(H) , alors (v,,v,) c E(H) . Il suit immédiate- 

ment de (2*4) que ddv5> q r1 ) $(v6) q r2 3 +(v7) = r3 ) $tv,> = s1 ) 

@(v2) = 52 et $(v4) = s3 l  

Comme, dans chacun des deux cas ci-dessus, les orientations des arêtes de 

P(v,> sont uniquement déterminées, alors le théorème est démontré. 0 

Notons par Hl et H2 les tournois homogènes d'ordre 15 construits res- 

pectivement dans les cas (1) et (2) du théorème précédent. 

Rappelons que Kotzig L-51 a découvert un tournoi homogène K d'ordre 15 . 

Posons V(K) = (al,a2,...,a15 } et supposons que les sommets de K soient numéro- 

tés de telle sorte que la matrice booléenne suivante 

(voir Cl]) à K . 

soit la matrice associée 
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011000101110100 

000111001011100 

010011001100011 

~ 

101001000101101 

100100101101010 

1 1 1 0 1 0 0 1 

011100000011011 

111111100000000 

000101110110001 

010001110001110 

001110010100110 

101001011010010 

001010111001001 

110100011000101 

110010010111000 

(2 4 REMARQUE. Le tournoi homogène Hl d'ordre 15 , construit dans le cas (1) 

du théorème précédent, est isomorphe à K . En effet, si nous considérons une nou- 

velle numérotation 

des sommets de K et si nous effectuons simultanément les permutations appropriées 

sur les colonnes et sur les lignes de la matrice M, nous obtenons alors précisé- 

ment la matrice associée à 
H1 qui a été spécifiée dans le cas (1) de (2.5). 

Considérons le complémentaire K de K et soit M la matrice associée à 

K. Comme M est la matrice transposée de M , nous supposons que les sommets de 

K soient numérotés dans le mBme ordre que ceux de K ; soit V(K) = (bl,b2,...,b15} 

cette numérotation. 

WV REMARQUE. Le tournoi homogène H2 d'ordre 15 , construit dans le cas (2) 

de (2.5), est isomorphe à K . En effet, la nouvelle numérotation 

{b b bbb bbb bbb b bbb) 14' 12' 3' 6' 10' 5' 7' 11' 4' 1' 13' 15' 9' 8' 2 

des sommets de K induit précisément la matrice associée à H2 . 
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Des Remarques (2.6) et (2.7), il suit immédiatement le théorème suivant: 

(24 THÉORÈME. f.eh koccttna/in hamagdnti Hl ti H2 cf'a&U 15, can.A/ttcW ttecS- 

pe&vemeti dam 1~ C~A (1) et (2) de (2.5) , aunt comptéme~en. 

Nous allons démontrer maintenant que les tournois Hl et H2 ne sont pas 

isomorphes. 

W9) THÉoRÈMEi. IL ex/inte exachneti deux ;toutnuti humugdn~ nun &umutLphti 

d’uttdtce 15. 

DÉMONSTRATION. Il suit immédiatement de (2.5), (2.6) et (2.7) que tout tournoi ho- 

mogène d'ordre 15 est isomorphe à K ouà K. Il reste à montrer que K& K . 

Nous spécifions dans le tableau suivant le tournoi régulier d'ordre 7 au- 

quel chacun des sous-tournois P(ai) de K et P(bi) de K est isomorphe, et 

cela pour tout i = 1,2,...,15 ; nous constatons que chaque P(ai) OU P(bi) est 

isomorphe à G2 ou G3 (voir Fig. 1). 

e-w- _. -  _ . _ . . . .  - p - - - -  
,  ,  

i 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 115 I 

'Cai) G2 G3 G2 G2 G3 G2 G3 G3 G3 G2 G3 G2 G2 G3 G2 
<* . ..- -m-b - - 

P(bi) G2 G3 G2 G2 G3 G3 G3 G2 G3 G2 G2 G3 G2 
t  

Remarquons que 

V(P(b4)) = (b2,b5,b7,b8,bg,bll,b14} = (b C V(F) : B(b) - G3} > 

alors qu'il n'existe aucun sommet â de K tel que 

ww> 1 = {a C V(K) : P(a) rk G3) = {a2,ag,a7>a8,ag,a~l’a14) . 

Il s'ensuit que K& K . 0 

Malgré l'existence d'une infinité de tournois homogènes auto-complémentai- 

res (tout tournoi rotatif étant auto-complémentaire; voir (1.9)), l'homogénéité 

n'est pas une condition suffisante pour l'auto-complémentarité: 
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(2.10) COROLLAIRE. fa deux toutno& hamog&nti d’omhe 15 ne aoti pu auto-com- 

3. Les matrices d*Hadamard d'ordre 16 

Une matrice d’ffadamattd A d’otL&e n est une matrice carrée, de dimen- 

sion nxn, dont tout coefficient appartient à {tl,-1) , et qui satisfait l'équa- 

tion matricielle suivante: 

AAt=nI, 

où 1 est la matrice identité, de dimension n x n , et At est la matrice trans- 

posée de A. 

L'ordre d'une matrice d*Hadamard est un nombre qui, s'il est strictement 

plus grand que 2, est nécessairement divisible par 4 . 

Une matrice d*Hadamard A est dite anC&qm~ue si elle satisfait: 

A t At =21. 

Un lien très étroit entre les tournois homogènes et les matricesd'Hadamard 

anti-symétriques a été établi à la foir par Szekeres C 71 et Reid et Brown C61: 

ml> 

mtice dl hadmcvrd 

un kouhnoi homog&ne d’ OULU n 

ntl. 

ai. ex aedmeti a’i..t exi.Hte une 

Dans (3.1), le nombre n est nécessairement positif et congru à -1 modu- 

10 4 ; voir (1.2). 

Des Théorèmes (2.9) et (3.1), il découle le résultat suivant (voir Berman 

121) : 

(3.2) exinke exac/teme& deux mtica d’ffadamattd au-n 



C&ud&te Tabib 93 

4. Existence d'une infinité de paires de tournois homogènes non complémentaires 

Dans la section 2, la pluralité des tournois homogènes non isomorphes 

d'ordre n a été établie pour n = 15 (2.9); dans ce cas, les deux tournois trou- 

(4 l  1) 
REMARQUE. Soit T un tournoi homogène d'ordre 4K - 1 , k 2 1 . Alors 

nous pouvons toujours construire un tournoi homogène H d'ordre 8k - 1 de telle 

sorte que l'écoulement P(v,) d'un certain sommet vo de H soit isomorphe à T 

(la construction détaillée de H est décrite dans CS, chap. 71; voir aussi COI). 

Ainsi, pour tout nombre premier p congru à -1 modulo 8 (p est donc 

également congru à -1 modulo 4) , s'il existe un tournoi homogène d'ordre UP-l) 9 

alors nous pouvons construire deux tournois homogènes d'ordre p en utilisant, 

d'une part, (1.9) et, d'autre part, (4.1). 

(44 

P(u) 

PROPOSITION. Sati 

d’un dornrnti qudkanque U 

un koccttnoi. nom6 homogdrze. 

de R n’tik pah hamaghw. 

DÉMONSTRATION. Ceci découle immédiatement de (1.7) et du fait que, dans un tournoi 

rotatif, tous les écoulements sont isomorphes entre eux. Cl 

(43 THÉORÈME. Pua ;tacc;f: nambtte phemia p = 2q t 1 , ai2 q ti;t un nambhe 

p&~&% CO~@U à -1 modulo 4 , ii! exdte une pahe de kouhnad hamogdnti dl mdrte 

p qui ne 4on.X ni ihamahphu ni. campi!tiWu. 

DÉMONSTRATION. Soient R et T les tournois rotatifs homogènes d'ordre p et q 

respectivement, obtenus en utilisant (1.9). Considérons le tournoi homogène H 

d'ordre p = 2q t 1 construit à partir de T (voir (4.1)); soit vo le sommet de 

H tel que P(vo)eT . L'écoulement P(v,) de vo dans H est donc homogène, 

tandis que l%coulement P(u) d'un sommet quelconque u de R n'est pas homogè- 

ne, d'après (4.2), il s'ensuit que H 4 R . 



entraîne 

Comme tout tournoi rotatif est auto-complémentaire, R CL R . Or H 4 R 

Les tournois H et R ne sont donc pas complémentaires. 0 

(4 4 REMARQUE. Pour tout nombre premier p congru à -1 modulo 8 , le théo- 

rème précédent nous assure donc de l'existence d'une paire de tournois homogènes 

non isomorphes d'ordre p qui ne sont pas complémentaires, à condition que le nom- 

bre q = $(p-1) soit aussi un nombre premier. Toutefois, pour p = 31 et malgré 

que 9 = 15 n'est pas premier, il existe quand même une telle paire de tournois. 

En effet, les deux différentes constructions (1.9) et (4.1) nous donnent respecti- 

vement un tournoi rotatif homogène R d'ordre 31 et un tournoi homogène H (de 

même ordre) construit à partir du tournoi homogène K d'ordre 15 (voir la section 

2) l  

H 

D'après (4.2), R+H ; comme 

ne sont pas complémentaires. 

R est auto-complémentaire, les tournois R et 

Conclusion 

Notre Théorème (2.9) répond définitivement à la question posée par Erdtis à 

propos de l'existence d'une paire de tournois homogènes non isomorphes et de même 

ordre. En fait, nous avons construit deux tournois homogènes d'ordre 15 qui ne sont 

pas isomorphes et, par la même occasion, nous avons démontré que tout tournoi homo- 

gène d'ordre 15 est isomorphe à un de ces deux-là; en outre, nous avons vu que ces 

deux tournois sont complémentaires (2.8). Ce résultat apporte aussi une contribu- 

tion à la théorie des matrices d*Hadamard, puisqu'il permet, par exemple, d'obtenir 

des applications à propos des matrices d'Hadamard anti-symétriques d'ordre 16 (3.2). 

Finalement, nous avons établi llexistence d'une infinité de paires de tournois ho- 

mogènes non isomorphes possédant un même nombre de sommets sans être complémentai- 

res (4.3). 
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