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Claudette Tabid

1. Introduction

Un towwnod T = (V(T),E(T)) est un graphe fini orienté (sans boucle), com-

plet et anti-symétrique. Par conséquent,
Yu,v € V(T) , u#$ v : (u,v) € E(T) <= (v,u) § E(T)
L'aréte orientée (u,v) € E(T) est appelée un atc de u vers Vv .

L'aggluent Q(u) en un sommet u dans un fournoi T est le sous-tournoi
de T engendré par {w ¢ V(T) : (w,u) € E(T)} . L'€coulement P(u) d'un sommet
u dans un towwnod T est le sous-tournoi de T engendré par {v € V(T)
(u,v) € E(T)} . Le degné d'agfluence d,}(u) en un sommet u dans un towrnod T
est le nombre de sommets dans Q(u) . Le degre d'éEcoulement d;(u) d'un sommet u
dans un towwnod T est le nombre de sommets dans P(u) . Un tournoi T est rlgu-

Lien si, pour tout u € V(T) ,
d(w) = dp(w)
p(W = dplu
Rappelons que Kotzig [3,4] a démontré ce qui suit:

(1.1 Tout towwnod réguliern d'ordre 7 est isomorphe & exactement un des Lowrnois

G, , G

1 » Gg ARlustnes dans La Figuwre 1.

2
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Figure 1. Les tournois r&guliers non isomorphes d'ordre 7.

Un tournoi T d'ordre n est hofatif si 1'on peut numéroter ses sommets

par u ,uj,...,u de telle sorte que l'on ait:
(ui,uj) € E(T) = (ui+l’uj+1) € E(T) ,

pour toute paire d'indices 1i,j ; nous supposons que

= <=> =
ug = u s t(mod n)

Remarquons qu'un tournoi rotatif est régulier, donc d'ordre impair. Les tournois

G1 et G2 , illustrés dans la Figure 1, sont rotatifs, tandis que le tournoi G

ne l'est pas.

3

Nous entendons par cycfe, un circuit élémentaire tel que défini dans Berge
[1], et par k-cycle, un cycle de longueur k . Un tournoi homogéne est, selon la
définition de Kotzig [5], un tournoi muni d'au moins un cycle tel que tout arc ap-

partient & un méme nombre de 3-cycles. Kotzig a &galement &tabli le théoréme

suivant:

(1.2) S4 tout ane  (u,v) d'un tournoi homogéne H appartient & k 3-cycles,

k>1, alons H est négulien d'orndre 4k - 1 .

Nous désignons par FT(u,v) le nombre de sommets dans P(u) N P(v) . Si
les sommets u et v cofncident, alors TT(u,u) représente tout simplement le

degré d'écoulement d;(u) de u dans T . Reid et Brown [6] ont obtenu la
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caractérisation suivante des tournois homogénes:

(1.3) Un towwnoi T d'ondre 4k - 1 , k=1, est homogene 84 et sewlement 54
Les deux conditions suivantes sont satisgaites:

) d}(u) = 2k - 1, pour tout sommet u de T,

(2) TT(u,v) = k - 1, pour toute paire de sommets distinets u et v

de T .

(1.4 COROLLAIRE. Un tournoi négulien T d'ondre 4k -1, k=1, est homo-
gene 54 et seulement 54 L'Ccoulement P(u) de u dans T est neguliern, pour tout

sommet u de T .

(1.5) PROPOSITION. Dansd un tournoi néguliern T d'ordre 4k - 1, k=1, Les
Znonces suivants sont equivalents:
(1) L'aggluent Q(u) en un sommet quelconque u de T est régulien,
(2) 4L'Ccoulement P(u) d'un sommet queleongue u de T est régulien.

DEMONSTRATION. Considérons un tournoi régulier T d'ordre 4k -1, k=>1.
Soit u un sommet quelconque de T . L'affluent en u dans T est régulier si
et seulement si 1'&coulement de u dans le complémentaire T de T est régulier.
Ce dernier énoncé équivaut 3 dire que T est homogdne, d'aprds (1.4), ou encore

que T est homogéne. Cet énoncé est €quivalent & 1'énoncé (2), selon (1.4). O
Reid et Brown [6] ont démontré ce qui suit:

(1.6) Soit n un nombre naturel. Alons AL n'existe aucun tournod T d'ordre
8n + 7 qui satisfait aux thois conditions suivantes:

(1) d;(u) = 4n + 3, powr tout sommet u de T,

(2) To(w,v) = 2n+ 1, pour foute paire de sommets distinets u et v
de T

(3 Tp(u,v,w) =n, pour tout triplet de sommets distinets u, v et

w de T .

(1.7) PROPOSITION. Soit T un fournoi homoglne. ALons AL existe un sommet u

de T Zzel que £'écoulement P(u) de u dans T ne s0it pas homogéne.
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DEMONSTRATION. Soit T un tournoi homogéne. Supposons que P(u) soit aussi ho-
mogéne, pour tout sommet u de T . D'aprés (1.2), le nombre de sommets de P(u)
est congru & -1 modulo 4 ; soit 4k - 1, k=1, ce nombre. Le tournoi T est
donc d'ordre 8k -1 . Comme T et P(u) sont homogd&nes, pour tout u V(T) ,
nous avons:

(1) d;(u) =4k -1,

(2) Tp(u,W = d;(u) (V) = 2k - 1, Yve V(P(w) ,

(3) Tpey(vsw) = Tp(w,v,w) = k - 1, ¥v,w e VP(w) , viiow,
selon (1.3). Mais ceci est impossible, d'aprés (1.6). I1 existe donc un sommet u

de T tel que P(u) ne soit pas homogéne. [

Comme 1'affluent en un sommet quelconque u d'un tournoi T est homogéne
si et seulement si l'dcoulement de u dans le complémentaire T de T est homo-

géne, il suit immédiatement de (1.7) le corollaire suivant:

(1.8) COROLLAIRE. Soit T un touwwnoi homogéne. Alons AL existe un sommet v

de T zel que L'affluent Q(v) en v dans T ne s0it pas homoglne.
Kotzig [5] a &tabli le théoréme d'existence suivant:

(1.9) Pour ftout nombre premier p congru & -1 modulo 4 , 48 existe un tournoi

notatif homogéne d'ondre p .

(1.10) REMARQUE. Pour p = 3,7,11 , il existe un et un seul tournoi rotatif ho-
mogéne d'ordre p (4 un isomorphisme pres, bien entendu). Le tournoi G2 illus-
tré dans la Figure 1 est un exemple d'un tel tournoi, pour p = 7 . En outre, nous
pouvons voir facilement que tout tournoi homog&ne d'ordre 7 est isomorphe a G2 s

les tournois réguliers G1 et G3 n'étant pas homogénes (voir (1.1) et (1.2)).

2. Les tournois homogénes d'ordre 15

Pour un entier positif n , on connaissait au maximum un tournoi homogéne
\

d'ordre n , & un isomorphisme pr&s, bien entendu. Ceci amena ErdYs & poser la

question suivante: "Existerait-il une paire de tournois homogénes non isomorphes
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ayant un m@me nombre de sommets donné n ?" Nous donnons une réponse affirmative a
cette question pour n = 15 et démontrons, de plus, qu'il existe exactement deux

tournois homogénes non isomorphes d'ordre 15 .

(2.1) LEMME. Soit H un towwoi homogéne d'ondre 15. AlLons L'affluent Q(v)
en un sommet quelconque v de H n'est pas isomorphe au fournod G, RLustne

dans La Figure 1.

DEMONSTRATION. Soit H un tournoi homogéne d'ordre 15 . Supposons qu'il existe
un sommet v de H tel que Q(v)) =~ G . Posons V(P(v ) = {vl,vz,...,v7} et

numérotons les sommets de Q(vo) dans le méme ordre que dans la Figure 1, c'est-3-

dire que nous posons V(Q(vo)) = {vs,vg,...,v14} ou v, = u; g, pour tout
i=8,9,...,14 .
Considérons les sommets Vg » Vg et Vio de Q(vo) . Comme

= = i a 1 . s
FQ(VO)(V8’V9) =0 et TH(vs,vg) 3 (puisque H est homogéne d'ordre 15 ; voir

(1.3)), alors il existe exactement deux indices j1 et j2 € {1,2,...,7} tels que
(v8,vj1),(vg,vjl),(vs,vjz) et (V9’Vj2) € E(H) . De méme, FQ(VO)(VS’VIO) =2

entraine que (vjl,vlo) et (vjz
d'aprss (1.3); comme Vg est un sommet du sous-tournoi régulier Q(vo) de H,

,vlo) € E(H) . D'autre part, d;(vg) =7,

alors il existe un seul sommet vj de P(vo) , qui est distinct des sommets Vj
1

. - Lo ' .

et vj2 , tel que (vg,vj) € E(H) . Mais FQ(VO)(VQ’VIO) 0 ; il s'ensuit que

FH(vg,vlo) égale 2 ou 1 selon que (vlo,vj) ou (vj,vlo) est un arc de H .

Or, dans un cas comme dans l'autre, nous obtenons une contradiction avec le fait

que FH(vg,vlo) =3 . Donc Q(v) & G, , pour tout sommet v de H . ]

(2.2) REMARQUE. Il suit immédiatement du lemme précédent que P(v)cl'G1 , pour
tout sommet v d'un tournoi homogéne H d'ordre 15 . En effet, si nous supposons
14 1 ~ N_-N
qu'il existe un sommet vy de H tel que P(vo) o G1 , alors Q(vo) o G1 o G1

dans le complémentaire H de H qui est aussi homogdne; ce qui est en contradic-

tion avec (2.1).

(2.3) REMARQUE. Considérons le tournoi régulier Gg d'ordre 7 et illustré dans

la Figure 1. Nous remarquons que:
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(a) t est l'unique sommet de G3 tel que FG (t,v) = 1 , pour tout som-
3

met v de G3 distinct de t .

(b) T, (r.,,s;) =1 si et seulement si (r,,s.) € E(G,) , pour toute paire
G3 i’7) i’7j 3

de sommets T, de Q(t) et sj de P(t) , o0 i,j = 1,2,3 .

(2.4) REMARQUE. Soit T wun tournoi isomorphe au tournoi G3 illustré dans la

Figure 1 et soit ¢ : V(T) » V(G cet isomorphisme. Notons q 1le sommet de T

3
tel que ¢(q) =t et posons V(Q(q)) = {ml,mz,ms} et V(P(q)) = {nl,nz,ns} . Si
(ml,ms),(ml,nz) et (ms,nl) € E(T) , alors ¢(mi) =T et ¢(ni) = s; , pour tout
i=1,2,3 . En effet, comme les sommets T, T, et Ty de Q(t) forment un

3-cycle dans le tournoi régulier G3 , alors il n'y a aucune différence entre eux
et nous pouvons supposer que ¢(m1) =T mais (ml’ms) € E(T) et (rl,rs) € E(GZ)
entrainent ¢(m3) =r, et ¢(m2) =T, . De plus, comme (ml,nz) € E(T) et s,
est le seul sommet de P(t) tel que (rl,sz) € E(GS) , alors ¢(n2) =5, . De

méme, (mS’nl) € E(T) et (rs,sl) € E(GS) impliquent ¢(n1) =5 et ¢(n3) =Sz .

(2.5)  THEOREME. I£ existe au plus deux towrnois homog@nes non isomorphes d'on-

dre 15 .

DEMONSTRATION. Soit H un tournoi homogéne quelconque d'ordre 15 . D'aprés (1.8)
et (1.10), il existe un somnmet v, de H tel que Q(v,) 4 G, ; de plus,

Q(vo) $ G1 , selon (2.1). Comme Q(vo) est régulier d'ordre 7 (voir (1.4) et
(1.5)), alors Q(v ) ~ Gg (par (1.1)). Posomns V(P(v))) = {vl,vz,...,v7} et
V(Q(vo)) = {vs,vg,...,vl4} et supposons que les sommets de Q(vo) soient numérotés

comme dans la Figure 1, c'est-a-dire que nous posons v, =t , v, =T

8 v

10~ T2

=s et v =s

v 2 14

=T S

11 30 V127 %15 Vi3 3"

D'aprés (1.3), d;(v1z) = 7 ; comme iz est un sommet du sous-tournoi ré-
gulier Q(vo) de H , alors nous pouvons supposer, sans aucune perte de généralité,
que  (vi,ovy) 5 (Vigsvy) b (Vigsve) 5 (Vguvio) 5 (Vgvin) » (Vg,vy)) et (Va,vy,)
soient des arcs de H . Comme FH(VIO’VIZ) =3 (par (1.3)) et FQ(VO)(VIO’V12): 2,
alors (vl,vlo) s (vz,vlo) et (vs,vlo) ¢ E(H) ; supposons que (v6,v10) R

(vlo,vs) s (vlo,v4) et (vlo,v7) ¢ E(H) . Comme FH(VIO,VIS) =3 et
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FQ(VO)(VlO’VIS) = 0 , alors nous pouvons supposer que (vls,v4) s (vls,v7) et
(V3’V13) soient des arcs de H , puisqu'aucune différence n'existait encore entre

les sommets Vs s Vg et Vg . De méme FQ(Vb)(Vlz’VISJ =1

~

sommet parmi vy s VY, et Vg appartient a V(P(v13)) ; supposons donc (VIS’VI) 5

entraine qu'un seul

(VZ’V13) et (VS’VIS) € E(H) ; nous avons aussi (v6,v13) € E(H) . Comme
FQ(VO)(Vll’V13) = 2 , alors (vl,vll) s (v4,v11) et (v7,vll) € E(H) . Or

- a 1 . ~
FQ(VO)(VII’VlZ) = 1 entraine qu'un seul des deux sommets v, et vy appartient 2
V(P(vll)) ; comme aucune différence n'existe encore entre ces deux sommets, nous

supposons (vll,vz) et (vs,vll) € E(H) ; il s'ensuit aussi que (v et

11°V3)
(v11,vg) € ECD)

, _ .
D'autre part, comme FQ(VO)(VB’VIZ) = 1 , alors un seul sommet parmi vy s

v, et vg appartient 3 V(P(vs)) . Nous allons démontrer que (vs,vs) € E(H)

|
Supposons d'abord que (vs,vl) s (VZ’VS) et (vs,vs) € E(H) . Comme
FQ(VO)(VS’V13) =1 et (Vls’vl) ¢ E(H) , alors (v4,v8) et (v7,v8) € E(H) ; de
plus, (VS’V3) et (v8,v6) € E(H) . Il s'ensuit que FH(VS,Vll) = 4 ; contradic-
tion avec (1.3). Supposons ensuite que (vs,vz) s (vl,vs) et (vs,vs) € E(H)
Comme FQ(VO)(VS’Vll) =1 et (Vll’vz) € E(H) , alors (v3,v8) et (v6,v8) € E(H) ;
de plus, (v8,v4) et (v8,v7) € E(H) . D'ou TH(VS’VIS) = 4 ; ce qui contredit

aussi (1.3). Il s'ensuit que {v.,v.,,vc.} N V(P(vy)) = {v.} .
1°°2°°5 8 5

Comme  V(P(v;5)) N V(P(v)) = {vl,v4,v Y, et

TQ(VO)(VS’VIS) =1

(qui ne différent pas encore)

7

v é V(P(vs)) , alors un seul des sommets v, et v

4 7

appartient 3 V(P(VS)) ; soit v, ce sommet. Mais FQ(V )(Vs,vlo) =1, d'ol
o

(v3,v8) € E(H) et, par suite, (v8,v6) € E(H)

D'autre part, 12) = 0 entraine qu'un seul sommet parmi vy oo

T 5
Qv VoY
v, et v, appartient a V(Q(vg)) . Nous allons démontrer que vy n'est pas ce

sommet. Supposons le contraire; comme FQ(VO)(VQ’V13) =1 et vy € V(P(vg)) s

alors (v4,v9) et (v7,v9) € E(H) et, de plus, et

forvy Corvn) =1
v, € V(P(vgj) impliquent (vs,vg) et (v6,v9) € E(H) ; d'ou d;(vg) = 6 ; contra-

s e ' . _
diction avec (1.3). Il s'ensuit que (vg,vs) € E(H) et, comme FQ(VO)(VB,VQ) =1,
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alors nous avons aussi (vé,vg) et (v7,v9) € E(H) . De méme, TQ(VO)(V9’V14) =2

implique (v5,v14) € E(H) . Comme T ) = 0, alors il existe un seul

Q(VO)(Vll’V14

-~

sommet parmi v, , v, et v, qui appartient & V(Q(v,,)) . Nous allons démontrer
2 3 6 14

que v, n'est pas ce sommet. Supposons que (V6’V14) € E(H) ; comme

6
- . [P = . 3 -
FQ(VO)(VS,V14) =1, alors (v14,v7) € E(H) ; d'ob FH(vlo,vl4) 4 ; ce qui contre

dit (1.3). Il s'ensuit que Ve € V(P(v et, par suite, (v7,v14) € E(H)

14))

et v, appartient 3 V(Q(v14)) , alors

Comme un seul des sommets v, 3

nous allons analyser successivement les deux cas suivants:
(1) v, € V(Q(v14)) et vg € V(P(v14)) H

(2) vy € V(Q(v14)) et v, € V(P(V14))

- . AN
CAS (1). Comme 0)(vlo,vm) =1, alors (v4,v14) € E(H) ; d'otl

r
Qv
(v14,v1) € E(H) . De plus, TQ(VO)(Vg,V14) = 2 entraine (vl,vg) et

(V3,V9) € E(H) et, par suite, (vg,vz) et (vg,v4) € E(H)

CAS (2). Comme FQ(VO)(VIZ’VI4) =1, alors (vl,v14) € E(H) ; d'ou
. .
(V14,V4) € E(H) . Il s'ensuit que (Vz’vg) , (v ,vg) s (vg,vl) et (VQ’VS) € E(H),

par un raisonnement analogue au cas (1).

Jusqu'a maintenant, nous avons obtenu au maximum deux possibilité&s pour
orienter toutes les arétes liant les sommets de Q(vo) avec ceux de P(vo) dans
un tournoi homogé&ne d'ordre 15 . Dans chacun des deux cas mentionnés, rappelons
que v, est un sommet tel que Q(vo) o G3 ; nous allons démontrer maintenant que

P(vo) est &galement isomorphe 2 G3 et nous préciserons cet isomorphisme.

CAS (1). Rappelons que et v sont des sommets de

Y10 » V13 14
P(vz) n P(vs) ; comme TH(VZ,VS) =3, par (1.3), alors FP(VO)CVZ’VS) =0. I1
s'ensuit que P(vo) # G2 (puisque G2 est homogéne d'ordre 7 ; voir (1.3) et

(1.10)). De plus, P(vo) # Gl , selon (2.2). Il suit immédiatement de (1.4) et

(1.1) que P(vo) o~ G3 ; soit ¢ V(P(vo)) - V(G cet isomorphisme. Comme

3)
FP(VO)(VI’Vi) =1, pour tout i =2,3,...,7 , alors ¢(v1) =t , selon (2.3). De

plus, FH(Vl’V8) = 3 entraine
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n

V(Q(vy)) n V(P(v)) {Vz’Vs’V4}

et

V(P(v))) N V(P(v)) = {vg,vg,vy)

_ s ~
Comme FP(VO)(V4’V5) =1, alors (v4,v5) € E(H) , d'aprés (2.3). De méme,
FP(VO)(VZ’vé) = 1 implique (vz,v6) € E(H) . Mais Ve, Vg et vy, sont des som-

mets de P(v4)11 P(v et (vg,vz) ¢ E(H) ; donc (vz,v4) € E(H) . Il suit immé-

)
9
diatement de (2.4) que ¢(v,) = Ty vy =1y, 6(vy) =g, 6V = s,

¢(V6) = 52 et ¢(V7) = 53 .

CAS (2). Comme v et v sont des sommets de P(vl) n P(vs) s

10’ 1 14
alors FP(VO)(VI’VS) = 0 et, par un raisonnement analogue au cas (1), P(vo) o~ G3 5
soit V¥ : V(P(vo)) > V(GS) cet isomorphisme. Comme PP(vo)(VS’Vi) =1 , pour tout

i=2,3...,7, alors W(vs) =t , d'aprés (2.3). De plus, TH(VB,VS) = 3 implique

Vv N V(P(Y)) = {vg,vy,v.)

et

V(P(vz)) N V(P(v))) = {vl,vz,v4} .

Mais FP(VO)(V7’VI) =1 et FP(VO)(VS’VZ) = 1 entrainent respectivement (v7,v1)

et (vs,vz) € E(H) , selon (2.3). ‘Comme v s v9 et vl4 sont des sommets de

1

P[v7) n P(v et (vlz,vsj € E(H) , alors (vs,v7) € E(H) . Il suit immédiate-

12)
ment de (2.4) que Y(vg) =71, , Y(vg) =1, , Y(v)) =715, Y(v;) =5, ,

w(vz) = s, et w(v4) =Sz .

Comme, dans chacun des deux cas ci-dessus, les orientations des ar@tes de

P(vo) sont uniquement déterminées, alors le théoréme est démontré. [

Notons par H, et H, les tournois homogénes d'ordre 15 construits res-

1

pectivement dans les cas (1) et (2) du théoréme précédent.

2

Rappelons que Kotzig [5] a découvert un tournoi homogéne K d'ordre 15 .

Posons V(K) = {al,a } et supposons que les sommets de K soient numéro-

PIRRRTL T

tés de telle sorte que la matrice booléenne suivante M soit la matrice associée

(voir [11) 2 K .
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=

"
H = O = O ©0 O H O H M H O o O
= = O O O H O H H O O O H O H
O O H H = O O - +H O O +H o o '—‘v
O = O O H O - H H O +H O O +H O
- O = O +H O O = O +H O O = +H o
O O O H O H H H O O O +H H H O
O O H O O K = M O +F H O O O =
o= HE - 2 O O O O O O O o
O H ~H B O O O O O © +H O H =
O O O H O = O O O = H = o =
H O O H O O H O H H O O O M M
H O = O O = O O +H O += +H O = o
O H O O H H O O O H O = O bk M
© O O FH H B O O H R H O +H O O
O H B O O O H O B H O = H O O

(2.6) REMARQUE. Le tournoi homogéne H., d'ordre 15 , construit dans le cas (1)

1
du théoréme précédent, est isomorphe & K . En effet, si nous considérons une nou-

velle numérotation

{as,a4,a7,a5,a a

2, G)as)al)a

12°%107#15°213° 39°214°211}

des sommets de K et si nous effectuons simultanément les permutations appropriées
sur les colonnes et sur les lignes de la matrice M , nous obtenons alors précisé-

ment la matrice associée 3 H1 qui a €té spécifiée dans le cas (1) de (2.5).

Considérons le complémentaire K de K et soit M 1la matrice associde 2

=

Comme M est la matrice transposée de M , nous supposons que les sommets de

=|

soient numérotés dans le méme ordre que ceux de K ; soit V(K) = {bl’bz""’bls}

cette numérotation.

(2.7) REMARQUE. Le tournoi homogéne H, d'ordre 15 , construit dans le cas (2)

2
de (2.5), est isomorphe & K . En effet, la nouvelle numérotation
{b14’b12’b3’b6’b10’b5’b7’b11’b4’bl’b13’b15’b9’b8’b2}

des sommets de K induit précisément la matrice associde i H, .



Claudette Tabib 91
Des Remarques (2.6) et (2.7), il suit immédiatement le théoréme suivant:

(2.8)  THEOREME. Les towtnois homogdnes H, et H, d'ondre 15, construits nes-

pectivement dans Les cas (1) et (2) de (2.5), sont complimentaires.

Nous allons démontrer maintenant que les tournois Hl et H2 ne sont pas

isomorphes.

(2.9) THEOREME. I existe exactement deux fournois homogénes non isomonphes

d'ordnre 15.

DEMONSTRATION. I1 suit immédiatement de (2.5), (2.6) et (2.7) que tout tournoi ho-

~

mogéne d'ordre 15 est isomorphe & K ou & K . Il reste 4 montrer que K4 K .

Nous spécifions dans le tableau suivant le tournoi régulier d'ordre 7 au-
quel chacun des sous-tournois P(ai) de K et P(bi) de X est isomorphe, et
cela pour tout i =1,2,...,15 ; nous constatons que chaque P(ai) ou P(bi) est

isomorphe i 62 ou G3 (voir Fig. 1).

i 112 13 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12 |13 |14 '15

P(ai) G,|G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, {G, |G, |G

P(bi) G,|G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, |G, |G

Remarquons que

V(P(b,)) = {bz,bs,b7,b8,b9,b b14} = {b e V(K) : B(b) ~ G,} ,

11°

alors qu'il n'existe aucun sommet & de K tel que

V(P(2)) = {a € V(K) : P(a) =~ Gg} = {az,as,a ,a,,a 1.

7238289281153y
I1 s'ensuit que K4 K . [

Malgré 1l'existence d'une infinité de tournois homog&nes auto-complémentai-
res (tout tournoi rotatif &tant auto-complémentaire; voir (1.9)), 1'homogénéité

n'est pas une condition suffisante pour 1'auto-complémentarité:
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(2.10) COROLLAIRE. Les deux towtnois homogénes d'ordre 15 ne sont pas auto-com-

plémentaines.

3. Les matrices d'Hadamard d'ordre 16

Une matrice d'Hadamand A d'orndre n  est une matrice carrée, de dimen-

sion n x n , dont tout coefficient appartient a {+1,-1} , et qui satisfait 1'équa-

tion matricielle suivante:

oli I est la matrice identité, de dimension n X n , et At est la matrice trans-

posée de A .

L'ordre d'une matrice d'Hadamard est un nombre qui, s'il est strictement

plus grand que 2, est nécessairement divisible par 4 .
Une matrice d'Hadamard A est dite anti-symétrique si elle satisfait:
A+ At =21

Un lien tré&s étroit entre les tournois homogénes et les matricesd'Hadamard

anti-symétriques a &té &tabli a la foir par Szekeres [7] et Reid et Brown [6]:

(3.1) 12 exdiste un fouwwnoi homogéne d'ondre n a4 et seulement 5'iL existe une

matriice d'hadamond anti-symetrique d'ondre n o+ 1

~

Dans (3.1), le nombre n est nécessairement positif et congru & -1 modu-

lo 4 ; voir (1.2).

Des Théorémes (2.9) et (3.1), il découle le résultat suivant (voir Berman

[2]):

(3.2) 1L existe exactement deux matrices d'Hadamarnd anti-symetrniques d'ondre 16
et aucune d'elles n'est Equivalente A une matrice symétrique.
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4, Existence d'une infinité de paires de tournois homogé&nes non complémentaires

Dans la section 2, la pluralité des tournois homogé&nes non isomorphes
d'ordre n a été établie pour n = 15 (2.9); dans ce cas, les deux tournois trou-
vés sont complémentaires (2.8). Nous généralisons ici notre r&sultat en démontrant
1'existence d'une infinité de paires de tournois homog&nes non isomorphes de méme

ordre et qui sont, en outre, non complémentaires.

4.1 REMARQUE. Soit T wun tournoi homogéne d'ordre 4K -1, k =1 . Alors
nous pouvons toujours construire un tournoi homogéne H d'ordre 8k - 1 de telle
sorte que 1'écoulement P(vo) d'un certain sommet vy de H soit isomorphe & T

(la construction détaillée de H est décrite dans [8, chap. 7]; voir aussi [6]).

Ainsi, pour tout nombre premier p congru @ -1 modulo 8 (p est donc
également congru & -1 modulo 4) , s'il existe un tournoi homogdne d'ordre 3(p-1) ,
alors nous pouvons construire deux tournois homogénes d'ordre p en utilisant,

d'une part, (1.9) et, d'autre part, (4.1).

(4.2) PROPOSITION. Soit R un tournod rotatif homogéne. ALons L'Ecoulement

P(u) d'un sommet quelconque u de R n'est pas homogéne.

DEMONSTRATION. Ceci découle immédiatement de (1.7) et du fait que, dans un tournoi

rotatif, tous les &coulements sont isomorphes entre eux. [J

(4.3) THEOREME. Powt fout nombre premier p = 2q + 1, o q est un nombre
premien congiuw @ -1 modulo 4 , AL existe une paire de tournois homogénes d'ondre

P qui ne sont ni isomorphes ni complémentaires.

DéMONSTRATION. Soient R et T les tournois rotatifs homogénes d'ordre p et q
respectivement, obtenus en utilisant (1.9). Considérons le tournoi homogéne H
d'ordre p = 2q + 1 construit 3 partir de T (voir (4.1)); soit v le sommet de
H tel que P(VO)Q:T . L'&coulement P(vo) de v, dans H est donc homogéne,

tandis que 1'€coulement P(u) d'un sommet quelconque u de R n'est pas homogé&-

ne, d'aprés (4.2), il s'ensuit que H4 R .
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Comme tout tournoi rotatif est auto-complémentaire, R~ R . Or H4 R

entraine H4 R . Les tournois H et R ne sont donc pas complémentaires. [

(4.4) REMARQUE. Pour tout nombre premier p congru & -1 modulo 8 , le théo-
réme précédent nous assure donc de l'existence d'une paire de tournois homogénes
non isomorphes d'ordre p qui ne sont pas complémentaires, a4 condition que le nom-
bre q = 1(p-1) soit aussi un nombre premier. Toutefois, pour p = 31 et malgré
que q = 15 n'est pas premier, il existe quand m&me une telle paire de tournois.
En effet, les deux différentes constructions (1.9) et (4.1) nous donnent respecti-
vement un tournoi rotatif homog&ne R d'ordre 31 et un tournoi homog&ne H (de
méme ordre) construit 3 partir du tournoi homogéne K d'ordre 15 (voir la section

2). D'apres (4.2), R $ H ; comme R est auto-complémentaire, les tournois R et

H ne sont pas complémentaires.

Conclusion

Notre Théoréme (2.9) répond définitivement 3 la question posée par ErdYs &
propos de l'existence d'une paire de tournois homogé&nes non isomorphes et de méme
ordre. En fait, nous avons construit deux tournois homogénes d'ordre 15 qui ne sont
pas isomorphes et, par la méme occasion, nous avons démontré que tout tournoi homo-
géne d'ordre 15 est isomorphe 3 un de ces deux-13; en outre, nous avons vu que ces
deux tournois sont complémentaires (2.8). Ce résultat apporte aussi une contribu-
tion 4 la théorie des matrices d'Hadamard, puisqu'il permet, par exemple, d'obtenir
des applications & propos des matrices d'Hadamard anti-symétriques d'ordre 16 (3.2).
Finalement, nous avons &tabli 1l'existence d'une infinité de paires de tournois ho-

mogénes non isomorphes possédant un m&me nombre de sommets sans &tre complémentai-

res (4.3).
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