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MODULE D'UNE FAMILLE DE MESURES ET 
APPLICATION AUX ENSEMBLES ALÉATOIRES 

Dot-in Ghisa et Marc Moore’ 

1. Introduction et sommaire 

Ce travail résulte de la jonction de travaux qui au départ étaient animés 

par des motivations très différentes. L’auteur sénior s’intéresse à la généralisa- 

tion, à des classes de mesures, des travaux de Fuglede C31 et Ohtsuka [61 portant 

sur le module de classes de fonctions. Le deuxième auteur s’intéresse aux ensembles 

aléatoires et vit dans les travaux du premier la possibilité d’applications à ce do- 

maine. Nous présentons ici le résultat de nos efforts conjoints pour rendre appli- 

cable, à l’étude des ensembles aléatoires, la notion de module attaché à une classe 

de mesures. Plus particulièrement nous avons à l’esprit la définition de certains 

paramètres définis à partir d’un processus aléatoire générant des ensembles. 

A la section 2, nous donnons la définition du module, par rapport à une 

fonction @ , associé à une classe de mesures; celui-ci est dénommé @module. Cet- 

te définition est illustrée par un exemple simple. La section suivante est consa- 

crée à certains rappels et considérations nouvelles à propos du support d’une fa- 

mille de mesures. Le Q-module étant en général difficile à obtenir exactement, 

nous étudions à la section 4 comment certains majorants peuvent être obtenus. Fina- 

lement, à la section 5, nous mentionnons une application possible aux ensembles 

aléatoires en définissant un indice de similitude entre les éléments d’un ensemble 

de mosalques aléatoires générées par un certain processus. 

’ Les travaux de cet auteur furent subventionnés par le C .R.S .N .G., subvention 
A-8211. 



Nous avons voulu respecter le plus possible la terminologie introduite lors 

des études sur le module de classes de fonctions tout en gardant à l’esprit nos mo- 

tivations. 

2. Définitions et exemple 

Considérons une fonction définie sur CO,4 , prenant ses valeurs dans 

CO,4 , non décroissante, continue à gauche et telle que 

lim Q(u) = 0 , lim Q(u) = w  . 
W-0 

Il s’en suit que @ est Borel-mesurable et que Q(O) = 0 . Considérons aussi un 

espace mesuré CLF ,m> où X est un ensemble quelconque, f une o-algèbre de 

parties de X et m une mesure positive définie sur (X,F) . Nous nous intéres- 

sons à une famille de mesures, M , telle que chaque u f M est définie sur (XQ 

où G 
1-I 

est une o-algèbre incluant f . 

DÉFINITION 1. Une fonction o définie sur X , prenant ses valeurs dans 

CO,4 , qui est m-mesurable et telle que 

pour chaque est dite acfmdai.b&e 

M-admissible et on écrira P : M - ad . 

On dira que 

Il est à remarquer que le seul cas où la famille des fonctions 

bles est vide est celui où 

DÉFINITION 2. Le 

M contient la mesure nulle 

Q-module de la famille M est donné Par 

P est 

M-admissi- 

Puisque 1 es fonctions p et @ sont non négatives, que @ est Borel-me- 

surable et p est m-mesurable les intégrales apparaissant dans la Définition 2 

existent. 
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Si la classe des fonctions M-admissibles est vide nous posons k&(M) = 00 l  

Il est assez facile de vérifier que MQ est une mesure extérieure sur la 

classe des familles de mesures, M , telles que chaque 1-1 c M est définie sur 

(x9GJ l  

classe 

DÉFIN 

M si 

ITION 3. Une fonction qui est M- ad est dite exZGma& pour la 

Fuglede [3] considère cette notion de Q-module pour Q(x) = xP , et se 

concentre principalement sur le cas où X = R n . Ohtsuka [6] considère le cas où 

X = R3 et @ est une fonction croissante et continue sur CO,4 pour se concen- 

trer très tôt lui aussi sur la fonction Q(x) = xp , p > 0 . 

Dans ce qui suit, nous allons obtenir quelques résultats, principalement 

des majorants, à propos du @-module de certaines familles de mesures cela pour des 

fonctions Q assez générales. A titre d'illustration, voyons d'abord le cas d'une 

famille de mesures pour laquelle le Q-module peut être calculé exactement. 

PROPOSITION 1. SOU A un t2Zneti nun vide de f ti M Ra @mil& du 

rntiwQn de Vtiac, 
xx ’ 

comtipondant aux pain& de A c.-à-d. puut xCA 

lai xCB 
Xx(B) q xBcx) = 

0 ai. x4B. 

keam M@(M) = @(l)m(A) puu.4 chaque @zcAXon Q &&k que Q(y) > 0 pouh &JUX 

y>o. 

DÉMONSTRATION. La fonction p est M-admissible si et seulement si p(x) 2 1 pour 

chaque x c A . Ainsi 

M@(M) = inf 
p:M-ad 

inf 
f 

@(PI dm . 
(x)2l,VxCA) X 
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La condition imposée sur entraîne que cette dernière expression est 

@(X*l dm = Q(1) dm = @(l) m(A) . 
X A 

La fonction caractéristique XA est donc extrémale pour la classe M considérée. 0 

REMARQUE 1. La définition donnée pour le @-module de M fait intervenir 

la classe de toutes les fonctions M-admissibles. Dans certaines applications il 

peut être avantageux de se restreindre, dans la définition de M@(M) , à une cer- 

taine classe de fonctions M-admissibles; cela aura bien sûr l'effet d'accroître la 

valeur de M (M) 0 mais souvent sans en altérer certaines propriétés fondamentales 

(eg. le fait d'être une mesure extérieure). La section 5 présente un exemple où 

une telle restriction est utile. A titre d?llustration, mentionnons que dans le 

cas où X est R k , m la mesure de Lebesgue sur Rk et Q(u) = up , p > 0 , la 

valeur de M 0 n'est pas changée si dans sa définition on se restreint à la classe 

des fonctions M-admissibles et semi-continues inférieurement (voir Ohtsuka L-61). 

3. Support d'une famille de mesures 

Plusieurs des résultats que nous obtiendrons à propos du @-module d'une 

famille de mesures font intervenir le concept de support d'une famille de mesures. 

Nous rappellerons ici certains éléments importants au sujet de ce concept; pour plus 

de détails, le lecteur est référé, par exemple, au traité de Schwartz L-9, p. 4441. 

Dans tout ce qui suit, nous supposons que X est un espace topologique 

localement compact et dénombrable à l'infini (c.-à-d. X est une réunion dénombra- 

ble de compacts), et que m est une mesure régulière sur cx,f) 9 f étant ici la 

a-algèbre générée par les ouverts de X (c.-à-d. m est une mesure de Borel). La 

régularité entraîne que m(K) < 00 pour chaque compact K dans X . 

DÉFINITION 4. Une mesure 1-1 ~‘annu& && un UUV& G si pour toute 

fonction p-intégrable, f  9 dont le support est dans G 9 

fdp=O. 
X 
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Les démonstrations de la proposition suivante et de son corollaire sont essentielle- 

ment celles données pour le théorème 13 et son corollaire dans Schwartz cg, p. 4441, 

PROPOSITION 2. su/ik {Gi}ifI une &unXe d'etiemb&~ uuve~& 

une meaute de BatLet h'annu&wt au4 chacun de4 &Umen& de ce;trle &Un~e. 

de X &t 

mewut p a'annuh &.VL G = U Gi 
ic 1 

COROLLAIRE. Etiti ciann& une rnbwhe u k4.4 (X,F) il etil un uuvwt 

1-I 4'annuLe. 

DÉFINITION 5. i) Etant donnée une mesure 1-1 , soit 0 
1-1 

l'ouvert maximal 

sur lequel p s'annule, S = Oc 
I-J 1-I 

est appelé le &ppUti de 1-I . 

ii) Si M est une famille de mesures, le support de M est la réunion 

des supports de ses éléments. 

REMARQUE 2. Dans le cas où X est un espace métrique séparable et que 1-1 

est une mesure bornée (P(X) < M < 9 9 la définition qui vient d'être donnée du 

support de 1-1 est équivalente à celle du spectre d'une mesure, c'est-à-dire l'en- 

semble C 
1-I 

de tous les points x tel que u(U) > 0 pour chaque ouvert U conte- 

nant x C7, p. 271. 

Considérons certaines propriétés du support d'une mesure. Il est facile 

de démontrer la proposition qui suit: 

PROPOSITION 3. Su/i;t A c X un memble quekunque eX B un &&keti 

1-I 

de 
I-r a 

e& dam AflB. 

De la définition du support d'une mesure il découle immédiatement que si 

F . 

B 

une fonction f et une mesure 1-I ont leur support disjoints, alors 

fdu= 0. 
X 

Que peut-on dire si le support de f et celui de 1-I ne sont pas disjoints? 

proposition suivante apporte une réponse partielle. 



PROPOSITION 4. X est mWab& ei 

f dlJ. = 0’. 
X 

DÉMONSTRATION. Dans un premier temps, supposons que le support S 
1-I 

de 1-1 est com- 

pact. Le fait que X soit métrisable entraîne qu’il existe une famille d’ensembles 

ouverts, cv,> 9 tels que pour n 

s~cvn’ n+lcvn 

et 
00 
n v =y 

n=l n 

D’autre part, le théorème “sandwich” de Baire Cl, p. 1761 assure l’existence pour 

‘n d *un ensemble ouvert et d’un ensemble et compact 

tels que SP c Gn c Qn c Vn . En définissant Ql = “; , Q2 = !A1 n Q; , . . . , 

SI = fi; n finwl 9 nous obtenons des ensembles n “n qui sont encore de type Gg 

compacts . De plus, pour chaque n , nous avons SU c Gn c fin c Vn où Qntl c !Y$ 

et Gn est l’ouvert n” G 
i=l i l  

Soit fn = f l X,c . Le support de la fonction fn est inclus dans Gi 

et par construction G; fl SP = 0 , ainsi les supports de fn et p sont disjoints 

et alors 

I X 

ensembles ‘n 

fn dp = 0 . 

que pour chaque 

lim fn(x) = f(x) 
n* 

X 

et f ntl 
(x) 2 f(x) pour chaque n . Si f est une fonction non négative, le théo- 

rème de convergence monotone entraîne que 
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fn dv = 0 . 

Si f a une composante négative, le même résultat s'obtient en effectuant la divi- 

sion habituelle f  1 f+ -  f- et en faisant le raisonnement qui précède pour chacune 

des parties non négatives ft et f- . 

Passons maintenant au cas où S 
1-I 

ne serait pas compact. Puisque par hy- 

pothèse X est dénombrable à l'infini, il existe une suite croissante de compacts 
CO 

5 telle que U Kn = X . 
n=l 

Dénotons par 1-1, la restriction de JJ à Kn . 

D'après la Proposition 3, le support de 1-1, est dans SU n Kn et est donc compact. 

Alors d'après l'étape précédente, 

X 
f dpn = 0 . 

La suite des mesures 1-1, est croissante, c.-à-d. un(A) 2 1-1, l(A) et 

sup I.I,CA) = p(A) pour chaque A c f: , de là nous obtenons 
n 

i 
fdp =O.O 

X n 

4. Majorants pour le <P-module 

Comme le calcul du o-module d'une famille de mesures n'est pas toujours 

aussi simple que celui effectué à la Proposition 1, nous tenterons d'en trouver une 

borne supérieure. 

Toutefois, avant d'entreprendre ce travail, considérons une situation où 

le Q-module vérifie une égalité importante. 

PROPOSITION 5. X b5k un q9ace mCt4habLe eX que <Mn> 

n 

bRe B c f hduati Le &qq~~;t de IV n n' ca en~emb~u Etant &TALA que 

m(Bi fl Bj) = 0 hi. i+ j . fU0hA 
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f” ‘1 
M 

4 
U M 

n=l n 1 = g, M@(M,) l  

DÉMONSTRATION. 
00 

Posons M = U Mn . 
n=l 

Dans le cas où Mo(M) = 00 , Fégalité désirée 

découle de la sous-additivité dénombrable de MQ . Supposons donc que M@(M) < 00 . 

Cette dernière hypothèse entraîne que pour chaque E > 0 , il existe une 

fonction p : M - ad telle que 

X 
O(p) dm < M@l) + E . 

Soit p, = p l XB . Puisque les fonctions p, et o coyncident sur le support 
n 

de chaque 1-1 c M n ’ de la Proposition 4 il découle que 

P, dlJ = p du 2 1 
X X 

pour chaque u c M et ainsi n p 
n 

est Mn-admissible. De plus, comme 

(x) pour presque chaque x(m) 9 

nous avons 

@(P> dl-n 2 Q(p) dm < M@(M) t E 
U Br X 

d’où 

1 M CM > 
n=l ’ n 

< M#O + E 

et puisque E est arbitraire, 
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$, MQ (Mn) 2 MQ (M) . 

La conclusion découle de la sous-additivité dénombrable de MQ . 0 

Afin de parvenir à établir une borne supérieure pour le Q-module, nous 

démontrerons d'abord deux lemmes. 

Dans le reste de cette section, nous supposerons que la mesure m a tout 

l'espace X comme support. 

LEMME 1. E&d dunn& un &6XUUVk@?lQn;t (Gi} if I de X UÙ ChIqUe Gi UR 

ouvti eX h&tc&&mn& compact, i.L etiake une &w&& de rnehuheh de Buhct 

b) 

Cl 

chayue m. 
1 

m. 
1 

a mn aupputi dam 

m. =m. 
iC1 1 

DÉkK)NSTRATION. Puisque X est localement compact et dénombrable à l'infini, il 

est normal. Ainsi d'après le théorème T.2, XXII, 4;2 de Schwartz [9, p. 3551, le 

recouvrement 'Gi'iCI admet une partition de l'unité subordonnée (a.) i iC1 . Les 

fonctions a. étant ré- 
1 

étant continues et non identiquement nulles, la mesure m 

gulière et les ensembles G. 1 étant relativement compacts, nous avons 

0 < 
X 

ai dm = 

Gi 

ai dm s  m(Gi) < 00 l  

Soit mi la mesure de Bore1 définie par 

Puisque 

mi(Gi) = a.dm>O, 
Gi l 

m. 
1 

est non nulle; d'autre part ai ayant son support dans G. 
1 
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mi(B) = 
B 

oli dm = 
BnG, 

ai dm 5 
G: 

ai dm < 00 

et alors m. est finie. 
1 

Soit G un ouvert tel que G fl G. = 0 . Pour toute fonction mesurable f 1 

dont le support est dans G , nous avons f*a,rO et alors 

X 
fdmi = 

X 
f l aidm = 0 

m. 1 a son support dans Gi . 

La famille de fonctions (5i)i.E 1 étant localement finie 

ai dm (1) 

a un nombre fini de termes non nuls pour chaque B c f qui est relativement compact. 

Si n'est pas relativement compact, il est possible de l'écrire comme une 

réunion dénombrable de boréliens relativement compacts et ainsi donner un sens à 

(1) . D'autre part, pour chaque B C f: , 

1 mi(B) = 
iC1 

ai dm = ai dm 

=i c ai h = dm = m(B) . 0 
B iC1 B 

Pour le reste de cette section, nous imposerons la condition supplémentaire 

suivante sur la fonction @ : il existe deux constantes positives a et a tel- 

les que 

at pour chaque t>a. 

LEMMEi 2. $.dt y UQ mit h>O,ti ex.iA/te un ttecauvttement {Gi}i~ I de x 

&llnzte campactd d&nake Ru 

9 c&vk5 puut chaque @ncLLun qui. e45k Lemme 1 

. à Pe%t M, -admdsibLe et ~'annute t%kut d ‘un compact KcX,una 



r J Q(p) dm 2 h . 
JX 
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DÉMONSTRATION. La construction du recouvrement cherché s'effectue par des raffine- 

ments successifs d'un recouvrement initial. Nous considérons d'abord un recouvre- 

ment de X , du type désiré, qui est tel que la partie recouvrant K , 

est finie. La deuxième étape consiste à partitionner chaque G. . 
5 

En continuant, 

nous aurons à la n-ième étape une partition de K de la forme 

in)EIn ' 

telle que G. c G. 
5' . . ., ik il>"'9ik-l 

pour chaque (il,...,i,) C Ik , k = 2,...,n 

(à chaque étape, le recouvrement de 

couvrement approprié de X ). 

A l'étape n 9 dénotons par 

Pour chaque fonction P 9 

Remarquons que x c En 

K est étendu d'une façon arbitraire à un re- 

MI n 
la famille de mesures construite au Lem- 

MI -admissible, cons 
n 

idérons 

En = E,(P) = Ix c x : p(x) ' d ) 

Fn = F,(P) = {x c  x  : p(x) 5  cd  l  

entraîne que 
@(P(X)) ’  w(x) l  

Nous avons 

X 
p dmi 2 1 

pour chaque i = (il,...,i,) f In et alors 

tard 1 5 n p dmi = I, P dm = i, P dm t I, P dm 

n n 

5 I 
‘p(P) h + 

i 
1 

En a 

Q(p) dm t am(K) . 
K 

admcg 
I X 

Pour que l'inégalité de l'énoncé soit vérifiée, il suffit donc de s'arrêter à une 

étape n telle que tard In 2 w(K) t h/a . 0 
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DÉFINITION 6. Une classe de familles de mesures {M } 1 10 est M@-absor- 

bante pour une famille de mesures M si, pour chaque E > 0 , il existe un 1 c J 

tel que 

y&) 5 M@(M u MI) I M@(M$ t E . (4) 

La construction d'une classe très simple de familles de courbes M@-absor- 

bante pour chaque famille de courbes à support borné dans R2 a été donnée par 

2 
Renggli [SJ dans le cas où Q(t) = t . 

PROPOSITION 6. 

cun~tiu.ih~ comme dam Re Lemme 1 eX nuppuaun~ que puut chaque h>O, 

(M,h,J ’ 
6>O,at 

&ncLiun p qui. PAR MI-adm~n~bLe, un aiA 

i> m((x : p(x) < a}) 5 6 , 

ii) Ca(p) dm r h (Lemme 2) . 
X 

DÉB!ONSTRATION. Le support de M étant relativement compact, il est inclus dans un 

compact K et alors nous pouvons supposer que toutes les fonctions p considérées 

s'annulent à l'extérieur de K. 

Si pour la famille M, , dont l'existence est supposée dans l'énoncé, 

hia = 00 la suite d'inégalitésen (4) est triviale, supposons donc que M@(M,) < 00. 

Etant donné un & > 0 , il existe une fonction P : M - ad 

;. 

telle que 

(5) 

Cette fonction o peut s'écrire comme la limite d'une suite croissante de fonctions 

en escalier <P,’ 9 o,<n. La suite w+.J’ est alors non décroissante et la 

continuité à gauche de entraîne que 



et alors 

lim 
i 

@(PJ dm = 
I 

Q(P) dm l  

wx X 

Il existe donc un n 
0 

tel que pour chaque n2n 
0 

f 
J 

X 

(D(p) dm - 5 < J 
X 

HP,) dm  l  (6) 

Pour un n2n 
0 

, posons 

X 
@(p,) dm = h . 

D’après les hypothèses du théor3me, pour le E choisi plus haut et pour 6 = e 

il existe une fonction p, : M, - ad telle que m((x : p,(x) < n}) = m(X& 5 6 et 

P*(x) = mdh4 ,P,(x)} y 

P*(X) = min{p(x) +Ix> 1 . 

Il est clair que 

pour chaque 

D’autre part, 

vcMuM, 

P*(X) 2 P,(x) pour x c x - X& 

et alors 

M@(M U MI) 5 HP”) dm  l  

X 

(8) 

ce qui permet d’écrire à partir de (5)) 



74 Macfute d’une @mLUe de rnu.ow ti appR&aZLon aux enwnbl~ aLEtioi~~ 

M@l) < Q(P) dm < 1 
JX X 

Q(p,) dm+ 
x-x6 

WP,) dm + 
x6 

mn> dm $- ; 

f 
5 j x-x 

Q(p*) dm t @(n)m(X$ t $ I VP*) dm + F 

6 X 

_ t 
-j @(PI dm + 

X I X 
WP,) dm - i X 

@(p*) dmt; 

I M@(M) t $ t $(MI) t $ - M@(M u MI) + ; . 

Le fait que M (9 soit monotone et que entraînent le résultat dé- 

siré. 0 

REMARQUE 3. Si b$ (M) -C 00 , la construction d'une famille M, telle que 

M@(M$ < 00 est possible dans le cas où le support de M est relativement compact 

et Cp est finie sur co,q . En effet, dans le contexte considéré, on peut se res- 

treindre à l'espace compact K muni de la topologie relative. Ainsi (G.1 i ic1 

sera un recouvrement ouvert de K , alors on peut supposer que tard 1 < 00 et, se 

reportant au Lemme 1, on a 

C ai dm > 0 . 

La fonction égale à l/c sur K et en dehors est MI -admissible car pour cha- 

Il en résulte que 

M(#$l 5 Q(~/C) dm = @(l/c)m(K) < 00 . 
K 

PROPOSITION 7. So/i;t M une &xnkUe de rnwvw doti Re auppoti e~k tt&u- 

tivemeti compact, h%te que M~(M) c 00 e.X qui. ut hiQ-muuabLe. Si. une &~AN 

{MI &Jr UX h$-abnonban;te pow~ M , a.Lom puu4 chaque E > 0 Lt exibte une da- 

mieee de rntiuhti M, keUe que 
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M@(M) I M@(MI nM) t E . 

DÉMONSTRATION. La famille M étant M@-mesurable, nous avons pour chaque famille 

de mesures N 

qp) = M@(N n M) + M@(N -M) . 

En prenant successivement N = M, et N = M, U M , M, étant la famille dont il 

est question à la Définition 6 (pour le E > 0 considéré), nous obtenons 

Puisque 

M@(M+ = M@(M1 n M) + M@(M1 -M) , 

Ma(MI U Ml = M@(M) + M@I w  M) . 

%JM 1 - M) 5 M@(MI) < 00 (Remarque 3) 

il en résulte de la Définition 6 que 

5 q~M,3 + %<MI n M) + & 

d'où le résultat convoité. [7 

COROLLAIRE. 

M (M) 0 I @(l/c)m(K) t E . 

DEMONSTRATION. Ce résultat découle de la Remarque 3 et du fait que la fonction 

l/c si x c K 
P(X) = 

0 six@ 

est M fl MI-admissible. 0 
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5. Degré de similitude dans une classe de mosaYques aléatoires 

Dans cette section, nous voulons montrer comment la terminologie introdui- 

te plus haut peut servir à définir une notion de similitude entre les éléments 

d’une classe de mosaYques aléatoires. Précisons d’abord ce que nous entendons par 

mosaYque aléatoire (la définition qui suit est inspirée de celle de Cowan [ 21) . 

Dénotons par C la classe des polygones convexes bornés et fermés dans le 

plan. Soit P la collection des sous-classes 

2 i) U c=R , 
CG 

E C qui sont telles que 

ii) l’ensemble des points qui se trouvent dans plus d’un cc E a une me- 

sure de Lebesgue nulle. 

Une telle sous-classe E est appelée un recouvrement polygonal de R2 . Pour une 

classe E f P et un c c C , considérons la fonction Ic( .) ayant P pour domaine 

et donnée Par Ic(E) q 1 si cc E et Ic(E) = 0 autrement. Dénotons par H 

plus petite o-algèbre de sous-ensembles de P telle que chaque Ic(‘) est mesu- 

rable. On a donc 1 ‘espace mesuré (p,H) et sur cet espace une mesure de probabi- 

lité peut être définie, ce qui donne un recouvrement aléatoire du plan. Une mosal’- 

que aléatoire est obtenue à partir de la réalisation d’un recouvrement polygonal 

aléatoire du plan, ic . Soit Iel,..., en) un ensemble de n états (ou couleurs) 

distincts (n fixe) et pl,. . . ,p, une loi de probabilité sur (e 1 , . . .,en} . A 

chaque polygone de E est assigné un élément de {el, . . . ,e 1 cela suivant la loi 
n 

de probabilité et indépendamment d’un polygone à l’autre. Le résultat 

de 1 1 ensemble des deux processus: partition polygonale de R2 et processus de 

%oloriageV1 donne une mosaYque aléatoire dans le plan. Plusieurs modèles de mosaY- 

ques aléatoires ont été décrits dans la littérature, le lecteur peut consulter par 

exemple, Matern L-41 ou Moore [SI. 

Il serait utile dans certaines applications de pouvoir mesurer, par un in- 

dice, le degré de similitude entre les mosaYques aléatoires générées par un proces- 

SUS donné (en quelque sorte un analogue de la variante pour une variable aléatoire). 
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Nous allons indiquer comment les concepts introduits plus haut peuvent aider à dé- 

finir une telle mesure. 

Relativement à la terminologie de la section 2, l’espace X 

semble de toutes les mosa8ques dans le plan et f est la plus petite 

est ici l’en- 

o-algèbre de 

sous-ensembles de X pour laquelle toutes les fonctions 1 
c,i 

(o) , CCC et 

i c {l,...,n) sont mesurables, 

1 (El - 
1 si c c E et la couleur de c est ei 

c,i - 0 autrement. 

Pour définir la famille des fonctions P > nous allons considérer un ensemble mesu- 

rable A fixe dans le plan (que l’on peut considérer comme une fenêtre d’observa- 

tion) et ne nous intéresser qu’aux réalisations des mosaliIques aléatoires sur A . 

Ainsi, par exemple, la Figure 1 peut être considérée comme la réalisation d’une mo- 

sa!i!que aléatoire de deux couleurs sur un disque: 

Figure 1 

Considérons une mosa!i!que aléatoire fixe x et définissons la fonction 

P, Cr> =lt l’aire de l’ensemble des points de 
même couleur dans les mosa!i!ques Y 

A qui sont de la 
et x . 

Nous allons considérer la famille {P,(~)},~~ . La famille de mesures M 

sur (X,F) sera ici une famille de processus donnant des mosalirques aléatoires. 

Dans l’application considérée, cette famille ne présente pas beaucoup d’importance 

car les fonctions p considérées sont M-admissibles pour cette famille M ; en 

effet, il est clair que pour chaque x6X et chaque on a 

I 
X 

P,(Y) dl-l 2  1  l  



Considérons la fonction O(x) = x . Cette fonction satisfait évidemment les condi- 

tions imposées à la section 2 et à la section 4. Le module de M , défini en se 

restreignant à la famille IPxO jxcx (cf. Remarque l), est alors 

inf j P,(Y) dm . 
xcx x 

Cette quantité, que nous dénotons dsm(X) , mesure le degré de similitude entre les 

éléments de X relativement au processus m . En effet, 

est l'espérance mathématique, relativement au processus m , de un plus l'aire de 

ce qui est de même couleur entre une mosa'ilque fixe x et les autres. Cette quan- 

tité peut être considérée comme la concordance moyenne par rapport à une mosa!i!que 

fixe x . La concordance moyenne minimale est alors définie comme le degré de si- 

militude dans X . 

Comme (7) est en général difficile à obtenir exactement, la possibilité de 

lui trouver une borne supérieure permettra de mesurer d'une certaine façon la va- 

riabilité des éléments de X suivant le processus m . Plus la borne supérieure 

sur dsm(X) sera petite, moins les éléments de X sont stables suivant m 

(c.-à-d. plus la variabilité est grande). 

Nous entendons explorer plus à fond, dans un travail ultérieur, cette fa- 

çon de mesurer la similitude entre les éléments d'une famille d'ensembles aléatoi- 

res ainsi que d'autres paramètres du m&ne type. 
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