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SUR LES PUISSANCES CONVOLUTIVES DES FONCTIONS

Claude Gauthier

Peu de propriétés du produit de convolution sont connues. Nous savons par
exemple qu'il peut jouer le rdle du produit dans une algébre oli la distribution de
Dirac tient lieu d'élément unité ou encore, en tant qu'opération fondamentale, ser-
vir dans la méthode des transformations intégrales pour la résolution d'équations
intégrales. En ce qui concerne sa nature propre cependant, beaucoup de questions
demeurent sans réponse. Nous présentons ici une formule explicite pour 1'expression

d'une puissance convolutive réelle quelconque de certaines fonctions.

Soit f(x) wune fonction enti®re 4 valeurs réelles, définie sur [0,9) et

de type exponentiel, c'est-a-dire qu'il existe a et A € R" tels que:
[£(x)| < X,

pour tout 0 < x < ® ., Le produit de convolution que nous considérons est celui

rencontré dans la théorie de la transformation de Laplace. Ainsi:
X
(f x HH(x) = f f(u)f(x - u) du .
0

Si f(t,x) , t € N* , est la puissance convolutive t-iéme de £(x) , alors:

f(1,x) = £(x) ,
£(2,x) = (£ H(x) ,
£(3,x) = (£ * £+ £)(x) ,

etc.
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Nous allons maintenant chercher une expression de f£(t,x) en supposant t € R .

Comme la fonction £(x) est par hypoth&se entiére, nous aurons, pour

0 x <>

(n)
£ nEO) O

£x) = ) ¢Y)
n=0
La transformation de Laplace appliquée d& (1) donne alors, d'aprds [11, p. 197:
©
LUE()T = Bs) = ) 2O 2
o n+l
n=0 s
lorsque |s| >r >0 et r<a . De plus, F(s) est holomorphe en s = ® et
lim F(s) = 0 .
S0
Le fait que, pour tout t € N* ,
LOE(t,0)] = [F(s)1"
nous incite & définir f£(t,x) , t € R, par:
-1 t
£(t,x) =L TH{[F(s)1"} . (3
Dans le but de développer f£(t,x) en série de puissances de x , nous
utilisons la série du bindme:
° L (m
2 t _ t 2 n
(L +ax+ax’+. ) = 2 S (agx a4 L0h (0
n=0
oll t(n) =t(t-1) ... (t -n+ 1) , convergente uniformément pour tout x tel que:

0
] Z a xn| <1.
n=1 n

D'aprés [2], p. 189, si a; # 0 :
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© a, a a
2 n n n 273 k+1} nt+k
(a,x + a,x" + ...) = (a,x) + z a A —_——, iy —X R (5)
1 2 1 k=1 17n,k a; 3y a
oll
(r) T, T T
n 1,72 k
A ,(M.,b,...;b.) = ) ————Fb b ..b",
n,k*"1°72 k P(k) rl.rz....rk. 1 72 k
- k| -
P(k) = {(rl,rz,...,rk) €N T+ 2ry 4 + kry = k}
et
r=T 4T, + + T
Donc, si nous multiplions (4) par (aox)t > a8, € R* , et posons ¢ =a,,
¢y =aga; g, = 2,3,... , de (4) et (5) il vient que si °, $0 et c, $0:
©  (n)
2 t _ t t-n n_t+n
(egx + cpx” + ..) 7 = Y - © CX
n=0
o ® (6)
£t ¢ na °3 % “k+2) _t+n+k
+ ) —— ¢ A T o s X
n=1 k=1 ) 2 2
uniformément pour tout x tel que
1T e ™ < eyl -

En appliquant (6) & l'expression (2) de F(s) , nous obtenons un développe-

ment de [F(s)]t en série de puissances de s_l dont 1'originale (voir [11, p. 195)

est:

()

£(t,%) = 2 T BONRTIO S e
n=0 @)
w o n (2) (k+1)
t t-Np oy oy 10 £4(0) £ (0))  tHntk-1
vl kzl AT (o iy (L0 T (0)] An,k[ ) T B0 ) ;

lorsque £(0) % 0 et £'(0) % 0 . La convergence de ce développement est en outre
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uniforme pour tout x vérifiant:
®  o(n)
PR I
n=1 X

EXEMPLE 1. Si f£(x) =1+ x , (7) devient:

(oo}
t+n-1
£(t,x) = )
n=0 n'T'(t+n)
pour x > 1 . En particulier,
L n-1 1
1) n-;
f30 = 7 L
nzo ™ (2n-1)
si bien que
e-X
£'(3,x) = -
2x3/2 v
EXEMPLE 2. Si f£(x) = X , alors
£(t,x) = § t(n) xt+n-1 N ; - t(n)(n+k-l)(k) t+n+k-1
H] - 1 1
nzo MT(t+n) no1 ko1 MUKIT(tntk)

pour x > 2 .

Les puissances convolutives réelles de certaines fonctions ne satisfaisant
pas aux conditions reliées & la formule (7) peuvent se déduire directement de (3.

Pour la fonction f£(x) = x, par exemple, nous avons:

LIE)] = 572,

d'oli

£e,x) =L s

et

2t-1

£(t,x) = )15“("2? .
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Certaines &quations fonctionnelles impliquant la convolution fractionnaire

-~

peuvent aussi se résoudre & partir de (3). Cherchons par exemple la fonction £(x)
telle que f(t,x) = xt .

Comme

LIf(t, )] =LI£(0)1E

et
s
alors
1/t
LLEGO] = [F_(H“P/g— )
s

de sorte que

_ et g

£ = o
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