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PROBLÈME D'IDENTIFICATION DE MODÈLES DE RÉGRESSION 
ET SA SOLUTION PAR LA PROGRAMMATION LINÉAIRE' 

Efim A. Galperin et Richard Labonté 

Résumé 

Etant donné un phénomène physique, économique ou autre, on cherche souvent 

a construire un modèle représentatif sous forme de système dynamique à coefficients 

constants ou de système d’équations aux différences finies. On recherche ici, à 

partir d’une suite d’observations équidistantes dans le temps relatives au phénomè- 

ne, une équation aux différences à coefficients constants d’ordre minimal ayant la 

propriété de reproduire les données connues en respectant une certaine précision 

exigée à 1 ‘avance. Le problème est résolu par des méthodes finies de programmation 

linéaire; il est formulé dans la norme & comme celui de 1 1 approximation linéaire 

de Chebyshev qui peut être réduit à un programme linéaire particulier. Dans le cas 

où les données récentes ont plus d’ influence sur le comportement futur du phénomène 

que les données antérieures, le problème est formulé dans la norme R 
LP 

et est 

réduit à un autre programme linéaire. Ces deux programmes étant de structure spé- 

ciale, on développe pour chacun un algorithme particulier pour accélérer le proces- 

sus de résolution sur ordinateur. Sous certaines conditions, ces algorithmes four- 

nissent une méthode efficace de prédiction des données futures dans la classe des 

modèles de régression associés aux données observées ainsi qu’un instrument d’iden- 

tification de la nature linéaire stationnaire (si tel est le cas) du phénomène con- 

sidéré. 

’ Recherche supportée par les subventions A-3492 du Conseil de recherches en scien- 
ces naturelles et en génie du Canada et Z-215 de l’université du Québec à Montréal 



1. Introduction 

Etant donné une suite d’observations, on recherche habituellement un modè- 

le à coefficients constants de la forme 

dx 
dt = Ax , x(t,) = x0 , t r t. (1) 

YW = hx , x C Rm , y C R 

où A = A(p) , x 
0 = x,(p) J h = h(p) où p = (pl,..., p,) est un vecteur de pa- 

ramètres à identifier en assujettissant la fonction vectorielle x(t,p) 6 Rm aux 

données observées yl,. . . ,y, (y. = y(ti)) . Pour ce faire, la méthode des moin- 1 

dres carrés est fréquemment employée et s’avère efficace si, à partir d’une approxi- 

mation initiale p, , les itérations successives convergent vers le vecteur de pa- 

ramètres unique p* . Mais dans des cas complexes, il convient de vérifier à prime 

abord s’il existe un modèle du genre, et si oui, dans quel intervalle de temps il 

est acceptable. 

Supposons les observations i”qtititi~ dam Le X~mph. A ce moment, le 

système discret 

Xntl = Fxn a F = exp(AAt) = 

yn = hx n ’ xn C Rm , yn C R , n = O,l,... 

(3) 

où x n = x(t,) , t q t. + nAt , y, = y( tn) (les données) avec A et At cons- 

tants (c.-à-d. F constant), génère les valeurs exactes de x(t) et y(t) du 

système (1) -(2) aux temps tn = t. t nAt . En ne prenant que les deux premiers 

termes de la série en (3), c.-à-d. F* = 1 t AtA , alors le système (3) approxime 

discrètement le système (1)) en ce sens que les valeurs de xn tendent vers celles 

de xCt,) lorsque At tend vers zéro. Donc, si seules des observations discrè- 

tes sont disponibles, alors le système (3)-(4) fournit une description complète et 

exacte du comportement du système (l)-(2) par rapport aux informations contenues 

dans la suite de données discrètes. 



On sait [1,2] qu'un modèle à coefficients constants de la forme (l)-(2) ou 

(3)-(4) d'ordre m existe k. ti &Q.&~MY& &L les observations y,,~ 1 , . . . satis- 

font une équation aux différences à coefficients constants de la forme 

Y ntr = alY, i- a2ynt1 + l  l  l  -t aryntr-l (r I m) 

a. 1 = constante (i = l,...,r) ; n = 0,1,2,... 

En posant 

x 
n = (Yn9Ynt19 l  l  .‘YntrJ 9 

on peut réécrire (5) sous la forme 

Ti n+l = Qyn 9 xn c Rr (r 5 m) 

y, = Gn , y, c R , h = (l,O,...,O) 

où 

(6) 

(7) 

(8) 

dont la structure est essentiellement de la forme (3)-(4) mais dans un système de 

coordonnées différent C21. 

Si un modèle existe, il existe toujours une infinité d'autres modèles 

équivalents par rapport aux Ynformations" contenues dans La suite de données. Ces 

modèles forment une classe d'équivalence qui contient des systèmes discrets ou con- 

tinus, d'ordres et de dynamiques variés, mais tous équivalents au point de vue in- 

formation. N'importe quel modèle peut être choisi comme représentant de sa classe; 

par conséquent, nous nous restreindrons dorénavant au modèle le plus simple, celui 

de la forme (5). 



Modèles de réeression 

DÉFINITION 1. Un Modd& dyncukyue est une égalité du type (5) qui tient 

exactement pour quelque valeur de r 9 dite lWd&e du modèle. 

Tout modèle dynamique est représentable sous forme (1) -(2) ou (3) -(4) . Si 

(5) ne tient pour aucune valeur de r , alors il n’existe pas de modèle dynamique 

linéaire à coefficients constants pouvant être associé à la suite de données consi- 

dérée. Dans ce cas, nous introduisons le modèle fourni par les relations suivan- 

tes C31: 

DÉFINITION 2. Un mudUe de kégttahun est une égalité du type 

où 

9 n+r = alY, 
+ a2Yn+1 + l  l  l  + aryn+r,l 

(n 
= 0, l  , . . . ,N-r) (10) 

rl,(r,a) = Yn+r - 9,,, ; a = Cal,-,arl, (11) 

/q$r,a)[ 5 1-1 , n = O,l,..., N-r (12) 

Si p=O, alors le modèle de régression devient un modèle dynamique, car 

en ce cas il est régi par un système dynamique ou un système d’équations aux diffé- 

rentes. On suppose ici, comme c’est le cas en pratique, qu’un nombre fini d’oh- 

servations (disons Ntl) est disponible. 

On peut toujours 

existe un modèle (c.-à-d. 

les données y,, yl, . . ., yN 

étant donné p > 0 et r 

soient les composant es 1 

trouver une valeur de r , soit r. , pour laquelle il 

un vecteur “arr) avec 1-1 = 0 et ce, quelles que soien 

c31. Par contre, pour certaines suites d’observations 

< r 0 ’ aucun modèle de régression n’existe quelles que 

9-**9 a r du vecteur l’art . Le problème qui se pose est 

t 



donc le suivant: considérant une suite d'observations yo,y 1 9 l  l  -9 

‘N ’  

trouver 'min 

et les composantes du vecteur a = Ca ,...,aJ 1 tels que le modèle de régression 

respecte la précision exigée V>O. Avec un modèle adéquat, on pourrait ainsi 

prédire avec confiance les valeurs futures de la suite de données. 

2.1. Modèles dans la norme R 

A partir de (12), on pourrait tout naturellement exiger que l'erreur sur 

la reproduction des données connues soit uniformément aussi faible que possible et 

respecte la précision p > 0 . En introduisant la fonction 

t;(r) = inf /[~n(r,a)l~03 = inf max /rl,(r,a) 1 2 1-I 
a a Oin<N-r 

(13) 

deux problèmes se posent: 

(a) Etant donné r , évaluer c(r) et identifier a = arg inf Iln (r,a)ll 
0 n 00 

pour obtenir les coefficients d'un modèle de régression d'ordre r , 

(b) Si c(r) > 1-1 , trouver r* (s'il existe) tel que c(r*) I p pour 

connaître l'ordre d'un modèle de régression acceptable. 

Comme la fonction c(r) de (13) est non croissante C31, alors le problème (b) est 

facilement résoluble si on a une méthode efficace pour résoudre le problème (a). 

A remarquer que l'on aurait pu formuler le problème selon la méthode clas- 

sique des moindres carrés (en norme euclidienne). Cette approche permet également 

d'identifier un modèle de régression obtenu à l'aide d'une matrice pseudo-inverse. 

Le désavantage de cette méthode réside dans le fait qu'elle minimise la muyenne 

qua&tiyue des écarts, et non pas l*&ahk maximat qui peut être prononcé même si 

d'autres sont nuls. Par la méthode présentée ici, on obtient un modèle pour lequel 

les déviations sont uniformément "petitesft. 
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2.2. Programme linéaire correspondant au modèle en & 

Le problème (a) de la section 2.1 est celui de Vapproximation de 

Chebyshev résoluble par des méthodes de programmation linéaire finies. Considérant 

la fonction c(r) de (13) comme borne inférieure d’une variable supplémentaire 

ar+l inconnue, on a ainsi: 

03 = inf a r+l (a) , a = Ca ,..., arl . 1 (14) 
a 

De (14) et (13)) on aboutit à 1 ‘inégalité 

a rtl = max lqn(r,a)l 2 Ir+&r,a)l 9 n = O,.*.,N-r . (15) 
O<nsN-r 

De (10)-(H) et (14) -(15), on obtient le programme linéaire suivant à résoudre pour 

trouver la dynamique Cal’...,a 1 r 

sous les 
contraintes 

i a rtl 
i 

i 

I 

{ a 

1 
rtl 

du modèle de régression: 

min 5 = a rtl ’ (16) 

- rl, E art1 

tq :a 
n rtl 

r 
c 

i=l 

r 
c 

i=l 

Y nti-1 

Y nti-1 

a. 
1 

a. 
1 

- ‘ntr ’ 

+ ‘n-t, ’ 0 

(17) 

(18) 

\ 
a rtl 2 0 (n = O,l,. . .,N-r) . (19) 

On ne doit pas exiger ici la positivité des variables al,...,a, . Le problème est 

toujours résoluble et sa solution fournit un modèle de régression optimal dans le 

cas où toutes les données ont la même importance. 

2.3. Modèles dans la norme l 
LP 

certains contextes (en économie, par exemple), il convient de laisser 

tomber l’uniformité relative à l’usage de la norme 1 de (13)) car les valeurs oo 

récentes de la suite peuvent avoir une influence plus prononc ée sur les valeurs fu- 

tures que les données antérieures éloignées dans le temps. 
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N-r On tient compte de ceci en utilisant une suite pondérée positive {P~}~-O , 

Pi ' O 9 ce qui conduit naturellement à l'utilisation de la norme l 
LP l  

La rela- 

tion (13) est donc remplacée maintenant par 

N-r 
5,( > r = i Jx f  IlrlnCr,a)II1 p  = inf c  P,lrl,(‘>a) I 2  IJ l  l  

(20) 

a 9 a n=O 

En introduisant N-rtl variables auxiliaires a*l,...,a 
N-t1 comme bornes supé- 

rieures des écarts 

Iil,hGl s antrtl (n = 0,-A-r) 9 (21) 

on peut réduire (20) à un simple problème de programmation linéaire. Ici encore, 

il s'avère que la fonction cl(r) est non croissante, si on utilise des suites 

pondérées compatibles [SI. Donc, le problème est d'évaluer cl(r) et d'identifier 

le vecteur a = Cal,...,a,l . 

2.4. Programme linéaire correspondant au modèle en R 
LP 

De (21), on tire: 

a ntrtl - qn 2 0 (n = O,...,N-r) , 

a ntrtl $- qn 2 0 (n = O,...,N-r) . 

De (20), (22) et (23), on a le programme suivant: 

(22) 

(23) 

sous les 
contraintes 

N-r 
min S,(r> = c P, an+.,1 > 

n=O 

r 
a ntrtl - rln ' an+fil + 1 Yn+i 1 ai - Yntr ' O 9 

i=l - 

r 
a - 

ntrtl + 'n = antrtl - C Y,,i-1 ai + Yntr ' O 9 
i=l 

a ntrtl 2 0 , n = O,l,...,N-r . 

Ce problème est également toujours résoluble. 
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2.5. Remarques sur l'application-de la méthode du simplexe 

On peut grossièrement estimer la complexité de la résolution d'un pro- 

gramme linéaire en calculant le nombre de solutions de base qu'il présente. Exa- 

minons simplement le programme obtenu à partir de la norme L 
CO l  

On doit d'abord introduire à la place de chacune des variables ai 

Ci =l ,.**J) sans restriction de signe une différence de deux variables ai - ay 

0 =l ,...,r) desquelles on devra exiger a! 2 0 , a'i( 2 0 , i = l,...,r . Avec 
1 

la variable originale ar+l 2 0 , on obtient ainsi 2rtl variables principales. De 

plus 9 à partir de (17)-(B), on doit ajouter 2(N-r+l) variables d'écart ainsi que 

N-rtl variables artificielles pour obtenir une solution réalisable initiale; le to- 

tal des variables est ainsi porté à 3N-rt4 . Comme on a 2(N-rtl) contraintes, le 

nombre total de solutions de base K(N,r) est donné par 

Numériquement, par exemple, avec N = 20 observations et r = 1,...,5 pour identi- 

fier les modèles d'ordre 1 à 5, on aura K(20,l) z 9,4 x 10 16 , K(20,2) % 9,7 x 10 16 , 

. . . , K(20,5) s 4,8 x 1016 . Ainsi, l'approche directe aux deux problèmes origi- 

naux est peu efficace et on aura recours à des algorithmes spéciaux pour accélérer 

le processus de résolution sur ordinateur. 

3. Programme dual (norme lw) 

En réécrivant (17)-(18) sous la forme 

r 

c ynti-l ai + ar+l ' Yn+r ' i=l 

r 
- 1 yn,i-l ai + ar+l ' 'Yn+r ' 

i=l 

(28) 

(29) 

(n = 0,l ,...,N-r) , 

on associe à chacune des contraintes (28) une variable duale un et à chacune des 
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contraintes (29) une variable duale vn (n = O,l,...,N-r) . Comme ar+l 2 0 et 

a,,...,ay. sont sans restriction de signe, on aboutit au problème dual suivant C41: 

3.1. Formulation du dual 

max Z = 
Yr~uo-vo> + Yr+pp~) + l  l  l  + YN("N-r-vN -r > 9 ( 30) 

I 

N-r 
1 Yn+i-l(un-vn) = 0 9 i = 1,. ..,r ) (31) 

n=O 

sous les 
contraintes 

l 

N-r 
1 (un+vn, 51 9 

n=O 
(32) 

! 
I 

U n 10, v 20 n (n = 0,l ,...,N-r) . (33) 

Le programme implique 2(N-rtl) variables principales et rtl contraintes; on 

doit de plus ajouter r variables artificielles et une variable d'écart pour obte- 

nir une solution initiale, d'où un nombre total de 2N-rt3 variables. On a ainsi 

le nombre total de solution de base: 

K*(N,r) = (2N-rt3)! 
(r+l)!(2N-2r+2)! << K(N,r) 

qui est beaucoup moindre que celui du programme primal. 

Par exemple, pour N = 20 , r = 1,...,5 , on a: 

K*(20,r) 861 10 660 91 390 575 757 2 760 681 

r 1 2 3 4 5 

La complexité du problème est réduite de beaucoup; cependant, certains critères spé- 

ciaux de sélection des nouvelles variables de base devront être appliqués plus loin. 

3.2. Interprétation géométrique 

Les contraintes d'inégalité (32)-(33) restreignent le domaine du problème 

à la **pyramide*' régulière de dimension 2(N-rtl) de côté V1 dans la région où 

toutes les variables sont positives. Les sommets de cette pyramide sont l'origine 

et tous les points sur les axes de coordonnées à distance unité de l'origine. La 



pyramide est évidemment indépendante des données y,,yl, . . . ,yN mais les paramètres 

N 9 le nombre de données, et r , 1 ‘ordre du modèle, déterminent ses dimensions. 

Par exemple, pour N = 3 , r = 1 , la pyramide est de dimension 2(N-rtl) = 6 , 

comme il est illustré à la Figure 1. 

0 

Figure 1 

Les contraintes d’égalité (31) font intersection avec les faces de la pyramide et en 

distinguent un simplexe fermé de dimension 2N-3rt2 dont le sommet principal est à 

1 *origine. Le plan Z = 0 de (30) passe par 1 ‘origine et coupe chacune des faces 

de la pyramide à 45’ . Le dual est donc toujours résoluble (l’ensemble des SO~U- . 

tions réalisables est borné et évidemment non vide) et on peut toujours trouver un 

modèle de régression qui respectera ou non la précision exigée. Remarquons aussi 

que les constatations géométriques précédentes sont indépendantes des données 

y,,~~,. . . ,yN elles-mêmes. Ce qui dépend des données, ce sont les directions des 

plans de (30)-(31). Par rapport à ces directions, la solution (le maximum) peut se 

trouver soit à l’origine avec max Z = 0 , ce qui fournit un modèle dynamique, soit 

sur la base de la pyramide avec max Z > 0 . Les points symétriques sur la base 



(par exemple, uo q vo = i , ui =v.=O, i=l 
1 

, . . . ,N-r) pour lesquels Z = 0 

fournissent une solution réalisable indépendante des données, mais pas nécessaire- 

ment la solution optimale pour maximiser la valeur de la fonction économique. 

3.3. Algorithmes de résolution du dual 

On suppose ici, du lecteur, une bonne connaissance de la méthode du sim- 

plexe. Notons w.. 
13 

les éléments de la matrice de (31) augmentée de la rangée de 

V1 de (32) et de la matrice identité d f ordre (r+l) dont les r premières colon- 

nes correspondent aux variables artificielles et la dernière à la variable d%cart 

de (32) : 

Z=> y,,~-*,yN,-Y,,~**,-YN 

-YN-r 
. . . 

-yN-l 

1 

1 H-1 . (35) 

La ligne (34) , les coefficients de la fonction économique, est complétée par (rtl) 

zéros pour accéder à la dimension 2N-rt3 de (35). On notera par C le vecteur 

de dimension (rtl) qui comporte les coefficients de la fonction économique reliés 

aux variables de base (évidemment, C varie à chaque fois que la base change, 

c. -à-d. que les positions des colonnes de la matrice identité varient quand on pi- 

vote sur un élément de W ). On notera les éléments de (34) par Z. (j = O,l,. .., 
J 

2N-rt3) et les colonnes de W w. 
3 

. 
(1 = 1 , . . . ,mtrtl m= 2(N-rtl)) . 

Comme il est courant dans Fapplication de la méthode du simplexe, on in- 

troduit les scalaires: 

‘j =CW. J (j = l,...,mtrtl) , ( 36) 

. 
gj = z j - Pj (J = l,...,m) . 

Remarquons que le vecteur ressource coYncide avec W mtrtl ’ de sorte qu’il est 



inut il e de l’introduire dans le tableau. 

c= 0 9 Pj =0 et g.=Z. 
3 J 

sitive s de sorte que le tabl 

ments de base sont ainsi née 

. 
(J = 1 ,...,m) . On donne pl 

. Par (34) , 

eau initial n’ 

essaires pour 

us loin des mé 

d’optimisation du tableau. 

Dans le tableau initial, on aura ainsi: 

il existe assurément des val eurs Z j P”- 

est certainement pas optimal 

aboutir au critère d’optimal 

mthodes itératives accélérant 

; des change- 

ité 
gj 

5 0 

le processus 

Supposons que le tableau optimal ait été obtenu; on re- 

trouve alors les valeurs des variables primales par 

a. = p 
1 m+i (i = l,...,r) , ( 38) 

a r+l = max Z = p mtrtl 2 0 . (39) 

Ceci fournit la dynamique Cal,. . .,a,] et la précision art1 d’un modèle de ré- 

gression d’ordre r (dans la norme 

si de plus, a rtl = 0 , alors on a abouti à un modèle dynamique. 

Si a rtl 
5 1-I , la solution est complete; 

3.3.1. PttucEduU 7 

Par (35)) la solution de base initiale se trouve à l’origine: un = vn = 0 

(n = 0,l ,...,N-r) . Comme le vecteur ressource de (31)-(32) , b = (0, . . ..O.l) , 

est fortement dégénéré, on constate aisément que le critère usuel de la méthode du 

simplexe ne désigne aucune variable à exclure de la base et ne fournit aucune pos- 

sibilité de déplacer la solution de base ailleurs qu’à l’origine, sauf dans le cas 

où 

3 tel que w.. I 0 pour i = 1,. . . ,r et w  > 0 . 
13 rtl,j (40) 

Si (40) se produit, on pivote alors sur l’élément Wr+l, j pour déplacer la solution 

de l’origine et obtenir une solution de base (non dégénérée si w.. < 0 , Vi) à 
1J 

partir de laquelle on peut appliquer la méthode usuelle du simplexe. Mais il faut 

auparavant UXAVL kou;te~ RU vtiab.Lti CWQ&&.&XU de la bue sinon les équations 

de (31) pour lesquelles Wmti = e. et w.. + 0 dans la colonne j 1 1J 
(j + mi-i) qui 

entre dans la base ne seront plus vérifiées. Considérant cela ainsi que le fait 

que les valeurs des variables de base apparaissent dans la colonne Wm+r+l , on peut 
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avancer l’algorithme suivant: 

ÉTAPE 1. Introduire r colonnes W. 
3 

pour lesquelles w.. + 0 et 
13 

lSj<m, i=l 9*‘*> r 9 dans la base. (Ainsi, toutes les variables artificielles 

sont exclues de la base et la colonne W mtr+l = ertl demeure intacte .) Vérifier la 

condition d’optimalité # 

gj 
5 0, j=l,...,m (41) 

à chaque itération (si elle est satisfaite, le problème est résolu et on obtient un 

modèle dynamique avec les coefficients (38) et art1 = 0 ) . Si (41) n’est satis- 

faite en aucun cas, alors après k 5 r changements de base, toutes les variables 

artificielles seront hors-base, sauf s’il existe une ligne de W où tout élément 

est nul sauf le Y’1 de la colonne qui correspond à la variable artificielle. Ces 

lignes (s’il en existe) sont exemptes de tout calcul ultérieur; 

ÉTAPE 2. Vérifier la condition (40). Si elle n’est satisfaite pour aucun 

j C fl,...,d ) alors continuer les opérations de pivotage comme dans l’étape 1 en 

vérifiant (40) et (41) simultanément. Après un nombre fini d’opérations, (40) ou 

(41) sera satisfaite. Si c’est (41): on arrête, la solution est complète; si c’est 

(40) 9 alors : 

ÉTAPE 3. Exclure la variable d’écart de la base en pivotant sur l’élément 

W r+l,j > 0 de (40). Vérifier (41) ; si elle n’est pas satisfaite, appliquer alors 

l’algorithme du simplexe aux colonnes W. , j C {1,2,. . . ,m,m+r+l} , conservant 
3 

les colonnes W. (j = mtl,. ..,mtr) 
3 

disponibles pour obtenir par produits scalai- 

res la dynamique (38) du modèle. 

La procédure se terminera par (41) en un nombre fini d’itérations. Elle 

n’est évidemment pas optimale: le nombre d’itérations peut être réduit en choisis- 

sant efficacement les éléments sur lesquels effectuer les pivots pour exclure les 

variables artificielles de la base. 
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3.3.2. PmcEdum 2 

Une méthode pour choisir l’élément sur lequel pivoter dans l’étape 1 est de 

prendre wik tel que: 

k(i) = arg max Iwijl (i = l,.. .,r) . (42) 
lrjim 

On s’assure ainsi que le coût relatif g. 
3 

n’ augmentera pas considérablement. En 

fait, comme le pivot transforme gj en q suivant 

W . . 

q 
= gj - egk ’ . 

on aura 

rg; 

Cette procédure très simple a fourn 

l’équation du pendule (section 3.4) 

3.3.3. PmcEdww 3 

(43) 

‘1 5 2 max /gj[ . 
j 

i de bons résultats quand appliquée au cas de 

Une autre méthode qui améliore le processus est de choisir l’élément pivot 

W ik de l’étape 1 tel que, pour i = 1, . . . . r , 

k(i) arg min 
Seri 

max 
Irjim 

cg j - 

où 

!i = {S 1 s $ base, wis f 0} . 

Si1 arrive, pour certaines valeurs de i et s , que 

alors on a terminé: 

w.. 
g^ = max (g. - $ 8,) s 0 9 

lijrm ’ is 

g S) WI 

(45) 

(46) 

la solution est complète et on trouve un modèle dynamique par 
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(38) ’ Si (46) ne se produit pas, alors l’étape 1 sera complétée avec 

g = max g?k > 0 
J 

et le tableau résultant ne sera pas optimal. 

On continue la vérification par (44)-(46) et on pivote s’il arrive en (44) 

que min max < g du tableau précédent; on peut économiser du temps de calcul en 

exigeant ici gs t 0 dans la définition (45) de ai . 

Une autre modification est de pivoter si dans (44) on a simplement 

du tableau précédent. Ce processus assure la décroissance monotone de 

max < 2 

vers une 

certaine valeur g sans affecter la colonne associée à la variable d’écart ni la 
0 

valeur Z=O. Si S, > 0 , on enchaîne avec les étapes 2 et 3. 

3.4. Application à un système non linéaire: 1 ‘équation du pendule 

Pour vérifier l’efficacité de la méthode et son habileté à distinguer les 

phénomènes linéaires des phénomènes non linéaires à partir des observations, on 

considère le système classique du pendule non linéaire (Fig. 2) et son approximation 

linéaire, soient les deux équations différentielles du second ordre suivantes: 

d2x 2 sin x T+U =o, (47) 
dt 

2 
i-5 + 02X = 
dt2 

0 Y 

avec les conditions initiales x(0) = x0 > 0 , dt = c-WV 0 . 

(48) 

Figure 2 



Prenons w  q 27-r , ce qui correspond à une période T = 1 seconde pour un 

pendule physique de longueur 25 cm avec x0 assez petit. Les deux questions qui se 

posent sont les suivantes: 

i> Peut-on reconnaître le systeme linéaire du second ordre à coefficients 

constants (48) simplement à partir d’une suite dlobservations discrètes sur sa tra- 

j ectoire? 

ii) A partir de quelle valeur de x0 > 0 peut-on déceler la nature non 

linéaire de (47) (qui se révèle par un ordre élevé du modèle de régression corres- 

pondant) ? 

Pour ce faire, on intègre (47) et (48) avec les mêmes conditions initiales par la 

méthode de Runge-Kutta avec une précision de (W 
5 . L’intervalle d’intégration 

est CO,21 de longueur 2T = 2 secondes (2 oscillations) . Les accroissements de 

temps sont (successivement) Atl = 0,025 et At2 = 0,050 . Donc, on applique les 

algorithmes précédents avec les nombres d’observations 

vantes : 

Tableau 1 

et les précisions sui- 

Les données discrètes obtenues par intégration sont prises comme observations 

Yo9Y1z”~,Y~ et soumises à un programme PASCAL utilisant la procédure 2 décrite ci- 

avant pour évaluer les ordres minimaux de modèles de régression pouvant reproduire 

les données en fonction d’une précision exigée à l’avance. Les expériences numéri- 

ques sont établies avec différentes conditions initiales x0 > 0 et différentes va- 

leurs de p , la précision exigée. Les tableaux suivants donnent l’ordre minimal 

r d’un modèle de régression (lO)-(ll)-(12) en fonction de x0 et de u = 10 -k 

k= 2,3,4,5,6 . 



45 

f 
xo(rad) k = 2 3 4 5 6 

197 2 4 4 6 11 

195 2 4 4 6 8 

193 ( 2 3 4 6 8 

191 l 2 3 4 5 6 

0,9 i 2 2 4 4 6 

097 2 2 4 4 6 

0,s 1 2 2 3 4 4 

093 2 2 2 4 4 

091 2 2 2 2 2 

Tableau 2. Système non linéaire (47); At = 0,025 , N=80. 

xo(rad) k = 2 3 4 5 6 

197 

195 

1,3 ! 
! 

1,l j I i 
0,9 I 

0,7 / 

0,s l 

093 

091 

6 8 11 16 

4 6 10 12 

4 6 8 12 

4 6 6 11 

4 4 6 9 

3 4 6 6 

2 4 4 6 

2 2 4 4 

2 2 2 4 

Tableau 3. Système non linéaire (47); At = 0,050 , N = 40 . 

En ce qui concerne le système (48), ces tableaux sont tous composés de "2" 

de sorte que pour (48), on a r = r(xo,p) = 2 = constant. On a en.fait un modèle 

dynamique car 1~ = 10 -6 est comparable à la précision de la méthode de Runge-Kutta 

(Tableau 1). 

Ces résultats montrent l'efficacité des modèles de régression ainsi que des 

algorithmes proposés. Dans le cas (47), les ordres minimaux croi-sants indiquent 

la non-existence de modèles dynamiques linéaires pour le système (47). En vertu 

des Tableaux 2 et 3, il est possible d'approximer linéairement (47) par (48) pour de 

petites oscillations dont l'amplitude x0 est fonction de la précision exigée 1-1 

et de l'accroissement At sur les trajectoires discrètes. 

, ‘2  
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4. Programme dual (norme R 
LP 

) 

Nous revenons maintenant au programme prima1 (24) - (27) pour le modèle dans 

la norme & 
LP l  

A chacune des contraintes de (25)-(26)) on associe les variables 

duales un , vn (n = O,l, . . . . N-r) . Le programme dual contiendra N-r contraintes 

d’inégalité de plus que le programme dual dans le cas lm et se présentera sous la 

forme suivante C 51 : 

4.1. Formulation du dual 

(N -r 
1 Yn+i-l(“nBvn) = 0 9 i = 1,. . .,r 9 

n= 0 
(50) 

sous les 
contraint es un + vn 2 p, , n = O,l,. . .,N-r , (51) 

U n 2 0 , v 2 0 , n = O,l,. . .,N-r . n (52) 

Le programme implique 2(N-rtl) variables principales et N+l contraintes; après 

avoir ajouté r variables artificielles et N-r+1 variables d’écart pour obtenir 

une solution de base initiale, on aura 3N-2rt3 variables au total. Comme dans le 

cas R CO ’ le nombre total de solutions de base du programme dual est beaucoup moin- 

dre que celui du programme primal. Le programme est toujours résoluble, et étant 

donné sa structure spéciale, on peut y appliquer le principe de décomposition de 

Dantzig C63 pour accélérer le processus de résolution (section 4.3). 

4.2. Interprétation géométrique 

De (51) on tire: 

N-r N-r 
c (un+vn) 5 c P, = P 9 P ’ 0 9 

n=O n=O 
(53) 

ce qui signifie, avec (52), que le domaine du programme dual est compti dans la 
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“pyramideVV régulière de dimension Z(N-rtl) dont les arêtes sont de longueur p , 

dans la région où toutes les variables sont positives. Les sommets de cette pyra- 

mide sont l’origine et tous les points sur les axes de coordonnées à distance p 

de l’origine. En fait, le domaine déterminé par (51) -( 52) est une région convexe 

bornée dont les sommets incluent l’origine et les points de la forme (p,>O,O,...,O), 

(O,Po,L.., 01, (0,0,P,,0,...,0), (0,0,0,P,,b*,0), . . . . (0 ). l *,o,pN_,‘o)) 

(0 9 l *-,o,o,PN_,) ’ Cette région est évidemment indépendante des données yo,yl,. . ., 

‘N ’ mais les paramètres N et r en déterminent la dimension. Les contraintes 

d’égalité (50) font intersection avec les faces de la région convexe bornée et en 

distinguent un simplexe fermé de dimension 2N-3rt2 dont le sommet principal est à 

l’origine. Le plan Z = 0 de (49) passe par l’origine et coupe chacune des faces 

de la région à 45’ . Le dual est donc toujours résoluble et on peut trouver un mo- 

dèle qui respectera ou non la précision exigée. Ce qui dépend des données, ce sont 

les directions des plans de (49)-(50). Par rapport à ces directions, la solution 

peut se trouver soit à l’origine avec max Z = 0 (modèle dynamique), soit sur la 

tlbaserV de la région convexe, ce qui correspond en général à un modèle de régression 

avec maxZ > 0 . Les points symétriques sur la base (par exemple, u. = vo = p,/2 , 

u. 1 =v.=O, i=l 1 , . . . ,N-r) pour lesquels Z = 0 fournissent une solution réali- 

sable indépendante des données, mais pas nécessairement la solution optimale qui 

maximise la valeur de Z . On voit que l’interprétation géométrique de ce problème 

diffère de celle de (30)-(33) par le simple fait que la région convexe bornée cons- 

tituant l’ensemble des solutions réalisables est dépendante de la suite pondérée 

Po,P1’“*‘PN_T introduite lors de l’utilisation de la norme R 
LP l  

4.3. Algorithme de décomposition 

Posons 

x = cu,,u 9--*9 1 UN -r ,Vo’V 9*-J 1 N-r 1 3 (54) 

(55) 

Le programme dual (49) -(52) peut ainsi être réécrit sous la forme: 
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sous les 
contraintes 

max Z = qx , (56) 

Ax= 0, (57) 

E = (1 N-r+l' N-r+l) 
'1 

ExIp, (58) 
P = (P, ‘p1, ’  l  l  ,pNwr) ’  

où A est la matrice fournie par (SO). En vertu des considérations géométriques 

précédentes (section 4.2), les relations (58)-(59) déterminent une région convexe 

bornée dont on notera les sommets X1,X2, . . . . XM . Par conséquent, tout point x du 

simplexe (57)-(59) peut s'exprimer sous la forme: 

M 
X= c 

i=l 
‘izi ) 

M 

c z. = 
i=l 1 

En substituant (60) dans (56)~(57), on obtient le z-pA.OgttuYnmC suivant: 

z. 2 0. 1 ( 60) 

max Z = Sz , S = q(X 1 9***9 SI-) 9 (61) 

/ 
Pz = 0 , P = (Pl,...,PM) , Pi = AXi , (62) 

sous les M 

contraintes 
4 c z. 1 =l, (63) 

i=l 

z = (z 
L 1 ,...,ZM) 2 0 . (64) 

Etant donné les r contraintes d'égalité de (62), on introduit r variables arti- 

ficielles; de plus, comme XM = 0 est un sommet de la région convexe bornée, on 

aura un vecteur unitaire supplémentaire associé à (63). 

La base initiale du z-programme est donc sous la forme de la matrice 

Ir 1 0 l  - 
Esquissons ici un tableau du simplexe pour ce programme: 



où: 

'i = qXi (i = l,...,M et XM = 0) , 

'i = AXi (i = l,...,M et XM = 0) . 

La ligne (65), les coefficients de la fonction économique, est complétée par r 

"zéros** pour accéder B la dimension Mtr de la matrice W de (66). 

Notons les colonnes du tableau par W. (j = l,...,Mtr) 
3 

et par C le 

sous-vecteur du vecteur S qui contient les coefficients de la fonction économique 

correspondant aux variables de base. 

Utilisant le critère d'optimalité habituel de la méthode du simplexe, une 

solution z 
0 

sera optimale pour le z-programme si tous les coûts relatifs sont 

nuls ou négatifs, c.-à-d. 

= s gj j - cw. 
3 
P. 

= qxj - c J 
1 

= 9xj 
- C AX. 

3 
- SM2 0 

. 
(VJ , j=l ,...,Mtr) . 

On obtient ainsi le critère d'optimalité 

(q-CA)Xj 2 SM , Vj , j = l,...,Mtr . (67) 

Comme les X. (j = l,...,M) 
3 

constituent les solutions de base de (58)-(59), alors 

pour satisfaire à (67), on peut considérer le sous-programme 
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max Z* = q*x , q" = q - CA , (68) 

Exrp, (69) 
sous les 

contraintes 
x20. (70) 

Soit x* = Xk la solution optimale à (68)-(70). Si pour ce k on a 

gk = q*xk - SM i 0 , ou Z* max 5 SM , alors 
gj 

I gk s 0 , Vj , j = l,...,M+r , 

et la base actuelle du z-programme est optimale. 

Si Z* max > SM , c.-à-d. = max g. > 0 , 
gk i 3 

alors par le critère habituel 

de la méthode du simplexe, le vecteur 'k = Axk entre la base et le nouveau 

‘k = q\ remplace la coordonnée à changer dans le sous-vecteur C = (C ,C 12 je**9 c > rtl 

de S = (Sl,S2,...,SMtr) . 

La solution au sous-programme (68)-(70) est immédiate. Effectuons la pre- 

mière itération avec la base initiale du z-programme obtenue ci-haut. Ici: 

c=o, sM=o, q* = q et (68)-(70) co!i!ncide avec (56)-(58)-(59). On introduit 

N-r+1 variables d'écart dans (69) pour obtenir une solution initiale. En ce qui 

concerne le choix des N-rtl variables de base initiales, on procède comme suit: 

pour chaque ligne, on prend la variable dont l'indice correspond au coefficient de 

la fonction économique le plus élevé parmi les trois associés à chaque élément non 

nul de la ligne (le tableau initial est composé de trois matrices identité d'ordre 

N-r+1 côte-à-côte). On obtient ainsi: 

z* max = Nir pi 1 yitrl > SM = 0 . 
i=O 

Si yitr 2 0 , Vi , i = O,...,N-r , alors x* = Xk = (l,...,l,O,...,O) avec 

N-rtl unités dans Xk . 

Concernant le critère de sortie de la base dans le z-tableau, on choisit 

une colonne correspondant à un élément pivot wik + 0 , liiir , associé à une 

variable artificielle dans la base. On demeure ainsi avec SM = 0 et la colonne 

correspondant à la variable d'écart wM inchangée, et le procédé retire toutes les 
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variables artificielles de la base. Ensuite, si nécessaire, on continue les itéra- 

tions jusqu'à ce que wik I 0 (i = l,...,r) , Wr+l,k >o. On pivote alors sur 

Wr+l,k et la solution réalisable écartée de l'origine; on obtient ainsi un modèle 

de régression avec max Z > 0 en général. De ce point, on peut utiliser si néces- 

saire le critère ordinaire de sortie de la méthode du simplexe. Pour retracer la 

précision et la dynamique du modèle, on doit prendre en mémoire toutes les opéra- 

tions de pivotage sur la base initiale incluant les colonnes associées aux variables 

artificielles et d'écart. Ainsi, dans le z-tableau optimal, les produits scalaires 

51 =CWhl et aj=CWj+M 
. 

(J =l ,*..,r) fournissent la précision et la dynamique du 

modèle d'ordre r à l'aide de la norme R 
LP l  

5. Conclusion 

Les méthodes présentées traitent une suite quelconque d'observations équi- 

distantes dans le temps indépendamment de la nature (déterministe) du phénomène 

considéré. Elles peuvent donc être utilisées dans divers domaines en sciences na- 

turelles, en génie ou même dans la recherche socio-économique. 

Leur propriété première est d'établir si le phénomène est de nature liné- 

aire ou non linéaire. Si le phénomène est linéaire, les procédures numériques pro- 

posées dans cet article identifient systématiquement un modèle de régression qui 

peut être employé pour évaluer le comportement futur du phénomène (c.-à-d. les don- 

nées futures de la suite). 

Ces méthodes impliquent des algorithmes finis faisant appel à la programma- 

tion linéaire. Les modèles de régression obtenus sont uniques (à équivalence près) 

et les procédures itératives se terminent toujours soit en identifiant un modèle 

linéaire stationnaire, soit en concluant qu'il n'en existe aucun acceptable. 

On peut intuitivement estimer la validité d'un modèle selon le critère 

suivant: s'il est suffisamment précis pour reproduire les données connues et qu'au- 

cun facteur notable n'influence le phénomène à partir duquel les données sont rele- 

vées, alors on peut se servir du modèle pour estimer les données futures avec une 



confiance raisonnable. 

Soulignons en terminant que les procédures numériques (et leurs variantes) 

présentées dans cet article réduisent considérablement le temps de calcul nécessaire 

sur ordinateur pour résoudre les problèmes abordés. 

Il reste toutefois beaucoup de problèmes connexes à étudier pour approfon- 

dir les résultats obtenus. Un des plus importants est celui qui traite de l'infor- 

mation supplémentaire suffisante pour assurer l'unicité des paramètres du modèle de 

régression, c'est-à-dire pour relever un seul modèle de la classe d'équivalence as- 

sociée à la suite d'observations générées par le processus considéré. En effet, on 

sait qu'un programme linéaire peut avoir plusieurs solutions équioptimales et que 

la méthode du simplexe aboutit à un des sommets équioptimaux dépendamment de la 

première solution (réalisable) de base choisie ou des *'branchements" possibles au 

fil des itérations. Plusieurs modèles différents (numériquement) peuvent ainsi 

possiblement être identifiés en traitant la même suite. Cette situation de non- 

unicité de la solution est tout-à-fait normale et reflète le fait que l'information 

contenue dans la suite d'observations traitée est essentiellement incomplète. 
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