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UN ALGORITHME CUBIQUE POUR L’OPTIMISATION NON LINEAIRE
Efim A. Galperin

Résumé

Un algorithme est proposé pour la solution des problémes de l'optimisation

non linéaires, non convexes et non différentiables.

1. Introduction

La méthode considérée n'utilise pas la notion du gradient et représente
une amélioration de la méthode d'énumération globale d'une facon qui permet d'accé-
lérer la convergence et d'éviter le "overflow" de la mémoire de l'ordinateur.
L'idée de cet arrangement a &été suggérée par la méthode de 1'optimisation globale
de Q. Zheng [1,2] basée sur la théorie de la mesure dont on peut voir des applica-
tions et certains détails dans [3,4]. Pour développer des algorithmes de cette
classe, il faut introduire une procé€dure appropriée de partition, un opérateur de
représentation de domaines et un opérateur d'exlcusion de domaines. Les deux pre-
mi&res procédures sont évidentes dans la classe des algorithmes cubiques [5].
L'opérateur d'exclusion considéré ci-aprés est basé sur la condition de Lipschitz.
Notre présentation ressemble 4 la méthode classique de partition successive d'un

segment en deux parties.

2. Le probleme

minS(x) , x€C={x]|] 0<x <c, i=1,...,n}c R? . (1)



24 Un algorithme cubique pour L'optimisation non Linéaire
On cherche:

s =minS(x) , x€ Cc Ri‘ (2)

et

K= {x° ]| x° = arg min S(x) , x¢€ Cc R} . (3)

3. Hypoth&se

. 1 2 . . e s
La fonction S : R® > R est une procédure univoque et lipschitzienne,

-~

c.-3-d. elle satisfait & la condition:

|s(x) - s(x")| <Llx-x" , x€C, x'€C, L= const. (€))

4. La procédure de partition

‘s - 2 n =
On considére la partition du cube fermé C en 2  sous-cubes Ci fermés

égaux, i = 1,...,2n , dont les arétes sont de la longueur c¢/2 , c = const.

5. L'opérateur de représentation

Chaque C;, sera représenté par son sommet x; = {xi,...,xz} s xi =0 ou
c/2, i-= l,...,Zn s, j=1,...,n . Tous les 20 Xy sont différents. Par exemple,

si n=2, c=2 (uncarré 2 X 2) , alors il y a quatre Ci représentés par

les sommets (0,0) , (0,1) , (1,0) , (1,1)

6. Constantes de l'exclusion

Le diamétre de chaque C; est égal a:

d(Ci) = max ||x - x'|| = evny2 . (5)
x,x'ECi

7

La premiére constante d'exclusion est &gale

r; = L+ d(C) Levny/2 . (6)
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Si la partition est répétée pour chaque Ci , alors la deuxi&me constante est
ry= L+ d(C5) = Leva/a . &
De méme fagon, la m-i&me constante d'exclusion est égale a:

r =L - d(c‘f) = Lovay2™ . (8)

Evidemment, T 0 quand m > » ,

7. Opérateur d'exclusion

Etant donné une constante de comparaison S exclure tous cubes Ci pour

lesquels

S(xi) - S, > T . 9)
8. L'algorithme
On calcule Sy = S(0) pour le premier sommet X, = 0 . On fait la pre-

mi&re partition C = UCi et la premi&re exclusion par (9). Pour les Ci restants,

on définit:

K, = {x | x ¢ C; » S(x)) -5, <1}, (10)
I = {i] S(x;) - s, < rl} . (11)
On calcule
s; = min S(xi) . (12)
i€l
1
Evidemment, Sp < Sy - On fait la partition de chaque C;, ¢ K1 de la méme fagon et

on répéte les itérations en remplagant So 2 T dans (9)-(12) par Sy » T, , en-

1

suite par S, » Tz, etc.
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9. Théoréme

lims, = s°, (13)
oo J
J—)&
(s}
limkK, = n K, =K . (14)
jro I g=1 I

DEMONSTRATION. C est compact dans RE , donc il existe x° tel que

S(xo) = s = min S(x) . La suite sj est monotone et bornée inférieurement par
s® , alors elle tend vers une limite s > s° I1 existe x tel que S(s) = s .
Levn <1y -. 0
Comme L 0 quand m~> « , donc si 1l'on suppose que s > s , alors le

2

. k . = L
petit cube Ci contenant le point x sera exclu dans une certaine &tape pour k
assez €levé, et on arrive & 1lim Sj <s quand j > ® , en contradiction avec sa

définition.

L'opérateur de représentation assure que tous sommets de bases cons&cutives

restent dans le processus jusqu'd leur exclusion. D'autre part, on a

max S(x) - min S(x) < Llarg max S(x) - arg min S(x)

x€Ci xeCi xGCi xECi
<L+ max |x - x']
x,x'€C,
1
=L d(Ci) =T,

ce qui implique

S(xi) - S, > Tr) 2 max S(x) - min S(x) 2 S(xi) - min S(x)
xECi x€Ci xECi

et donc Sy < min S(x) pour tout cube Ci exclu par (9), alors l'opérateur d'ex-
x€C.
i

clusion ne peut pas éliminer un point de minimum global. Cela justifie (13).

Ensuite, Km c KZ pour tout m > £ par construction. Comme un ou des

points de minimum global ne peuvent pas &tre €liminés dans un sous-cube exclu, alors
oo

o . o o

X € Kj s, Vj,etdonc x €K = N

Kj $ § . D'autre part, si X e x° , alors
j=1
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X € Kj , ¥j , d'ou S(x) - Spe1 S Tp o Ym , et donc

m
o . ~ o
s = min S(x) < S(x) < s + Tr > S
m-1 m
x€X
~ (o) ~ o ~ o
car rm >0, s - s quand m -~ . Alors, S(x) = s pour Vx € K et donc

kK° selon (14) est 1'ensemble de points de minimum. [

10. Conclusion

Un algorithme est proposé pour la solution des problémes de la programma-
tion mathématique définis sur un cube fermé. Cet algorithme n'emploie pas les no-
tions du gradient, ni du sous-gradient, ni de la convexité du domaine. D'autre
part, ces notions peuvent &tre apportées dans la procédure pour accélérer sa con-
vergence. Certaines autres considérations peuvent &tre introduites [5] pour ré&sou-
dre des problémes d'optimisation approximative sur des domaines non fermés et non

cubiques.

L'auteur remercie 1'arbitre de ses aimables remarques, et 1'un de ses col-

l8gues de 1'Université de Nice pour son aide linguistique.
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