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THEOREMES DE POINT FIXE ET PROCESSUS DE GALTON-WATSON

M. Cosnard et J. Demongeot

Résumé

Nous étudions les points fixes et les cycles de (l-g) (ol g est la
fonction génératrice d'un processus de Galton-Watson). Nous en déduisons des résul-

. L s ieme
tats nouveaux sur la taille de la population & la n o

génération. Puis, en
utilisant un théoré&me de point fixe pour un opérateur de renormalisation, nous pré-
cisons certaines propriétés dans les cas critique et surcritique. Pour terminer,

nous appliquons ces résultats 4 des exemples simples (lois binomiale, g€ométrique

et de Poisson).

Abstract

At first, studying fixed points and cycles of (l-g) (where g is the
generating function of a Galton-Watson process), we prove some new results about
the size of the nth generation. Next, using a fixed point theorem for a renorma-
lization operator, we make precise certain properties in the critical and supercri-
tical cases. Finally, we apply these results to simple cases (homogeneous binomial,

geometric of poissonian reproduction distribution).

0. Introduction

Soit (Zn) un processus de Galton-Watson de fonction génératrice g

neN

Comme dans les travaux de S. Dubuc [10] et de E. Seneta [14], nous montrons que des
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techniques itératives, pour des fonctions de [0,1] dans lui-m@me, sont tr&s utiles
dans 1'étude de la croissance des générations. Tout d'abord, grice 4 1'é€tude des
points fixes et des cycles de (l-g) , nous obtiendrons quelques propriétés concer-

nant le comportement asymptotique de la taille de la nléme génération. Puis nous
présenterons une nouvelle démonstration du lemme de base dans le cas critique.

Cette démonstration utilise un théor&me de point fixe et de nouveaux résultats dé-
coulent de ce point de vue: en particulier, nous préciserons la solution de 1'équa-

tion fonctionnelle qui donne la transformée de Laplace de la loi de la limite de

Zn/mn dans le cas surcritique (oi m est la moyenne de la loi de reproduction).

1. Techniques itératives

Dans cette partie, nous présentons des résultats concernant les propriétés
itératives de (l-g) et un théoréme de point fixe. Nous utiliserons ces résultats

dans le chapitre suivant.

1.1. Propri&tés cycliques de (1l-g)

(1-g) est une fonction strictement décroissante sur [0,1] possédant un
point fixe unique sy - Comme (1l-g) est injective, il est impossible qu'elle
posséde un cycle d'ordre supérieur & 2

1-g
1

s* s

Figure 1. Graphe de 1-g
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PROPOSITION 1.1. Les conditions suivantes sont nécessaires a L'existence
d'un cycle d'ondre 2 (sl,sz) pour (l-g) c'est-a-dire ftel que (l-g)(sl) = s,
et (l-g)(sz) =5 ¢

(1) m=>

* Q%
(3) s*< S1 < S, < Sy < 1-s

ol s* est Le point fixe de g (different de 1 ) et m La moyenne de Zy -

Remarquons que (l-g) peut posséder plus d'un cycle. Par exemple, tout

s £ s, est membre d'un cycle d'ordre 2 si:
g(s) =2 -s - 2Vi-s .

En effet, nous avons (l—g)oz(s) = s, pour tout s de [0,1]

3

De plus, g(s) = s + % s admet deux cycles d'ordre 2 .

s

W.A. Copell [4] a montré qu'une application continue de [0,1] dans lui-
méme engendre des suites d'approximations successives convergentes si et seulement

si elle ne posséde pas de cycle d'ordre 2 . D'oli la proposition suivante:

PROPOSITION 1.2. Une condition suffisante pour que (1-g) admette un cy-
cle d'ondne 2 est qu'ik existe s' dans [0,11 el que ((l-g)on(s'))nEN ne

converge pas vers s .

En pratique, cette condition est inutilisable. Cependant,des travaux de

R.S. Stepelman [15] et de M. Cosnard [5] dans lesquels il est montré que

(1-g)'(s,) < -1 implique que s, est répulsif, nous déduisons le résultat suivant:

PROPOSITION 1.3. Chacune des conditions suivantes est suffisante pour que
(1-g) admette un cycle d'orndre 2 attractif:
1 og'(sy) > 1,
i) (1-g)'(sy) < -1,
iii) g'(so) - g(so) -5, o,

l+p1 p;

) pp2wos pp =Ty o8 Vi lLopiy gy
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Remarquons que la condition iv) est vérifi€e si 1'on prend:

2 3
_ s-1 _l+s  9s 3s
g(s) = 3e -1-s ou g(s) = 5t 1t T16-85) °

1.2. Un théoreme de point fixe pour g dans le cas critique

Soit f une application continue de [0,1] dans lui-m€me telle que
£(0) = 0 et £'(0) =1

Nous dirons que f admet un développement asymptotique d'ordre 1l+k (k € N*) ,

s'il existe a $ 0 et une application continue T telle que:

T(O) = 0 et Vx € [0,1], £(x) = x + ax'™% + x**Fp(x)

Nous appelons Pa K l'ensemble de ces fonctions.
>

Définissons maintenant un opérateur Ra de P_ dans lui-méme.

>

1/k

Soit o = (%) et YF e P

a,k ’

_1 o2
RF() = 5 F(ax) , ¥x €[0,1],

oll F°2 est la fonction composée de F par elle-meme: Ra est une application
continue de Pa K’ muni de la norme uniforme, dans lui-méme. Nous supposerons
>

dans la suite que a est un réel négatif.

Les deux résultats qui suivent sont tirés d'un travail de M. Cosnard [8].

1/k

PROPOSITION 1.4. Soient a € R* , k eN*, et a=(3) R possdde

dans L Le point §ixe suivant:

X
f X) = .
a,k( ) (l-kaxk)l/k
Soit F un élément de Pa K * R;n est la suite des approximations suc-
3
cessives engendrée par Ra :
on on-1
R F =R (R F)
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La convergence de cette suite est régie par le:

1/k

THEOREME 1.5. Soient a € R* KeN, a= (1) et FeP,

s ko
g;n F converge uniformément, quand n Zend verns L'ingini, verns Le point fixe

de R :
o

vx € [0,1] , R;n F(x) ILI_ X

n>+o 1/k °

(l-kaxk)

Appliquons ces résultats 3 la fonction génératrice g d'un processus de

Galton-Watson dans le cas critique. Nous avons:

g(l) =1; g'(1) =1; g"(1l) =-2a>0.
Par conséquent, 1-g(l-s) appartient & Pa,l :
F(s) = 1-g(l-s) = s + as® + s°T(x) avec T(0) = 0 .

L'application du Théoréme 1.5 donne le:

COROLLAIRE 1.6. Scoit g 4La fonction géneratrice d'un processus de Galton-

Watson dans Le cas critique avee g"(1) = -2a > 0 . AlLors:

. on . s
1) ¥s € [0,1], Ry (1-g(1-5)) ;ﬁ;l— (1-as)

n
i) vs € [0,1], g% (9 - 1-—2= | LI

(1-2"a(1-s))) ™

2. Etude de la croissance de la population au moyen des propriétés cycliques de (1-g)

Dans cette partie, nous supposons que (1l-g) admet un cycle d'ordre 2 ,

noté (51’52) ol Sp <8, - Nous supposerons aussi que Z, = 1 et les événements

conditionnels Zn 1 =P ne seront considérés que lorsqu'ils seront non négligea-
bles (ce qui est, par exemple, toujours le cas si la loi de reproduction charge

tous les entiers).

PROPOSITION 2.1. Conditionnellement & 2 La Roi de zn/k1 est telle

n-1 "’

ques:
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1) ¥pe N*, P(Z /k <plz ;=p)<c).

2) Sil'on a de plus $; 2 85

P
2

P) £ —m——
(Cg/z _ 8p)Z

1 -c¢
Vp e N*, P(Z /k, 2 plzn_l =

Les constantes ko, k sont donnes par:

2° %1%

k, = Log(l - s

1 /Log s

2 17

ky = Log(eVI - szﬂ/Log S, , € Ztel que: eVl - Sy <l-s3;

2

Log sz/Log 1
¢ = 1 - sl)/(l - 52] ;

¢y = (- s%/a - s)

DEMONSTRATION. 1) Des propriétés classiques de Zn (voir par exemple K.B. Athreya

et P.E. Ney [2]), nous déduisons que:

Z
(1 - spP = (gs )P = E[52“|zn_l = pJ
Z yLog s,/Log s
_ n 2 1 _
- #{[+] s *
Z Log s,/Log s
n 2 1
< (E{sl [Zn—l = p]]
p Log 52/Log s1
= [1 - 52} N

~

cette dernidre in&galité résultant de 1'inégalité de Jensen, appliquée i la fonction
concave croissante

Log sz/Log s

$(x) = x o

D'autre part, en appliquant 1'inégalité de Markov, nous obtenons:
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E[¢[sfrj 21 = FJ

( Pkp
"o
(1 -spP
<
[sp Log(l-sz)/Log sl]Log sz/Log Sy

v
»
—
™
=)
1
—
1
\.E—/
In

1

1 - s1 ]p

( Log sz/Log )
[l - S,

Nous en déduisons 1), 1'indgalité de Jensen nous assurant que ¢y < 1.

2) Nous avons:

Zn pk2
P(Z, > pszzn_1 =p) = P[sz <s, %z, = p]
- of p_ ’n p_ PR
= Pt(l st -sy 2 (1 - st - sy lzn-l = p}

Zn P P pk2
p[ls2 - (- s | = (1 - s - s, {zn_l = p]

IN

Nous pouvons alors appliquer 1'inégalit€ de Bienaymé-Tchebychev, car:

z
n
(1 -spP= E{sz [z, = p}
et

232
E[[Sz“] 12,1 = P] = @D > (g P = (1 - s

d'oli, si sg < s , nous avons:
1-5s,=g(s;) 2 g(sz) 2 (1 -s )2 et donc c, <1
2 17 - 27 - 1 2 :

Nous pouvons alors &crire:

11
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Plls,h - - spPl 2 - spPas) Yz - ?|
gsP - -sp® a-syPoa-sp® 1o
< < <
- pk,\2 pk T p/2 _ py2 -
{(1 - 5P - s, 2} [(1 - P s, 2}2 (7 - &9

La condition 52 <'s

5 S s est vérifiée dans le voisinage d'une valeur de bi-

~

furcation (voir sous-section 4.1). Le majorant ci-dessus est 3 comparer i celui ob-

tenu en appliquant 1'inégalité de Markov 3 Z, ¢

E(Zn!zn—l = P)
pk, Pk, kK,

;

P(Z 2 ka]Zn_1 = p)

I1 n'est meilleur que si m est grand et p faible, car si € est petit, le ma-

jorant se comporte comme cgp - 1, qui est rapidement plus grand que 1

La premi&re propriété implique que, si Zn—l est suffisamment grand, la

loi conditionnelle de Zn/kl charge asymptotiquement moins [0,Z_ .1 qu'une loi

n-1

géométrique de paramdtre ¢y

PROPOSITION 2.2. Si s, = 3 , La suite () deginie par

1 néN*

Z
n
s

1 A4 n est pain

52“ 84 N est dmpain
est une suwwmatingale convergeant presque sirement vers une variable aléatoirne V .
DEMONSTRATION. Elle est immédiate, en remarquant que:

Z
2n _ _ P _ _ P p
E ) lZZn-l = p] = g(sl) = (1 52) < 55

car s, 2
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La Proposition 2.2 reste vraie en échangeant les rBles de s; et de Sy -
Comme la proposition précé&dente, celle-ci dit intuitivement que 1'accroissement

_ . . . L s
ZZn+1 Z2n n'est ni trés petit, ni trés grand.
Si le cycle (51,52) est attractif, alors quel que soit s de [0,1] ,

7 . z
les suites (((1 - g "(s)'™M et ((1 - g "(sy) M

neN* possédent le méme

)nGN*

comportement asymptotique que (Yn)nEN* .

PROPOSITION 2.3. Soient t et t! Les suites définies panr:
on on
Vn €N, sp =g (t) , s, =g (t)

Z
Si W (resp. W') est La Limite presque sldre de La martingale (tnn) (resp.

Z
(t} ") akons il existe un nlel positif k tek que: A& 1 <m < o

SEW) =1 - EOW™ L, s, = EWS =1 - BN

s 2

1

ol k est defini pan:

1>k = 1im (Log tr'1/L°g tn)
n->+c0

p.s. .k

ce qui dmplique que W' W

DEMONSTRATION. L'existence de W et de W' est prouvée dans K.B. Athreya et P.E.
Ney [2] et celle de k est assurée par le théoréme de Khinchine relatif A 1'unicité
des constantes de normalisation. Les deux relations ne font ensuite que traduire

3 la limite les propriétés:
s; = (1-g(sp) et s,=(1-g(s)

et le fait que 1lim (Log tn/Log t = 1/m .

n->+o

-1

Suivant les valeurs de k et de m , les relations précédentes permettent,

par application de 1'inégalité de Markov, de préciser la loi de W .



14 Theondmes de point fixe et processus de Galton-Watson

3. Etude des propriétés asymptotiques de g au moyen du théoréme de point fixe

3.1. Cas critique

Si m=1, 1'application directe du Théor&me 1.5 nous conduit a une nou-
velle interprétation en terme de point fixe d'opérateur du Lemme de Base de Kesten,

Ney et Spitzer [12]. La démonstration initiale repose sur le fait que:

in B8 =SB0

o1 (1 - )2
C'est une propriété voisine qu'exploite de maniére directe la Proposition 1.4 con-
cernant le point fixe de 1'opérateur de renormalisation.
PROPOSITION 3.1. 1) Dans Le cas critique, Le comportement asympiotique
n
de g°2 est Le méme que celui d'une Loi géomeétrique de méme variance, c'est-a-

dire telle que:

8(8) = £,(8) =1 - ;g = I pys

po=1-b/(l—c), Vi1, pi=bc

b=(1—c)2; c

2) Le comportement de La Loi géométrique est donné par:

o2 1-s
V¥s ¢ [0,1] , fa (s) =1 - —
1 -22a(l - s)
3) Si La Loi de 2 possede des moments et des P tels que:

m . .
n, E[-Hl @, - j)] = g(l)(l) < fil)(l) < 4o
J:

i) vi

-.
-
A
=
In

1 i 1

IA

i) Vi 0=<i £M ) ;

IA

alons ces inggalites sont encore valables pour Les moments et Les Pi
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cormrespondant zZ .

4) La propriete 3) neste viaie s4 nous rnemplacons Le signe < par Le si-

gne > entre g(i) et fgi)

DEMONSTRATION. 1) et 2) résultent directement du Théoré&me 1.5 et du Corollaire 1.6.

3) et 4). proviennent de
Wi, osism, 6 <y i, 0<ism, ®eOD < wm
2 2

Notons que, dans [1], M. Adeés, J.P. Dion et G. Labelle ont &tabli une rela-
tion entre la fonction génératrice Y de la loi de Poisson et la fonction généra-
trice f de la loi g@ométrique de m@me moyenne A dans le cas surcritique

(A > 1) , en étudiant la fonction HA telle que:

- -l o o
Y=H o folH .

Ceci implique en particulier que:

on _ -1 on

Ici, dans le cas critique (A = 1) , nous avons:

o2 oof

= - £ oy 55 0

Nous avons donc €tabli, dans un cas non &tudié dans [1], une connexion entre la loi

de Poisson et la loi géométrique.

3.2. Cas surcritique
Considérons 1l'application h(x) = xl/m ,oi m$ 1l . Nous avons alors:

(g o h)'(1) =1 et nous sommes ramenés au cas critique.

Avec les notations de la Proposition 2.3, si ¢ est la transformée de

Laplace de la loi de W , nous avons:

Vs € [0,11, ¢(s) = E(s") =g o ¢ o h(s)



16 Theonemes de point §ixe et processus de Galton-Watson

Notons que ce résultat est la conséquence du résultat suivant, €noncé dans Athreya et

Ney ([2], p. 25): comme Zn/mn converge presque partout vers W , nous avons

m Z
¥s € 0,11, g ™o h°™(s) = E[[sl/m ] “] > E(s") = ¢(s)

PROPOSITION 3.2. La fonction ¢ est telle que:
Vs € [0,11 , ¢(s) = s

DEMONSTRATION . Aprés application de 1'inégalité de Jensen, nous obtenons, si

m>1: Vne€WN*,

on

R e g™ > (ho )™ > (g o W)z g™ o nT

Comme g o h appartient 3 un certain Pa K’ k dépendant du degré de la premiére
1
dérivée (g o h)(k) qui vérifie:

k>1; vi; 2<j<k, (om0, @on®D o (iyra .

n

Nous connaissons donc le comportement asymptotique de (g ° h)°2 : Vs € [0,1]1,
n
02 1 -5 Il
(g o h) (s) -1+ == 0 .
(1 - 2n/kak(1-s)k)1/k -t
Remarquons que: VYs € [0,1] ,
n n n n
o(s) = lim h°"% o [h°2 o g°2 ) o 1°2 (s)
n>+°
n n n
> 1im h°7% o ((g o W) o 1°% ()
n->+4o0
n
n 2
1 - sl/mz "
> lim 1 - o = s
n>too 271k}1/k
[1 - Zn/kak{l _ si/m ] ]

REMARQUE. Notons que ce résultat renforce celui prouvé par S. Dubuc

dans [10].
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4. Application 3 des cas simples

Dans cette partie, nous appliquons les techniques ité€ratives, présentées en

premiére partie, 4 des cas particuliers.

4.1. Existence de valeurs de bifurcation pour des lois classiques

Dans tous les cas qui suivent, l'application des propositions de la pre-
mi8re partie permet d'affirmer qu'il existe une valeur de bifurcation pour le para-
métre des lois &tudi€es, valeur fronti&re commune de deux régions paramétriques.
Dans 1'une, (1 - g) admet un point fixe attractif s, et pas de cycles. Dans

1'autre, (1 - g) admet un cycle attractif (sl,sz) entourant un point fixe répul-

sif s
o

4.1.1. Familles d'au plus deux engants

Si nous supposons que:
Yk > 3, Py = 0,
alors la valeur de bifurcation est donnée par:
Py = Py * ZVﬁ; )
Si p, =p, + 2V§; , (1 - g) admet un cycle attractif d'ordre 2 . Une condition

nécessaire pour que cette condition soit satisfaite est que:

V3
p, < 1 -5~ 0,133 .

4.1.2. Loi geometrique

Nous avons p_ = 1-b/(l-¢) et p; = pett

i , Vi =1 avec:

0<c=<1l et 0<b<l-c

Si b+c<1, (1 -g) aun point fixe attractif et, dans le cas limite,

b+c=1, (1 -g) admet une infinité de cycles d'ordre 2
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4.1.3. Loi de Podsson

La valeur de bifurcation est e . Si A est strictement supérieur a3 e ,
(1 - g) admet un cycle attractif d'ordre 2 . Dans la Table 1 et la Figure 2,

nous montrons 1'évolution de s* et de (51’52) en fonction de A .

A s* N S,
0,5 0,296533
1,0 0,432857
2,0 0,573697
e 0,632120559
2,8 0,637548 0,469660258 0,773486623
3,0 0,650031 0,335260 0,863880
3,5 0,677060 0,179991 0,943303
10 0,825447 0,000456 0,999954
Table 1

Les valeurs de s* et de (sl,sz) sont listées pour différentes valeurs
de A . Remarquons que, pour A < e , s* est attractif et (51,52) n'existent
pas. Pour A = e, s* existe toujours mais est répulsif, (51,52) apparaissent

et forment un cycle attractif.

1 a 1 /’
0,75 4
0,50 -
0,25 |
0 1 2 e 3 a

Figure 2. Diagramme de bifurcations de 1 - g(x) =1 - 2(x-1)
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4.1.4. Lod bindmiake B(n,p)

n-l/nn . Pour une valeur de p

La valeur de bifurcation est p= (n +°1)
supérieure, (1 - g) admet un cycle d'ordre 2 attractif. On peut observer, dans
les conditions de tendance de la loi bindmiale vers la loi de Poisson, que la valeur

de bifurcation tend vers e .

4.2. Exemple de convergence dans le cas surcritique

Si nous supposons que g est la fonction génératrice d'une loi géométri-

que, nous avons:

m(l - x)

g(x)=1'2_x

On peut alors remarquer que

Ny o loms (- 2ha -
1-m+ (1 -nD( -x)
. . 1/m
Si nous posons h(x) = x , nous obtenons
R n+l l/mn
g nog n(x) _l-m+ (1 -m ) -x )

l/mn

1-m+(lL-aMa-x'™)

Si m<1, gon ° h°n(x) tend vers 1 lorsque n tend vers 1'infini. Dans le
cas surcritique:

lim g o n"(x) = 1 - (m - 1)log x _ $(x)

40 m - 1 - Log x

et ¢ est solutionde ¢ =g o ¢ o h .

Dans ce cas, la Proposition 3.2 est vérifice.

5. Conclusion

Nous avons ainsi montré comment il &€tait possible d'appliquer des résul-

tats concernant les propriétés itératives de la fonction génératrice g d'un
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processus de Galton-Watson ou de (1 - g) . L'existence de points fixes ou de cy-
cles pour ces fonctions nous a permis de préciser des propriétés classiques sur le
comportement asymptotique dans les cas critiques et surcritiques et sur la taille

éme s iéme

de 1a n' génération conditionnellement 3 la taille de la (n-1) . L'appli-

cation directe a des lois classiques simples montre qu'en pratique, ces résultats

-~

sont faciles a utiliser.
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