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COMPACITE DE L’OPERATEUR A(x,D) — A(x,D)
DANS L’ESPACE F-1(L1(Rn))’

S. Zaidman

Introduction

Dans 1'article [4], on associe 3 tout "symbole'" a(x,£) deux opérateurs
pseudo-différentiels, notés A(x,D) et A(x,D) et on établit que leur différence
est un opérateur compact dans certains espaces hilbertiens. Une présentation dé-

taillée se trouve dans [5], et une continuation est donnée dans [6].

Dans la présente note, nous prouvons un résultat de la méme nature, les
espaces de définition &tant formés maintenant des distributions tempérées dont la
transformation de Fourier est intégrable sur ®" . Les conditions imposées au sym-
bole sont semblables, mais quand m@me différentes de celles données dans [4]-Appen-
dix, oli 1'on annonce, avec des indications sur la démonstration, un résultat de

compacité pour l'opérateur A - A dans l'espace LZ(Rn) (Théoréme A.1 de [4]).

1. Considérons donc 1l'espace de Banach B = F'I(Ll(Rn)) qui est formé des distri-
butions tempérées T dont la transformée de Fourier T = FT appartient 3 1'espace

des fonctions intégrables Ll(Rn) . La norme dans B est, par définition:
g = [, 170 o€ = P (1.1
B /" Ll(Rn)
(voir [3] pour 1'€tude d'une classe d'espaces incluant B ).

! Ce travail a &té effectué pendant que l'auteur bénéficiait d'une subvention du
Conseil de recherches en sciences naturelles et en génie, Canada.
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On se donne maintenant — en suivant essentiellement 1'Appendix de [4] —
une classe assez générale de symboles a(x,£) , qui sont des fonctions mesurables
bornées, R® x R" > ¢ , représentables comme transformation de Fourier inverse

partielle

n
ixe A~

7
a(x,g) = (2m) f n € a(A,g) dA (1.2)
R
la fonction Z(x,g) étant mesurable, R® x R" > ¢ et vérifiant une majoration uni-

forme

|300,8) < k) , A eRY, £ eR (1.3)

ol k(A) est intégrable (Lebesgue) sur R" .

I1 en résulte la continuité de la fonction a(x,§) par rapport & x € R"
ainsi que la relation

lim a(x,&) = 0 ! . (1.4

X0

~

On associe maintenant 3 tout symbole a(x,£) deux opérateurs linéaires A(x,D) et

A(x,D) , de B dans B , dont la définition est donnée par les formules suivantes:

n
AG,D)u(x) = (2m) 2 f L et @
R

ol n (1.5)

G(&) = (2m) zfn§@4hﬁﬁm)¢1, ues,
R

n
ACuDuG) = (2m) J e Malx,mu(n) dn . (1.6)
On a évidemment 1'inégalité
lece) | < Ikl ] . (1.7)
NS A CORIS AT

! Le cas plus général oli a(x,£) = a(»,§) + a'(x,§) et a'(x,§) est défini comme
plus haut n'int8resse pas dans cet article, oll 1'on &tudie seulement la dif4erence
A - A (voir Remarque, p. 542 de [6]).
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Donc, pour u€ B , A(x,D)u€ B aussi, et on a

ladl, = IFawll o = lidl ;< Kl il . (1.8)
B u .1 ! 1B

En ce qui concerne maintenant 1'opérateur A(x,D) , on peut &tablir facilement

(voir [7]) la formule de représentation &quivalente

n n
Ax,Dyu(x) = (2m) 2 f n ™8 (am) 2 J n 2(E-n,n)un) dnl & , u €B (1.9)
R R
et donc, de nouveau, la majoration
lAullg < k]l 4 llullg - (1.10)
L

2. Dans cette section, on démontre une condition suffisante de compacité (relative)
dans 1'espace B . Un résultat bien connu, sur la caractérisation de la compacité

relative d'un sous-ensemble K de 1l'espace B , consiste dans les trois conditions:

a) f |X(&)| i€ < C, vk €K ;
IR

b) limj [X(£)| d& = 0 , uniformément pour k € B ;
R /|E|2R

c) limJ |T(’(E+T) - ?(E)I d¢ = 0 , uniformément pour k € B .
n
0 ‘R

(Ici, K = Fk - la transformée de Fourier de k ¢ K).

Nous allons montrer comment, en utilisant ce résultat, on peut en déduire

le suivant.

LEMME de compacité. Soit K un sous-ensemble de B , vérnifiant Les con-
ditions suivantes:
a) Pour tout nombre néef R > 0, on a que

lim J [U(g+h) - u(g)| dg = 0 (2.1)
h+0 / {&|<R
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uniforumément pout u € K .
B) 1L existe une fonction continue ¢(t) , 0 <t < >R" , telle que

() 2Y >0, VvVt= 0, lim¢(t) == , et

oo

[ hotebiE@l & <c. poun tout uex. (2.2)
R

Alons X est nelativement compact dans B .

DEMONSTRATION. Premi&rement, on trouve que Y f n |uE)] & <cC, pour u €K
) R

(conséquence de B)).

Ensuite, YM >0 , BRM telle que si t >R , ona ¢(t) =M. Il suit

que M j |ug)|] d¢ <C, pour u € K , pourvu que R > Ry » ce qui entraine b).
£]=R
Finalement, il s'agit de prouver que lim [ IE(E+T) - E(E)l & =0
Re ’ |E|2R+1

uniformément pour u € K .

:a noo..o .
Remarquons premiérement que, pour T € R fix&, l'ensemble

n

£ e R" |& + 1| = R} est mesurable dans R - la fonction, R" >R, £~ |8+ 1|

étant continue.

Ensuite, si & ¢ R avec [E] >R+1 et T €R" avec |t] <1 ,o0na
€ + ] = |&] - |t] = R ; 1'ensemble {£ ; |&] > R + 1} est contenu dans

{€ ; |& + | = R} ; par consdquent on aura

f [ucg+r) | dg s[ [ug+r) | de f luce) | dg
|£]>R+1 |£+7|=R || =R
(pourvu que |t| < 1)
On en déduit que
f [UcE+T) - W) | dg sf | +[ e | de
|£]=R+1 [£]=R |£] >R+1

IA

2 f [uce) | deg
[&] =R
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qui converge & 0 pour R = « , uniformément pour u € X .

Cela prouve le Lemme de compacité.

3. Nous soumettons les symboles a(x,f£) & certaines conditions restrictives (sem-
blables, mais quand méme différentes) des conditions qu'on trouve dans [4]- Appen-
dix, ce qui permettra de prouver notre résultat principal, c'est-3-dire la compa-

cité de 1'opérateur A(x,D) - A(x,D) de B dans B . Précisément, nous supposons

que (la fonction k()) &€tant celle qui apparait dans (1.3))

i) (1+ APk € L'@Y

ii) I1 existe une fonction continue ¢(t) , 0< t < o> (0, , vérifiant
lim ¢(t) = 0 et de fagon que 1'inégalité
t>o

13068 - a0 | < (1+ Je-toC|EPKN AERY, £eR', TER

iii) On a que

8

sup f Ix|la(x,)| dx <
T Rn
EER

et que

limf J |a(x,&+h) - a(x,&)| dx d& = 0
h0 /|g]<h BT

pour tout A > 0 .
On est maintenant en mesure d'énoncer le

THEOREME. Si Le symbole a(x,E) vérifie i)-ii)-iii), £'opérateur associd
A(x,D) - A(x,D) +transforme tout ensemble borné dans B dans un ensemble relative-

ment compact de B .

DéMONSTRATION. Posons T = A - A et soit £ un ensemble borné dans B : on a
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donc J n |§(£)| & < C, VYueQ . On prouve que l'ensemble K = T(R) vérifie a)
R

et B) du Lemme de compacité.

Premig&rement, nous allons &tablir sépar€ment qu'on a les limites:

um[ |Au(E+h) - Ma(E)| & = 0
-0’ |g| <A
=0

lim f |Au(E+h) - Au(E)| d&
h>0 7 |E|<A

pour tout A > 0 et uniformément pour uc€ Q .

On utilise les formules, précédemment justifiées, selon lesquelles on a

[N1]-]

R© = @n 7 iEneim o

R

et

n

Au(e) = (2m) 2 [ LAENUM) dn , et cela Yue FOILI®RY)
R

On en déduit que
.2
Au(geh) - M) = (2m 2 f o [B(E+h-n,E+h) - A(E-n,E) Tu(m) dn
R

et
n
Au(g+h) - Au(e) = (2n) J o, [a(E+hn,n) - ZE-n,mTum) dn ,  VueB
R

Envue d'une majoration de la premiére expression, on commence avec l'identité évi-
E

dente:
‘a(g+h-n,g+h) - A(£-n,£) = A(E+h-n,&+h) - A(E-n,&+h) + 2(E-n,E+h) - A(E-n,&)

Remarquons aussi que a(x,£) est intégrable dans {x , |x| < 1}, V& ¢ R" .
Pour |x| 21, ona J|a(x,8)| s |x||a(x,&)| et donc f n la(x,8)| dx < =,

R
VE ¢ R" . Comme a(A,&) est aussi la transformation de Fourier (partielle au

sens de S'(Rn)) de a(x,&) , on trouve que
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f N e XA xE) dx, A€ R, e

R

[NTE=]

a(,g) = (2m

(au sens habituel). On pourra donc &crire la représentation suivante:

n

(Zﬂ)-i-[ n e_ix'(g+h-n)a(x,£+h) dx
R

“a(g+h-n,E+h) - A(E-n,E+h)

n
- m 2 J L e X Mgk e dx
R

N =

- (2m f . X (B -ixeh g ) ax .
R

-ix+h

En utilisant la majoration |e - 1| < |x||h| (voir [6], p. 537), on obtient

1'inégalité

[a(g+h-n,g+h) - a(E-n,g+h)| < C|h] { o Ixllatx,eh)| dax < ¢ |n| .
R

Ensuite on a aussi que

n

Z@qhgh)-Z@qha==um-zfnedw(&m[um&m)—awéﬂ dx
R
et donc la majoration
[d(g-n,&+h) - A(En,B)| < C JR“ la(x,g+h) - a(x,8)| dx , EER", neR"

De ces inégalit@s, on peut déduire des majorations pour 1'intégrale

JIEI , [Au(e+h) - Au(E)| dE .

En fait, on a:
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n

|Au(g+h) - M) < (2m) 2 j o [8E+hn E+h) - FE-nE+) | [um)] dn
R

A

N2

e fRn [aE-ng+h) -2E18)|[um| &

IA

c,/n| [Rn [4(m | amqun la(x,E+h) - a(x,E)] dx)cfmn [uey | an)

IN

C,([h] + jm“ la(x,E+h) - a(x,E)| dx) , Yu € Q

( @ €étant un ensemble borné de B ) , et donc immédiatement, pour tout A > 0 ,

f |Au(E+h) - Au(E) | &€ < c, ] j & + C, J J o laloErh) - a(x,8)| dxde.
lg]<A |£]<A lg[<h ‘R
L'expression 4 droitetend vers 0 si h > 0, ce qui entrafne la convergence cher-

chée (uniforme dans u € Q) pour 1'intégrale 3 gauche.

~

Maintenant, la majoration de 1'intégrale similaire relative 4 1'opérateur
A est légérement plus facile & obtenir. Comme plus haut, on aura la représenta-

tion:

[S1f=]

A(grhn,m) - E(E-nm) = 2m [n [ (B 1 (Mo () ax
R

donc la majoration

IA

[Z(E+h-n,n) - E(E-nm) | < C IR“ [ 1] Jag,m | dx
\

IA

¢, Inl '[an Ixlatx,m| dx < |n| ;

il en découle 1'inégalité

Raceny - )] = cHal [, (G| an =< fnl
R

pour u € @ et enfin, comme plus haut,
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JI |A|ﬁ(g+h) -TJ(E)I d&sczlhl j!il/\d€+0 si h>0, YA > 0 .
gls <

On a terminé€ ainsi la vérification de la condition o) du Lemme de compacité. Main-

P 1
tenant, on vérifie avec t) = —— .
Premidrement, remarquons que ¢(t) &tant > 0 pour tout t > 0 , ¢(t)

sera définie et > 0 aussi Yt > 0 ; elle est continue, tout comme ¢(t) ; aussi

o(t) > quand t » +o , donc ¢(t) >1 pour t > t, . Soit Yl = inf ¢(t)

1
OStStl

on aque Y, >0, et on pose Y = inf(l,y,) ; Y est >0 et ¢(t) =Y, Vt=>0.
P 1

1

Nous allons donc €tablir une majoration

fRn (gD | (AAu(E)| dE <c, vueq.
f

Le terme sous le signe intégral est

¢(l£1)l] o [E(E-n,8) - E(g-n,m Fu(n) dn|
R

qu'on peut majorer par

oCle]) f 2 A+ @ DeEDKE-) [ | dn = f 2 (U [EsnDkeE-m [ | dn .
R R

Alors, on a que:

IA

¢(l£l)|f?f(£)| dg (1 + |&-n]Hk(g-n) |1Nx(n)l dn dg
R R" JR"

"

(J G PIRINON: d)\)(f o [um| am <c
R R

pour u € ©Q . C.Q.F.D.
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