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COMPACITÉ DE L'OPÉRATEUR A(x,D) - A(x,D) 
DANS L'ESPACE F=1(L1(R"))' 

S. Zaidman 

Introduction 

Dans l'article [4], on associe à tout %ymbole*f a(x,<) deux opérateurs 

pseudo-différentiels, notés A(x,D) et A(x,D) et on établit que leur différence 

est un opérateur compact dans certains espaces hilbertiens. Une présentation dé- 

taillée se trouve dans [SI, et une continuation est donnée dans [SI. 

Dans la présente note, nous prouvons un résultat de la même nature, les 

espaces de définition étant formés maintenant des distributions tempérées dont la 

transformation de Fourier est intégrable sur Rn . Les conditions imposées au sym- 

bole sont semblables, mais quand même différentes de celles données dans [4J-Appen- 

dix, où l'on annonce, avec des indications sur la demonstration, un résultat de 

compacité pour l'opérateur A - A dans l'espace L2(tRn) (Théorème A.1 de C43). 

1. Considérons donc l'espace de Banach 8 = f -1 1 n (L (IR )) qui est formé des distri- 

butions tempérées T dont la transformée de Fourier T = fT appartient à l'espace 

des fonctions intégrables In L (R ) . La norme dans 8 est, par définition: 

II TII %= Bin I 
130 1 x = II WI 

L1(Rn) 

(voir [3] pour l'étude d'une classe d'espaces incluant 
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(1.1) 

subvention du 
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-1 1 n 

(L (R )) 

On se donne maintenant - en suivant essentiellement PAppendix de C4l - 

une classe assez générale de symboles a(x,S) 9 qui sont des fonctions mesurables 

bornées, lRn x fRn -f CJ , représentables comme transformation de Fourier inverse 

partielle 

n -- 
a(x,5) = (W 

2 
I 

e 
lRn 

ixo %(A ,<) dx (l-2) 

la fonction a@,<) étant mesurable, Wn x Rn -+ ü et vérifiant une majoration uni- 

forme 

(13 

où k(X) est intégrable (Lebesgue) sur Wn . 

Il en résulte la continuité de la fonction a(x,c) par rapport à x C IRE 

ainsi que la relation 

lim a(x,S) = 0 ' . 
X+Q 

(1.4) 

On associe maintenant à tout symbole a(x,<) deux opérateurs linéaires A(x,D) et 

A(x,D) , de B dans 8 , dont la définition est donnée par les formules suivantes: 

n -- 
A(x,D)u(x) = (27-r) 2 

f lRn 
eix'S,(c) dc 

où n 

G(S) = (2TyT 
f lRn 

raJIs-~,s)~(~~ a 9 uo, 

n -- 
A(XJI)U(X) = (3-r) 2 

f 
e 

ïRn 
ix"a(x,r&(n) dn . 

On a évidemment l'inégalité 

llG( E;) Il L1(lRn) ' Ilkl'Ll(Rn) liuilLl(Rn) ' 

WV 

(1.6) 

(1J) 

' Le cas plus général où a(x,Q = a(m,EJ t a*(x,EJ et a'(x,5> est défini comme 
plus haut n'intéresse pas dans cet article, où l'on étudie seulement la di.&$U%~~ 
A- A (voir Remarque, p. 542 de COI). 
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Donc, pour UC 8 ) A(x,D)u C 8 

211 

aussi, et on a 

II Aull B = Ilf(Au)ll = IIc;ll 
L1 

L1 2 IlkIl 
L1 

Ilull, l  (1*8> 

En ce qui concerne maintenant l'opérateur ACx,D) 9 on peut établir facilement 

(voir C71) la formule de représentation équivalente 

n n -- -- 
A(x,D)u(x) = (2~ 

2 

lRn 
eixoS[ (27-r) 2 

Rn 
&+~I)$I) drll d5 , u c 73 wg> 

et donc, de nouveau, la majoration 

IIA II u fIj 5 /Ik/lLIIIUll~ l  
(1.10) 

2. Dans cette section, on démontre une condition suffisante de compacité (relative) 

dans l'espace 8 . Un résultat bien connu, sur la caractérisation de la compacité 

relative d'un sous-ensemble K de Pespace 6 , consiste dans les trois conditions: 

b) lim 
J 

IRS) 1 dS = 0 9 uniformément pour kU3; 
R-= I<l= 

Cl lim 
1 T-+0 iRn 

I%(c-t-r) - %(C)I d5 = 0 , uniformément pour k C 8 . 

(Ici, k = fk - la transformée de Fourier de k c K). 

Nous allons montrer comment, en utilisant ce résultat, on peut en déduire 

le suivant. 

LEMME de compacité. Soti K un aoti-etimb& de B , vti&iati L~A con- 

R>O, un a qcee 

l;(cth) - ;(C)l dc = 0 (2*1) 
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(2.21 

A&U K e&t tte,ikCverneti compact dati l? . 

DÉMONSTRATION. Premièrement, on trouve que Y t ain 
l?$S)] & <C,pour ucK 

(conséquence de 6)). 

Ensuite, VM > 0 , 3RM telle que si t 2 R , on a 4(t) 2 M . Il suit 

que M 
ICI a 

l'ü(# @ I C , pour u c K , pourvu que R > RM , ce qui entraîne b). 

Finalement, il s'agit de prouver que IU(S+-T) - ii(<) 1 ds = 0 

uniformément pour ucK. 

Remarquons premièrement que, pour 'I c Rn fixé, l'ensemble 

{E, on; 15 + ~1 2 RI est mesurable dans ~~ - la fonction, # -+ IR , 5 -+ 15 + ~1 

étant continue. 

Ensuite, si 5 c !Rn avec IE;I zR+l et 't URn avec a I 
15 + '11 2 151 - 1~1 2 R ; l'ensemble {c ; 1~1 2 R t 1) est contenu 

121 , on a 

dans 

(5; 15 -tTl >R) ; par conséquent on aura 

On en déduit que 

(pourvu que 1'11 Il) . 

r r r 
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qui converge à 0 pour 

Cela prouve le Lemme de compacité. 

iR-tm, uniformhent pour UCK. 

3. Nous soumettons les symboles a(x,EJ à certaines conditions restrictives (sem- 

blables, mais quand même différentes) des conditions qu'on trouve dans [41- Appen- 

dix, ce qui permettra de prouver notre résultat principal, c'est-à-dire la compa- 

cité de l'opérateur mm - A(x,D) de B dans 73 . Précisément, nous supposons 

que (la fonction k(X) étant celle qui apparaît dans (1.3)) 

i> (1 t IXl)k(A) c L1(Rn) . 

ii) Il existe une fonction continue cp(t) , 0 i t < 00-t (O,m) , vérifiant 

lim cp(t) = 0 et de façon que l'inégalité 
t+~ 

iii) 

et que 

On a que 

sup i ~a?” lRn 
1x1 IaL5) l dx < Oo 

1 a(x,S+h) - a(x,S>I dx d< = 0 

pour tout II > 0 . 

On est maintenant en mesure d'énoncer le 

THÉORÈME. Si tee dymbuRe a(x,EJ vW.&.e i)-ii)-iii), L'ap&uXe~ ahutié 

Nx,D) - A(X) D) titi @krne kuut e~nemb&e buttnE dam ?3 dam un etiemblk tteLtive- 

meti campa& de 8 . 

DÉMONSTRATION. Posons T = A - A et soit 52 un ensemble borné dans 6 : on a 
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donc 
a? 

I&Jl 6 I C , \du c Q . On prouve que l'ensemble K = T(Q) vérifie a) 

et 6) du Lemme de compacité. 

Premièrement, nous allons établir séparément qu'on a les limites: 

IG5+h) - z(S) ] 4 = o 

/A;@h) - z(c)1 d< = 0 

pour tout I\ > 0 et uniformément pour UC !a. 

On utilise les formules, précédemment justifiées, selon lesquelles on a 

n -- 
Z(C) = (27T) 2 

Rn 
%E-q L)+X drl 

et 

n 

Go = (27T7 i TI %F-v ,n)%-O drl 9 et cela Vu c F-l(Ll(lRn)) . 

On en déduit que 

z(c+h) - 

et 

ÂU(g+h) - it(<) 

n -- c 
G(5) = (27T) 

lRn 
C%(~+h-ri ,<+h) - :(b-G) I~(N drl 

n -- , 

Envue d'une majoration de la première expression, on commence avec l'identité évi- 

dente: 

Remarquons aussi que a(x,t;) est intégrable dans {x , 1x1 I 1) , 'dsd . 

Pour 1x1 2 1 9 on a ]a(x,S> 1 2 1x1 la(x,S> 1 et donc 
I iRn 

IaCxm I dx < Oo 9 

vccfRn l  Comme ;(A,<) est aussi la transformation de Fourier (partielle au 

sens de S(IR")) de a(x,E;) , on trouve que 
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n -- 
;(A&) = (27~) 2 

i 
n ëix%(x,S) dx 9 A c wn , 5 mn 

R 

(au sens habituel). On pourra donc écrire la représentation suivante: 

11 
-- 

%(E+h-n,{th) - a(c-~,S+h) = (2~) 2 e-ix' (tth-d a(x 9 5th) & 
lRn 

- (2~)-'1 
Rn 

e-ix'(S-')a(x,~th) dx 

= (29 e-ix' (S-~)[e-ix'h _ l]a(x E+h) & 9 . 

En utilisant la majoration le 4xoh - 11 I 1x1 ]hl (voir L-61, p. 537), on obtient 

l'inégalité 

l3ww ,S+h) -  %(<-r1,5+h) 1 5 CIhI 1x1 la(x,S+h) 1 dx 2 C,lhl . 

Ensuite on a aussi que 

n -- 
:(S-ri,S+h) - a(<-ri,<) = W-0 2 

lRn 
e-ix'(S-')[a(x,~th) 

et donc la majoration 

/3S-J-l &+h) - abl95) ] 5 c Rn la(xL+W - a(xL> I dx 9 

- aCx,S)l dx 

De ces inégalités, on peut déduire des majorations pour l'intégrale 

En fait, on a: 
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n -- 
+ m-0 

2 
i 

Rn I3S-~ ,S+h) - 

< CJhl $ in 1 a(x,S+h) - a(x,S) 1 dx) (\ 
Rn 

1%~ 1 dq) 

2 C,(p4 + Rn la(x,S+W - a(x,E) 1 dx) , ‘du c Q 

( 52 étant un ensemble borné de 8 ) , et donc immédiatement, pour tout n>o, 

151 ~ 
ISlsn 

dS + 5 1 a(x,O-h) - a(x,<)I dxdc. 
I 

L'expression à droitetend vers 0 si h+O, ce qui entraîne la convergence cher- 

chée (uniforme dans 

A est légèrement plus facile à obtenir. Comme plus haut, on aura la représenta- 

pour l'intégrale à gauche. 

Maintenant, la majoration de l'intégrale similaire relative à l'opérateur 

tion: 

n -- 
2 

lRn 

[e-ix' (tth-?--l) _ e-ix' (b-l) ]a(x q) dx Y 

donc la majoration 

l%(&th-q,n) - %(c-n,q)l I C 
tRn 

jemixoh - 11 la(x,rl)I dx 

il en découle l'inégalité 

ucs2 et enfin, comme plus haut, 



S. Zaidman 217 

On a terminé ainsi la vérification de la condition a) du Lemme de compacité. Main- 

tenant, on vérifie 6) avec o(t) = -J- 
(P(t) l  

Premièrement, remarquons que q(t) 

sera définie et > 0 

étant > 0 pour tout 

vt 2 0 ; elle est continue, tout comme 

t20, 40) 

cp w ; aussi 

O(t) -f Oo quand t + +m ) donc $(t) > 1 pour t 2 tl . Soit ~1 = inf $(t) , 
O~t~tl 

on a que y, ’ 0 9 et on pose 

Nous allons donc établir une ma joration 

Y = inf(LYll ; 

i lRn 
44151) 

Le terme sous le signe intégral 

est > 0 

est 

vt 2 0. 

qu'on peut majorer par 

ml) J 
lRn 

(1 + 1(5-~)1)~(151>k(5-~)l~(~)l dn = 
1 

8 

(1 + 15ri IMS-ri) I%l) I d?-l l  

Alors, on a que: 

pour u c 52 . C.Q.F.D. 
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