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CONTINUITÉ DES CARACTÈRES DANS LES 
ALGÈBRES UNIFORMÉMENT A-CONVEXES 

Mohamed Oudadess’ 

Abstract 

Let E be a commutative unitary complete uniformly A-convex algebra. We 

show that every character (resp. positive functional on) of E is bounded. If E 

is Fréchet, it is locally m-convex by a theorem of E.A. Michael (cf. ClOl), and 

every charact er is cent inuous . 

Moreover we obtain the result that the spectrum of every element of E is 

compact. 

Dans cet article, nous donnons une réponse positive au problème de Michael 

(cf. [Ill ou LlO]) dans certaines algèbres localement multiplicativement convexes 

(a.1.m.c.). En fait, nous démontrons que tout caractère d’une algèbre localement 

uniformément A-convexe (a.l.u.A-convexe) commutative unitaire complète est borné. 

Si cette dernière est de Fréchet, c’est une a.1.m.c. , d’après un théorème de 

Michael, et dans ce cas, tous ses caracteres sont continus. 

A.C. Cochran et d’autres chercheurs se sont intéressés aux algèbres loca- 

lement A-convexes (a.l.A-convexes) mais ils ne disent rien sur la continuité des 
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caractères. A.C. Cochran a mis en évidence, sur chaque a.l.A-convexe 

A-convexa 

(EJ) , une 

topologie d'a.1.m.c. notée m(E) (cf. [SI), telle que les espaces de caractères 

continus soient les mêmes pour 'I et m(E) ; mais elle ne permet pas de décider de 

la continuité d'un caractère en particulier. 

Adoptant le point de vue de M. Akkar, nous examinons la structure des 

a.l.u.A-convexes, ce qui nous permet de montrer que le spectre de tout élément est 

compact et que tout caractère est borné pour de telles algèbres unitaires complètes. 

Nous obtenons aussi que toute forme positive est bornée. 

1. Préliminaires 

DÉFINITION. Une algèbre localement convexe E est dite A-cunwxe si sa 

topologie est définie par une famille de semi-normes (px)xcA 
et tout X~E, il existe M(h,x) > 0 et N(X,x) > 0 

telle que, pour tout 

tels que 

et 

P$x l y) 5 M(X,x) l ~~(y) , pour tout y C E , 

P$Y l x) 5 N(X,x) l p$y) , pour tout y c E . 

Elle est dite uni.~u~tieti A-cunvew si pour tout X~E, il existe M(x) > 0 et 

N(x) > 0 tels que Ph(X . Y) 5 M(x) . PA(Y) et P,(Y . x) 5 N(x) . PA(Y) Y pour 

tout YCE et tout XCA. Elle est dite hcc&mevzf mu&i.pkcativemeti cunvexe 

Ph(X . Y) 5 P,(X) l px(y) pour tous x,y c E et tout X . 

EXEMPLES. 

1) E = cc0,11 , l'algèbre des fonctions continues sur le segment CO,11 

munie de la norme L* , est une algèbre 

séparément continue). E n'est pas complète. 

A-normée (c.-à-d. la multiplication est 

2) soit E = Ch(R) , l'algèbre des fonctions continues bornées de R dans 

C et E. = Ci(R) , l'algèbre des fonctions continues de iR dans R et tendant 
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vers 0 à l'infini. Pour tout $I c E. , considérons la semi-norme p 
0 

sur E 

définie par 

P(/)(f) = sup l@(x) . f(x)1 l 

xc iR 

(E;(P&j)) est une a.l.u.A-convexe qui n'est pas une a.1.m.c. 

Elle est complète. 

3) Soit 

195 

(cf. c41 ou NI). 

E une algèbre de Banach commutative et M(E) 9 l'algèbre des 

multiplicateurs sur E , c'est-à-dire (si on suppose E sans ordre, c.-à-d. 

x . E = (0) => x = 0) l'algèbre des opérateurs T linéaires bornés de E tels 

que 

T(X) l y = x l T(y) , pour tous x,y c E . 

La topologie B sur M(E) définie par les A-semi-normes px(T) = IITxl[ , 

xc E 9 fait de M(E) une a.l.u.A-convexe complète,non en général une a.1.m.c. 

4) Soit E = K(R) , l'algèbre des fonctions continues et à support com- 

pact, munie de la topologie de la convergence compacte. C'est une a.l.u.A-convexe 

qui est aussi une a.1.m.c. 

5) Soit E = C([O,l]) , l'algèbre des fonctions continues sur CO,11 mu- 

nie de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts dénombrables de 

CO,11 . C'est une a.l.u.A-convexe qui est aussi une a.1.m.c. 

2. Théorème de structure et applications 

Nous donnons d'abord un théorème de structure qui établit un lien entre 

les a.l.u.A-convexes complètes et les a.1.m.c. de Fréchet. C'est en un certain 

sens une généralisation du résultat de E.A. Michael, à savoir qu'une a.l.A-convexe 

de Fréchet est une a.1.m.c. 



A-convexti 

bottnEe a.-i QA: &a.hmeti ai dlk e~/t conhwue dautn un E 
i 

ti y e~/f: buttnEe); dune 

d'a.1.m.c. de FUS~~. 

PREUVE. soit (P-$&A une famille de semi-normes définissant la topologie de E 

et soit (Bi)icI une base de bornologie de E . Fixons un borné Bi de cette fa- 

mille. Pour tout X f A , il existe MA > 0 tel que 

P x (x) 2 M x ,pourtout xc B. , 1 

PX(Bi) = SUpIph(X) ; X ~ Bi} l  

Pour tout entier n , posons Ai = {A C A : PX(Bi) < n} . On a A = U A’ . n n 
. . 

Posons ' x = SU~{~,(X) ; X c Ai} 
. 

s,c ) ; q; est une semi-norme généralisée, 

semi-continue inférieurement. De plus, on a: 

. . 
qn(x l Y> = sup{px(x l y) ; x c n) 

. 
5 sup{M(x) . ~~(y) ; A C A;} = M(x) . q;(y) . (1) 

Posons Ei = {x c E/qi(x) < 00 , pour tout n.I . Compte-tenu de (1), E. est une 
1 

sous-algèbre de Ei et comme qn(x) S n , pour tout x C B. , on a B. contenu 
1 1 

Ei . 

L'injection canonique Ei -f E est continue car, pour tout UA,il 

existe n(v tel que X c Ai 
. 

0) ' 
donc pour tout x c E. 

1' 
on a p,(x) 2 ( > x . 

Il est clair que E = U Ei . 1 devient ordonné filtrant par i I j si 
ic1 

et seulement si Bi c B. ; 
3 

et l'on vérifie que Ei c E. , 
3 

1 'injection étant continue. 

Maintenant, si E est complète, Ei l'est aussi. En effet: si Cxj) jcJ 

est un ordonné filtrant de Cauchy dans Ei , il l'est aussi dans E , donc il con- 
. 

verge vers X~E. Or, pour tout n , ({(x.)). est bornée dans Ei ; donc il 
J J 

existe M > 0 tel que 

&x.) < M pour 
nJ 

j 2 j. . (2) 
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. 
Et comme qi est semi-continue inférieurement, on peut passer à la limite 

. 
dans (2) et obtenir qi(x) I M < ~0 . Donc x c E. . On montre de façon analogue 

1 

que ('j) j  
converge vers x dans E. . 1 

lons que 

Nous nous intéressons maintenant au rayon spectral 

P (xl = sup(lxI : x c spxl , où 

P 

X SPX est le spectre de 

E. 

dans E. 

PROPOSITION. VanA une a.1.u .A-cunvexe cummuttive camp.@te, kuti 6@meti 

PREUVE. D'après le Théorème 1, E est réunion d'a.1.m.c. de Fréchet Ei . 

Soient x c E et Ei telle que x c Ei . On a S'px ~S’px ; et il suffit donc de 
E Ei 

montrer que SPX est borné. Appelons 'I 

Ei 

i la topologie de Ei définie par les 

i 
Qn . D'après (1) du Théorème 1, (Ei,~i) est aussi uniformément A-convexe. La 

norme d'algèbre mise en évidence par Cochran dans [SI vérifie ici 

qi(x) I IIxII , pour tout x et tout n . ( > * 

(Ei9Ti) étant une a.1.m.c. complète, on a 

SPX 

Ei 

= {X(x) 1 X caractère continu de Ei} . 

D'après (*), si X est continu pour Ti , il est aussi continu pour Il II . et donc 

se prolonge en un caractère continu T de l'algèbre de Banach complétée de 

ULII *II> l  
Et l'on a donc 1 X(x> 1 2 IIxII 9 pour tout x 9 d'où le résultat. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat annoncé sur les 

caractères. 

THÉORÈE 2. 7uu.X ca&acXdhe d' une a. 1. u. A-convexe cummtitive utitie 

cump.t&te e~k bu&&. 

PREUVE. Par le théorème, nous sommes ramenés aux a.1.m.c. de Fréchet uniformé- 

ment A-convexes E. . 
1 

Par la proposition, tout élément de Ei est de rayon spec- 
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tral fini. Mais alors ce sont des Q-algèbres (cf. CiO] ou L-121). Et l'on sait 

que dans ce cas, tout caractère est borné. 

Le fait que le spectre de tout élément soit borné a suffi pour obtenir le 

Théorème 2. En fait, on a un meilleur résultat, à savoir que le spectre de tout 

élément est compact. Et c'est là une différence fondamentale avec les a.LA-con- 

vexes même localement multiplicativement convexes. 

THÉORÈME 3. Suti E une a.l.u.A-cunvexe cummtiaL&e undc&~e camp&?&. 

keuh~, puuh hx.d x c E , Spx eH cumpcd. 

PREUVE. On a vu que E est une réunion filtrante croissante d'a.1.m.c. de 

Fréchet Ei . D'après la Proposition 1, Ei = B(Ei) = {X c Ei : pi(x) < 00) , donc 

Ei est une Q-algèbre. Mais alors le spectre Spix de tout élément est compact 

(cf. [lO] ou L-81 ou [SI). Maintenant, comme la réunion 

croissante, on a, pour tout xc E 5 SPX = n 
E ifI(x) 

'Pix 

D'où Spx compact. 
E 

des E. est fi 
1 

,où I(x) = {i 

ltrante 

CI ; X~E;} . 

REMARQUES. 

1) Bien qu'il existe des a.l.u.A-convexes admettant des caractères con- 

tinus, ce qui justifie les résultats ci-avant, on peut se demander si c'est le cas 

pour toute a.l.u.A-convexe commutative unitaire W-r) ' 

A.C. Cochran a mis en évidence (cf. [S]) une topologie d'a.1.m.c. m(E) , 

telle que les caractères continus soient les mêmes pour T et m(E) . Donc le 

problème est ramené à une a.1.m.c. unitaire. Comme il y a bijection entre les 

caractères (algébriques) et les idéaux maximaux, il existe toujours au moins un ca- 

ractère non nul. Soit El l*a,l.m.c. séparée associée à (E,m(E)) et Ê 

1'a.l.m.c. commutative unitaire complète, complétée de El . 

Ê admet au moins un caractère continu non nul (cf. [12]) qui donne nais- 

sance à un caractère continu non nul sur uhm(E) > donc sur 
0%) l  
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peut se demander si tout caractère est continu. 

2) Sachant que, pour une a.l.u.A-convexe, tout caractère est borné, on 

La réponse est non. 

E.A. Michael a donné dans ClOl, l’exemple suivant, d’une a.1.m.c. pour 

laquelle tout caractère est borné mais admettant des caractères discontinus (nous 

en donnons la version de Cl1 (ou de L-21)). Or il se trouve que cette a.1.m.c. 

est aussi uniformément A-convexe. 

Soit T un espace topologique pseudo-compact, localement compact et non 

compact. Soit E = C(T) l’algèbre des fonctions continues sur T , munie de -la 

topologie de la convergence compacte. 

Pour tout compact K de T et tous f,g de E , on a 

PK(f . 9) = sup If(t) l ,g(t)l 5 P,(f) . p,(g) l  

te K 

Mais comme T est pseudo-compact, tout f f C(T) est borné par M(f) = sup If(t)1 , 
tcT 

et l’on a 

PK(f . g> 5 M(f) l p,(g) pour tout K et tout g . 

Ainsi E = C(T) est une 

uniformément A- convexe . 

a.1.m.c. commutative unitaire complète qui est aussi 

3. Formes positives 

Une algèbre topologique involutive 

d’une involution continue. 

f(x* . x) 2 0 pour tout 

E est une algèbre topologique munie 

Une forme linéaire sur 

X~E. 

E est dite positive si 
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TFIÉORÈME 4. SuiX E une a.l.u.A-cunvQXQ compl&& ~nvuh.khe ti uticCihQ. 

A.Cuti E wt &wiun &LL&atie (avec inj etiuti cuntinuti ) d’une @nUCe 

d'a.l.u.A-cunvexti de ?Wche-t invu.hZivti (Ei)icI Eue qu’une paA2i.e B de E 

eG butLn&e ai. Qk aeuhneti ai. etLe ehk cuntenue dati un Ei Q/t y e& butnk 

PREUVE. On reprend la démonstration du Théorème 1 en tenant compte du fait que 

l'infolution sur E est continue si et seulement si sa topologie peut être définie 

par une famille (p,), de semi-normes uniformément A-convexes telles que 

p,(x*) = P,(X) J pour tout X et tout x . 

THÉORÈME 5. SULt 

E wtt bu&nEe. 

E une a.l.u.A-cunveXQ cum@tie invu.&.&i.ve. f4LUh.h 

4. Limite inductive d* a.1.u. A-convexes 

L'existence de limites inductives d*a.l.u.A-convexes découle de la Propo- 

sition 1 de [ll],, et l'on a le 

THÉORÈME 6. TUti d’une indutive d'a.l.u.A-cunvexti 
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