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QUELQUES REMARQUES SUR LES FONCTIONS
ASYMPTOTIQUEMENT PRESQUE AUTOMORPHES

Gaston-Mandata N’Guérékata

Introduction

En suivant Fréchet [2], nous avons, dans un travail récent [3], introduit
la notion de fonction asymptotiquement presque automorphe (a.p.a.) définie comme

suit dans un espace de Banach X :

Une fonction f : [0,%) » X continue (au sens de la topologie forte de X)
est appelée a.p.a. si elle admet la décomposition (unique, voir th&oréme 2 [3])

suivante:
f(t) = g(t) + h(t) , t>0,

ol g(t) : R+ X est une fonction presque automorphe (p.a.) et h : [0,®) > X une
fonction continue telle que 1lim h(t) = 6 (vecteur nul); g(t) et h(t) sont dites
t->00

respectivement ferme paincipal et feame correctif de f(t)

Nous démontrerons d'abord quelques propriétés €lémentaires de fonctions
a.p.a. notamment:

- un théoréme de composition (Th&oréme 1), et

- un théoréme sur les primitives de fonctions a.p.a. (Théoréme 3), qui
provient d'un résultat bien connu pour les fonctions presque périodiques (voir par

exemple [1], théoréme I, page 53).

Enfin, nous démontrerons 1'existence de solution p.a. de 1'équation dif-

férentielle:
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(*) x'(t) = Ax(t) + £(t) ,

oli A est un opérateur borné sur X et f£(t) une fonction p.a. sachant que la-
dite &quation poss&de une solution a.p.a. Ce résultat est le cas linaire du

Théoréme 4 [ 3].

1. Théoréme de composition

THEOREME 1. Considérons Les espaces de Banach X , Y . Soit ¢ : X > Y

une gonction continue sur un compact B O {£f(t) : 0 < t < »} (L'adhérence topolo-
gique de {f(t) : t € [0,@)}) od f :[0,0) > X est une gonction a.p.a. Alons

La fonction ¢(f(t)) : ¢ o £ : [0,@) > Y est a.p.a.

Avant de démontrer ce théor&me, voyons d'abord le lemme suivant qui géné-

ralise le théoréme VII [1]:

LEMME. S{ g(t) : R > X est une fonction p.a. et ¢ : XY une fonc-

tion continue, alons La gonction o¢(g(t)) : R>Y est p.a.
La démonstration est simple et nous 1'omettons.

DEMONSTRATION du Théoréme 1. Soit f(t) = g(t) + h(t) 1la décomposition de £(t)
Alors par le lemme ci-dessus, ¢(g(t)) est p.a. Etant donné que la fonction

¢(£(t)) : [0,0) > Y est continue, la fonction T(t) : [0,o) > Y définie par
r(t) = ¢(£(t)) - ¢(g(t))
est aussi continue.

Soit € > 0 donné. Comme ¢ est uniformément continue sur 1'ensemble

compact B > {f(t) : t € [0,®)F , il existe i’e >0 tel que

1900 - oI, <& s silx -yl <f

€

avec X,y € B .
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Par ailleurs, 1'hypothé&se sur h(t) nous permet de dire qu'il existe

t, = tO((E) > 0 tel que

I£Ct) - gy = IOy <d_ 5 si €5t
Maintenant, en premant t > t , on obtient:
ITCO)lly = 16C£C)) - ¢Ca(t)lly < e
ce qui montre que

lim T'(t) = 6 .
100
La fonction ¢(£f(t)) est donc a.p.a. avec ¢(g(t)) comme terme princi-

pal et T(t) comme terme correctif.
Nous avons aussi:

THEOREME 2. S4 (fn)oo est une suite de fonctions a.p.a. telle que

n=1
£(t) = gn(t) +h (t) pour chaque n et

a) lim fn(t) f(t) , unigorme en t € [0,0) ,

n->

"

b) lim gn(t) g(t) , uniforme sur R,

n->0

alons £(t) est a.p.a.

DEMONSTRATION. D'aprés le théoréme 5 [4], g(t) est p.a. Considérons maintenant

la fonction suivante
h(t) = £(t) - g(t) , t € [0,9)
Alors h(t) est le terme correctif de f(t) . En effet, soit

h(t)

£(t) - g(t) - £ (1) + £,(1)

£(1) - £,(8) + g () - g(t) + h (t)

Alors on aura
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&) IOl < [[£(t) - g (O + g, (t) - g + [Ih (O <€,

si t>t >0, t fixé.
o o

En effet, par a), il existe N Nl(e) tel que

1
) £t - £ (0l <% si n> N etpour tout t=0.
De méme il existe N, = Nz(e) tel que
(3) ||gn(t) - g(v) < % si n > N2 et pour tout t € R .
Soit n > N = max(Nl,Nz) . Par la propriété de hn(t) , il existe
to = to(e,n) > 0 tel que
(4) I, ()] <§ siot>t .

En combinant (2), (3) et (4), on obtient (1) et le théoréme est démontré.

2. Primitives de fonctions a.p.a.

THEOREME 3. Soit f(t) une fonction a.p.a. et considerons

F: [0,0) > X dZfinie par F(t) = r f(s) ds [(intégrale au sens de Bochnen).
0

Supposons que
a) AL'ensemble {Jt g(s) ds : t € R} est relativement compact dans X
(g(t) est Le terme p/z,énc,ipgl de £(t)) ,
b) j: h(s) ds existe dans X .

t

Alons E(t) est a.p.a.; son terme principal est J‘ g(s) ds + rh(s) ds et Le
0

0
terme correctif -r h(s) ds .
t

REMARQUE. Si X est un espace de Banach uniformément convexe, nous pou-
vons remplacer 1'hypothése a) par
t
a') {f g(s) ds} est borne dans X,
0 teR

et le théor&me reste valide.
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t

DEMONSTRATION. L'hypoth&se a) permet de dire que la fonction f g(s) ds : R > X
0

est p.a. ([5], théoréme 1.2). Comme fm h(s) ds = constante € X , la fonction
0

t
I g(s) ds + [” h(s) ds est p.a. dans X . La fonction continue
0 0
H(t) = -fm h(s) ds , t > 0 , satisfait évidemment la propriété
t
lim H(t) = 0 .

o0

t
Enfin F(t) = J g(s) ds + Jw h(s) ds - Jm h(s) ds .
0 0 t

La démonstration est achevée.

3. Théoréme 4
THEOREME 4. Si £'Cquation differentielle dans X :
(*) x'(t) = Ax(t) + £(t) ,

o A est un opérateur borng et £(t) une fonction p.a. , posséde une solution
a.p.a. u(t) = g(t) + h(t) et g'(t) existe sur R , alorns elle posséde une S0lu-

tion p.a.

DEMONSTRATION. Soit wu(t) = g(t) + h(t) : [0,%) > X une solution a.p.a. de

1'équation (%) . Alors
M u'(t) = Ag(t) + Ah(t) + £(t) , t € [0,9)
Maintenant, puisque A est bornée,

lim Ah(t) = A  lim h(t) = ©

t->00 t->00
et Ag(t) est p.a. (voir [4], page 586). Donc
u'(t) est a.p.a.

Or,
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(2) u'(t) = g'(t) + h'(t) et g'(t) est p.a. et lim h'(t) =6
Tt
([3], théoréme 3).
En combinant (1) et (2), on obtient

(3 g'(t) - Ag(t) - £(t) = Ah(t) - h'(t) , t € [0,°)

dont le membre de droite tend vers 6 lorsque t tend vers l'infini; comme le mem-

bre de gauche est p.a., alors on a:

(4 g'(t) - Ag(t) - £(t) =0, t e [0,0)

(voir la démonstration du théor&me 2 [3], pages 74 et 75).

Montrons maintenant que 1'équation (4) est vérifiée si t < 0 . Soit
o o
. iz . e -
<t <0 et considérons (nk)k:l une sous-suite de (n)n:1 telle que t > ng o,
vk . Nous pouvons en extraire une sous-suite (nﬂ):zl , telle que
lim g(t + nE) = G(t) ,
ko0
lim G(t - nﬂ) = g(t) ,
koo
lim £(t + n!) = F(t) ,
k
koo
lim F(t - nj) = £(t)

ko0
I1 en résulte que

lim g'(t + nﬂ) = lim [Ag(t + nﬁ) + f(t + nﬂ)] car t + nﬂ >0, Yk
koo k>

AG(t) + F(t)
et

g'(t) = lim AG(t - n;) + F(t - nﬁ) = Ag(t) + f(t) , car g'(t) est p.a.
koo

Nous avons démontré que g'(t) = Ag(t) + £(t) , -» <t <o,
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