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SUR L’EXISTENCE PAR COMPARAISON DES
VALEURS PROPRES POSITIVES POUR DES
OPERATEURS NON LINEAIRES

G. Isac

1. Introduction

L'étude de 1l'existence des valeurs propres positives pour un opérateur non
linéaire qui laisse invariant un cBne convexe est un prcbléme important de 1'analyse

non linéaire.

Des nombreuses applications, dans la théorie des €quations non lin&aires,
dans la théorie des bifurcations, dans 1'€tude de la stabilité, dans 1'&€conomie ma-

thématique, etc., demandent de plus en plus de nouveaux résultats sur ce probléme.

Pour comprendre 1'importance du résultat de cette note, on présente pre-

miérement les &tapes importantes dans 1'@tude de ce probléme.

Les références indiquées dans cet ouvrage ne sont pas compl&tes mais elles

sont représentatives.

Des informations bibliographiques supplémentaires se trouvent en consultant

notre bibliographie.

a) Le premier résultat qui démontre que la positivité d'un opérateur 1li-
néaire dans 1'espace R implique 1'existence des valeurs propres positives, est
le résultat obtenu par O. Perron en 1907 [34]. Contributions aussi importantes sur
1'existence et les propriétés des valeurs propres positives pour les matrices posi-

tives ont €té obtenues par G. Frobenius en 1908 [12] et en 1912 [13].
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Les recherches sur les valeurs propres positives pour les matrices positi-
ves ont continué jusqu'd présent avec des résultats de plus en plus raffinés J.S.
Vandergraft (1968) [40], H. Schneider et R.E.L. Turner (1972) [3¢], W.C. Rheinbold

et J.S. Vandergraft (1973) [37], etc.

b) L'étude de 1'existence des valeurs propres positives pour des opéra-
teurs linéaires positifs dans des espaces de dimension infinie a commencé en 1912
par l'ouvrage de R. Jentzsch [22] sur l'existence des valeurs propres positives

pour un opérateur intégral de type Fredholm avec noyau positif.

Dans ce sens, les recherches ont €té continuées par M. Fréchet (1934) et

N. Bogolyubov (1946) [z6].

Les recherches sur ce probléme sur des espaces de Banach généraux ont com-
mencé 3 se développer systématiquement aprés que L. Kantorovi dans la période

1937-1948 ait mis les bases de la théorie des espaces de Banach ordonnées.

Le célébre mémoire de M.C. Krein et M.A. Rutman [26] a engendré les plus
importantes recherches sur les valeurs propres positives développées par M.A.
Krasnoselskii et ses €léves, par F.E. Bonsall [31, [4], par S. Karlin [23] et ré-

cemment par R.D. Nussbaum [32].

c) Les valeurs propres positives pour des opérateurs non linéaires posi-
tifs ont commencé 2 &tre &tudiées directement sur les espaces de dimension infinie
en 1922 par 1'ouvrage de G. Birkhoff et 0. Kellog [2] mais le grand développement
des recherches sur ce sujet a commencé par les travaux de M.A. Krasnoselskii et son

€cole aprés 1950 [24], [25].
Cette &tape marque en réalité le développement de 1'analyse non linéaire.

Des résultats importants dans ce sens ont &té obtenus par H.H. Schaefer
(381, par W.V. Petryshyn et P.M, Fitzpatrick [11], par E.H. Dancer [9], par D.E.
Edmunds, A.J.B. Potter et C.A. Stuart [10], par I. Massabo et C.A. Stuart [28], par

H. Amann [1], par S. Reich [36] et par R.D. Nussbaum [32].
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d) Une partie spéciale occupe les recherches sur 1'existence des valeurs
propres positives pour les opérateurs non linéaires dans les espaces localement

convexes.

Les premiers travaux dans ce sens sont les travaux de H.H. Schaefer [38],
de F.E. Bonsall [4] et récemment, ceux de A. Cornea et I. Ichim [8], de S. Hahn [15]

et ceux de l'auteur [12], [18], [21].

Les difficultés dans 1'étude des valeurs propres positives pour les opéra-
teurs non lin€aires qui laissent invariant un cOne convexe dans un espace localement
convexe sont plus grandes que dans le cas des espaces de Banach et les causes sont

systématis€es dans les observations suivantes:

i) Certaines techniques connues dans les espaces de Banach ne sont pas
suffisamment développées dans les espaces localement convexes ou si elles sont dé-

veloppées leur manipulation est difficile.

ii) Tous les résultats connus sur 1l'existence des valeurs propres po-
sitives pour un opérateur non lin€aire sur un c6ne K dans un espace de Banach de-
mandent l'existence d'un voisinage ouvert U de z€ro tel que UN K soit un ensem-

ble borné.

L'hypothése de 1'observation ii) implique dans les espaces localement con-
vexes que le cone K doit &tre un cdne Localement bosané dans le sens de nos ouvra-

ges [18], [17].

Mais pour certaines applications, ce type de cdne est trop étroit. Donc,
il faut trouver des méthodes différentes que les méthodes utilisées dans les espa-
ces només, pour pouvoir &tudier 1'existence des valeurs propres positives pour des
opérateurs non lin€aires sur des cOnes convexes suffisamment larges dans des espa-

ces localement convexes.

Dans ce sens, on propose dans cette note une méthode de comparaison et on

présente le premier résultat obtenu par cette méthode.
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2. Notions de base et notations

Soit E(t) un espace de Fréchet et {Pn}nﬁbl une famille de semi-normes

qui détermine la topologie T de l'espace E .

Pour chaque n ¢ N et Q c E on pose:
m
Y,(@ = inf{d > 0 | GmenNy, (32,50,,..080) » Q¢ igl Q; , p, - dian(@,) < dt ;
m

Xy (@ = inf{r > 0 | @m e N) , (3xp,xp,.000x) , ¢ U B

. i?
i=1

By = Ix | pplxg - %) <1y < 1}} .

R, = (eR | A2 0} U (s}

On consid@re les fonctions vY(R) : N - ig_ , X(®) : N +'ﬁ+ définies par

Y(§) (n)

Yn(ﬂ) H Yn € N,

X(Q) (n) xn(m H Yn € N .

Si f,g : N~ i; , on utilise la relation d'ordre:
f<g<> (vne N)(£(n) < g(n))

Si B signifie ou bien Y ou bien X et B(E) , la famille des ensem-
bles bornés de 1l'espace E , alors la fonction B : B(E) » R.+ vérifie les proprié-

té€s suivantes:

1) B() = 0 <> est un ensemble compact;
2) B(co(®) = B(D) ;

3) B9, U9y = max{B(2,),B(Q)} ;

4) B + 2)) =< B(Qy) + B(2,)

5) BOW) = |A[B(®) ; VAe€R.

]

A

On dit que la fonction g ‘est une mesure de non-compacité,
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On observe que la propriété 3) implique que 6621) < B(Qz) si Ql E_Qz .

Soit Dc E et f : D> E une application. On dit que f est une

k-B-contraction s'il existe 0 < k < 1 telle que:
B(E(R)) < kB(Q) ; VQc D .

On dit que 1l'opérateur f est un opérateur condensateur (au sens de

Sadovski) si pour tout 2 c B(D) tel que B(2) 3 0 on a R(£(N) < B(R)

Soit K ¢ E un cbne convexe c'est-d-dire, i) K + Kc K ; ii) (YA € R))

(cK) et UcE un ensemble ouvert tel que KN U $ ¢ .

On note par ﬁk la fermeture de UK par rapport 2 K et BK(UK) la

frontiére de U, par rapport & K , ol U

k =UnK.

K

Si Kc E est un cOne convexe fermé, U c E un ensemble ouvert tel que
UnK40@ et f: ﬁk + K un opérateur continu, condensateur par rapport & B et
tel que f(x) 3 x ; Vx € 8K(UK) alors on sait [11] que 1'index des points fixes

iK(f,U) est bien défini et il a les propriétés suivantes:

1) Si iK(f,D) % 0, alors f a un point fixe dans D ;
2) Si xj € Ug,alors i (R,U0) =1 od iocx) =x,; Vx €U
3 Si U=U UU, od U,U, sont ouverts, U NU,=¢ et £(x) $x;
Vx € 3 (U;) U 3 (Uy) 5 alors i (£,U) = i (£,U)) + i (£,U) ;

4) Si H : [0,1] x ﬁk + K est une fonction continue telle que
B(H([0,11 x ©) < B(D) ; VRc T, ol B 0 et x FH(t,X) ; Vtel0,1],

vx € BK(UK) , alors iK(h(l,'),U) = iK(H(O,'),U) .

Soit maintenant E(T) un espace localement convexe réel tel que la topo-
logie 1T est définie par une famille suffisante de semi-normes {pu}aeA clest-i-

dire:

§)) (¥x € E)(x § 0) (30 € A)(p () $0) ;

§,)  (Yoq,0, € A)(3a € A(vx € E)(p, (x) ,paz(X) < py(x))

%
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On dit que le cOne convexe K ¢ E est localement borné [181, [12] s'il

existe un voisinage ouvert de zéro U tel que UN K est borné.

REMARQUE. Si le cbne convexe K est localement borné, généralement il

ne résulte pas que la topologie sur l'espace K - K est normable.
Les caractérisations suivantes sont démontrées dans 1'ouvrage [ 18].

1) Le cOne convexe K c E est localement borné si et seulement s'il
existe une semi-norme continue p uniformément positive sur K c'est-a-dire:

(Yo € A)(EA, € B(Ay > 0)(vx € K) (A p (x) < p(x))

2) Le cbne convexe K C E est localement borné si et seulement s'il
existe dans le cbne K un ensemble séparant A , c'est-d-dire:
i) A est fermé dans K ,
ii) 04 A,
iii) 1la composante connexe de K\A contenant 1l'origine est un ensemble

borné dans E

EXEMPLES.

1) Chaque cdne convexe localement compact ou faiblement localement compact
dans un espace localement convexe est localement borné.

2) Chaque cOne convexe dans un espace localement convexe qui a une base
bornée est localement borné.

3) Chaque c6ne convexe bien basé (engendré par un ensemble convexe et
borné) est localement borné.

4) Chaque cOne convexe dans un espace normé est localement borné.

Si K c E(T) est un cOne convexe, on dit que le cbne K est normal (pour
la topologie T ) s'il existe un systéme fondamental de T-voisinages 7( de zé€ro

tel que:

(YU €D (U = (U+K n (U-K)
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REMARQUE. Beaucoup de cOnes sont normaux mais il existe des cOnes qui ne

sont pas normaux.

On dit que le cOne convexe K c E est séquentiellement complltement régu-
Lien si toute suite monotone croissante (par rapport a la relation d'ordre définie

par K ) d'@léments de K qui est topologiquement bornée est T-convergente.

EXEMPLES.

1) Si le cdne K est bien basé et complet, alors il est séquentiellement
compl&tement régulier.

2) Si le cbne K est normal et faiblement complet, alors il est séquen-
tiellement complé&tement régulier.

3) Si l'espace E(1) est un espace nucléaire et complet ou semi-réflexif

et Kc E, un cbne normal, alors K est séquentiellement compl@tement régulier.

3. Un théoréme de point fixe

Le théor&me de point fixe suivant est 1'instrument de base dans la démons-
tration du résultat que nous présentons sur 1l'existence des valeurs propres posi-

tives.

Soit E(T) un espace localement convexe A € E un ensemble, et K C E ,

un cOne convexe.
On considére sur E 1la relation de préordre ' <" définie par K

DEFINITION. On dit que l'opérateur f : A+ E est A-monotone crodissant
si et seulement s'il existe un opérateur A : E ~ E pas nécessairement lin8aire et
continu tel que:

1) il existe (I + A)_1 ,

2) (I + A)"l est monotone croissant,

3) £+ A est monotone croissant sur A (c'est-i-dire

xp € xp = £(x)) + AG)) = £(xy) + A(xy)



166 Surn £'existence par comparaison des valewrs propres positives...

REMARQUE. Le cas oli 1'opérateur A est linéaire et continu a &té consi-

déré par V.P. Politjukov dans 1'ouvrage [ 35].

DEFINITION. On dit que l'opérateur f : A~ E (pas nécessairement conti-
nu) est (sm)-compact sur l'ensemble A si et seulement si toute suite de la forme

X, 2 f(xl) > ... 02> f(xn) > ... ol Vn,xn € A, contient une sous-suite convergent

EXEMPLES.

1) Si %EK?' est séquentiellement compact, alors 1l'opérateur f : A~> E
est (sm)-compact.

2) Si f£:A-> A, f(A) est borné et le cbne K est séquentiellement
complé&tement régulier, alors f est (sm)-compact.

3) Si f: A->E est faiblement compact, A un ensemble borné et K un
cone normal, alors f est (sm)-compact.

4) Si f est monotone croissant, propre et s'il existe n € N tel que

fn(A) est séquentiellement compact, alors f est (sm)-compact.

THEOREME 1. Soit E(1) un espace Localement convexe métrisable, ondonng
par un cine convexe K c E  suppos€ normal, fermé et saillant. Soif AC E un

sous-ensemble fermé et £ : A > E un oplrateur A-monotone croissant.

Si (1 + N YE+N) est (sm)-compact, (I + M)

(£ +M(A) c A et s'il
existe un element x, €A tel que £(x) < x5, alons £ a un point §ixe dans

L'ensemble A .

DEMONSTRATION. Puisque 1l'espace E(T) est localement convexe, métrisable, on peut

supposer que la topologie T est &quivalente 3 la topologie définie par la métrique:

o Xyl

1 d(x,y) = 2" ; Vx,y € E,
(1) (x,Y) nzl I—:TWGESTE; y

ot {| est une famille suffisante, croissante de semi-normes telle que,

|n}neN
pour tout n € N , la semi-norme | In est monotone croissante sur K (puisque le

cone K est supposé normal). Voir [18].
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On considére 1'opérateur g : A ~> A défini par g = (I + A)_l(f + ) qui

est monotone croissant, et l'ensemble A0 = {xeA [ g(x) < x}
Comme f(xo) < X, , On aque X € A0 et donc AO 1o .
Pour tout i ¢ N , on considére la fonction ¢(.;i) : A0 + R définie par:
. i i i i
(2) $(u;i) = sup{d(g (v),g (w) | v,w € A, g (v) = g(w s u}

La fonction ¢(.;i) est bien définie, parce que pour tout u € A0 , on a

g(u) < u, d'ol gl(u) <u.

On considére maintenant la fonction de deux variables ¢(u;i) et on ob-

serve que ¢(u;i) est décroissante d'apré€s i pour u fixé.
En effet, il est suffisant de montrer que:
(3 d(uzitl) < d(uzi) ; Vi € N .

Soit M 1l'ensemble formé par tous les couples (v,w) qui intervient dans

le calcul du ¢(u;i) et M1 l'ensemble de tous les couples (vl,wl) qui inter-

vient dans le calcul du ¢(u;i+l)

Si (Vl’wl) € M1 , alors g(vl) SV g(wl) < Wy et si on pose
v ='g(v1) ;W= g(wl) , alors v,w € Ao parce que g(v) = gz(vl) < g(vl) =v,

g(w) = g°(w)) = glwp) = w .
On a aussi les relations suivantes:
gi+l(v1) = gi(g(vl)) = g (W)
g = gt en) = gt

Donc, si (vl,wl) € M1 , alors il existe (v,w) € M tel que

d(gl+1(v1),g1+l(wl)) = d(gl(v),gl(w)) , d'oti il résulte la relation (3)

I1 existe alors 1lim ¢(u;i) et on peut définir:
100
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(4) d(uw) = lim ¢p(usi) ; Yu € A0

1->00
L'hypoth&se que g est (sm)-compact implique que pour tout Yy € AO s

(5) inf ¢(u) = 0 ; u

IA
<

e

m
>

En effet, on suppose que la relation (5) n'est pas vraie, donc:
@y, € AJEB, > 0, B € H(Vu € Ay, us y)(Vi € N(9(wi) > 8)
Dans ce cas, on peut construire la suite:
O O I R o B R T AT AR I
ol VW € Ao ; ¥s € N telle que,
(7) d(g*5(v).g% ) > B, 5 V¥sEN.

La suite (6) n'a pas de sous-suites convergentes.

En effet, on a les relations suivantes:

2(s+k
® g5 - M 2 v - g 20 Vs, k= L2,
2 2 2 2
@ g2%m) - 2P 2 P,y - ) 205 vs L vk 1,2,
puisque
k 2
N O I (O I R O
2
gZS(wS) > g (S+1)(VS+1) ; g2(s+k)(ws+l) < g2(5+k)(w5+k) ; Vs,k ,
d'ol
2s 2(s+k) 2(s+1) 2(s+k)
g (v - g (Wey) 28 (vey1) — 8 (W 3
2 1 2 1
z 8 o )(Vs+1) -8 G )(ws+1) ’

et donc les relations (8) et (9) sont vraies.
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Mais la relation (7) implique gzs(vs) - gzs(ws) >0 et

2(s+1 2(s+1
g (s+)(vs+1) -8 (S+)(ws+1) >0; Vs €N.

Les propriétés de la famille de semi-normes {| | impliquent qu'il

n}neN

existe n, et mn, ¢ N pour chaque s € N tels que:

‘gZS(V

2(stk 2 2
S A I

et

|g2(5+1)(v ) - g2(5+1)(w

ngs(w ) - g2(s+1)(w

>0 ; Vk=1,2,.
S

s+k)ln2 z st1l s+1”n2

Comme chaque sous-suite de la suite (6) contient ou une infinit& de termes
2s 2s
de la forme g (v ) ou une infinité de termes de la forme g ~(w ) ol {sk}
k k
est une sous-suite de N , il résulte que chaque sous-suite de la suite (6) n'est

pas une suite de Cauchy, donc n'est pas convergente.

25k 25k
On observe aussi que les sous-suites {g (vg )}, {g (w )} & cause de
k k

la relation (7) ne sont pas constantes.

Donc la suite (6) n'a pas de sous-suites convergentes. Mais cette affir-
mation est en contradiction avec 1'hypoth&se que g est un opérateur (sm)-compact

2s-1 -
parce que g s (vs),g25 1(ws) € AO 5 S €N

On peut donc maintenant affirmer que la relation (5) est vraie.

Utilisant la relation (5), 1'€lément x, € Ao , la monotonie de g et le

fait que g est (sm)-compact, on peut construire une suite de la forme:

2 n
(10) X, 2 g(xl) > g (xz) > ...z (xn) >,
qui a les propriétés suivantes:
(11) 0(ei(x.)) <S5 x, €A ; VieN
& X4 i’ i o’ ’

(12) { 1(x.)}. est convergente vers un €lément y € A .
& X305 eN
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Pour obtenir la suite (10), on utilise aussi le fait que ¢ vérifie la

propriété:

(13) up s uy = 9(up) = 9(u,)

La relation gl(xi) > y implique gl+1(xi) > g(y) et comme Xy 2 g(xi)
implique gl(xi)z g1+1(xi) , on obtient que gl(xi) > g(y) pour tout i€ N, ce

qui donne y > g(y) , c'est-d-dire y ¢ A0 .

On observe que pour tout i et m , on a:

i i+tm i+
gilx) 2 g g, )2y zgl) g ),

\%

et, de la relation (11), on obtient

o i+m i+m 1 1 .
(14) lim d(g (xi+m) 58 (Y)) < 1_ < i-1 ° 1= 2;39'
. . i+m i+m 1
Donc il existe m tel que d(g (xi+m),g (y)) < 17 -

La définition de la distance d implique pour tout n € N ,

i+m i+m
- g7 g, - g ol 1
i+m i+m i
1t g M xyyy) -8 DI,

et d'aprés un calcul élémentaire, on obtient pour tout n tel que i - 1 < 2"

i+m
)

i+m
|g (xi+m (

NI < ;0 i=2,3,...

-8 n . n

< . . n . .
Pour n donné, on prend i tel que i -1 > 2" ; alors il existe m

tel que

n

i+m i+m
(15) le" T (x,) -8 O < o

Puisque 0 <y - g(y) < g ™(x,, ) - g

i+m(
i+m

y) et les semi-normes {| |n}n€N

sont monotones croissantes sur le cdne K , on obtient que pour n donné et

i>o0 (i-1> 2n) si on retient 1'indice m pour lequel on a la relation (15):
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2n

i-1-2"

i+ itm
0<ly-gml,<lgMxy) -& M, <
Donc, quand i + « on obtient [y - g(y)[n = 0 et si on fait le méme
raisonnement pour chaque n ¢ N, ona (¥né€ N)(|]y - g(y)[n =0) d'oi g(y) =y .
Comme (I + A)_l(f + A)(y) = y , on obtient que f(y) =y et le théoréme est

démontré. //

4, L'existence des valeurs propres positives

Soit E(T) wun espace localement convexe, K C E un cOne convexe et ''<"

la relation de préordre définie par K .

DEFINITION. On dit que 1'opérateur f : A~ E , AC E est fortement
A-monotone croissant sur A si et seulement s'il existe un opérateur A : E - E
pas nécessairement lin€aire et continu tel que

1) (A > 0) il existe (I + A7,

2) (YA > 0)((I + )\A)-1 est monotone croissant),

3) f+ A est monotone croissant sur A .

EXEMPLES .
1) Soit E =R, A-= (a;) 5 1,5 =1,2,...n et f: R? R . On
dit que A est une (M)-matrice si
i) det A 0,
ii) a;; 0, Vi,j=1,2,...,n, i#%3j,

iii) Al est une matrice positive.

On peut démontrer que si f est A-monotone croissante oli A est une

(M) -matrice, alors f est gortement NA-monotone croissante.

REMARQUE. On connalt d'autres critéres qui permettent de préciser si une

matrice donnée est une (M)-matrice ou non.

Si la matrice A = (aij) ; i,j =1,2,...,n , vérifie les propriétés sui-

vantes:
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i) a; 0, Vvi=1,2,...,n,

ii) aijSO, vi$3j; i,j=1,2,...,n,

alors A est une (M)-matrice si et seulement si ||B||sp <1 ot | ”sp est la

norme spectrale, B = plc , D= diag.(A) et A=D-C.

2) On dit que 1l'application ¢ : R" > Rn ol ¢ = (¢1,®2,...,wn) est une

application diagonale si, pour chaque i = 1,2,...,n , la composante ®s est fonc-

tion de Xy seulement (ol x = (xl,...,xi,...,xn))

Soit f : R? >R" et A=A+¢ ol ¢ est une application diagonale con-

Zinue et monotone croissante et A une (M)-matrice. Alors si f est A-monotone

croissante, on peut démontrer qu'elle est forntement A-monofone croissante.

3) Soit f: Rz >R" et A:R">R" une application qui a une décompo-

sition de la forme A = A + ¢ ou:

a) A=¢(a,.) et a,. <0, Vit$j; i,j=1,2,...,n,

1] 1]
b) ¢ = (¢1,¢2,...,¢n) est une application diagonale,
©) (3o € R)(¥x € R (<Ax,x> > a<x,x) ,
d) (38 € R)(VS,T,,S % t)((q)i(s) - @l(t))/(s't) 2 B) 5 is= 1)2)-")n >

e) a+B>0.

Si f est A-monotone croissante, alors elle est fortement A-monotone

croissante [14].

4) Soit (E,<) un espace de Banach réticulé et pour chaque x € E soit:

xt = sup(x,0) ; x = sup(-x,0) ; |x| = xt e x”

On sait [5] qu'il existe toujours une application de dualité positive J
c'est-a-dire, J : E > E* qui vérifie les propriétés suivantes:

0 L= xP s v ek,

b) IO = fIxll 5 ¥x € E,

c) <JX),y>=20 si x20, y=0,

d) <Jx),y>=0 si x 1y (Anf(|x],|y]) = 0)
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On dit que l'opérateur g : E > E est T-accrltif si: (Vx,y € E)

(<g(®) - gy, WFx -y =20

On peut prouver que si f : E > E est NA-monotone croissant, oli A est

un opérateur T-accrétif, alors f est fortement A-monotone croissant.
On peut maintenant démontrer le résultat principal de cet ouvrage.

THEOREME 2. Soit E(T) un espace de Fréchet et K ¢ E un cfne convexe,

saillant, ferme et normak.

Soit f : K> K un opérateur gortement MA-monofone croissant tel que:

(T + MY + M) est (sm)-compact pour tout A > 0 .

) T+ M IE M@ K VA0 .

3) 1L existe un sous-cdne L K ALocalement borne fermé et un operateur
h: K> K positivement homogéne et monotone croissant tel que (Vx € KO)(BY > 0)
(3n € N)(£() 5 YR (x))

4) h est une k-B-contraction.

5) 1L existe u € KO\{O} tel que {p(hn(uo))}néN est un ensemble non

boané (od p est une semi-norme uniformément positive sur KO)

Si £ est forec€ (£(0) > 0) , alons L existe A, >0 et x, € K\{0} tel

que  £(x,) = Ax, .

DEMONSTRATION .

Premiérement, on prouve qu'il existe x, € Ko et Ao > 1 tels que

(a)

p(xo) =1 et h(xo) = ono .

Comme E(T) est un espace de Fréchet et h est une k-B-contraction,

1'index des points fixes de h est bien défini.

On suppose le contraire de 1'affirmation (a), donc on suppose que

x # Ah(x) pour tout x € K tel que p(x) = 1 et tout A € [0,1] .

11 résulte alors que i (Ah,U) = const. =1 od U= {x ¢ K, | p(x) <1} .
)
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Mais cette conclusion donne une contradiction parce qu'on prouve maintenant

que si  h(x) # X pour tout x € K0 tel que p(x) = 1, alors iK (h,u) =0 .
o

En effet, on considére 1l'application:

g(x) = uy + h(x) ; Vx € K
et 1'homotopie,
g(x,A) = A[uo + h(x)] + (1 - Mh() ; Vx € K0 ; Vi€ [0,1]

Si on considére 1'inclusion x - h(x) € KO , On constate que, ou bien elle
n'a aucune solution x € K0 tel que p(x) = 1, ou bien si elle a des solutions,
alors on a la propriété suivante:

I1 existe § > 0 tel que si x € Ko , p(x) =1 et x - h(x) € KO s
(@)

1 alors p(x - h(x)) = 6§ .

En effet, si on a un nombre fini de solution dans 1l'affirmation (al),

comme pour X € KO , tel que p(x) =1, onaque p(x - h(x)) >0, on peut trou-

ver un nombre § qui vérifie (o)

On suppose maintenant que l'inclusion x - h(x) € K, a un ensemble infini
de solutions S telles que x € K, et p(x) =1 .

Si inf p(x - h(x)) = 0 , alors pour chaque n € N il existe X, €S tel

x€S
1

que p(xn - h(xn)) <5 -

Puisque p est uniformément positive sur Ko , i1 résulte que

T .

{xn - h(xn)}neN-————() et de la relation X, = Xy - h(xn) + h(xn) , ¥n € N, on a
que: B({x,}) = B({x, - h(x )} + B({h(x)})

Comme B({x, - h(xn)}) = 0 , on obtient B({xn}) < 6({h(xn)}) < kB({xn})

et puisque k < 1 , il résulte B({xn}) =0 .

Donc il résulte qu'il existe une sous-suite {xn }kGN convergente vers
k

un élément X ¢ K, (Ko €tant fermé). Il est clair que
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lim (x - h(x)) = X - h(X) € K, et p(X - h(X)) =0 d'otion a
00

(n € M) Ix - h(@) [, < p(x - (D) = 0,

ce qui donne que X - h(;) = 0 . Mais on suppose que x § h(x) pour x € K0 tel

que p(x) = 1.
Donc, l'affirmation (ul) est vraie.

On peut choisir u, € KO\{O} qui vérifie 1'hypoth&se 5) et tel que

(@)
p(u) <8
En effet, soit B <3 et Y > 0 tel que Yp(uo) = B . Ou bien p(uo) <3
et alors on a rien & changer, ou bien p(uo) > § . Dans la deuxiéme situation,

comme h est positivement homogéne, on a

B . __B n
plag "~ %) T gy M ()

W (yu ) = BT
{p(hn(Yuo))}nEN est non borné et p(Yu) = Yp(u) =B <&

(ag) gx,A) x5 (Yx € K)(P(x) = 1) ;5 VA € [0,1] .

En effet, si g(x,A\) = x pour x € Ko tel que p(x) =1 et A€ [0,1],

alors il résulte que X[uo + h(x)] + (1 - M)h(x) = x d'ol

Auo + h(x) = x

et, utilisant (al) et (a,), on obtient que § < p(x - h(x)) Ap(uo) <A§ <8, ce

qui est impossible.

Donc g(x,A\) # x ; YA € [0,1] et (V¥x € KO)(p(x) = 1) , d'ol il résulte
que 1l'index des points fixes est bien dé€fini pour g(x,\) , et de la propriété 4)

de 1'index, il résulte que

i () = i (g,0)
o [¢}

(u4) L'application g n'a pas de points fixes dans l'ensemble U .
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On suppose que g a un point fixe dans 1l'ensemble U , donc qu'il existe
x € U tel que g(x) = x d'oi h(x) + u, = x , ce qui donne uy < x et par itéra-

tion, h"(u) < x ; VYme N .
. - m . 2 c
Soit a, p(h (uo)) . Alors la suite {am}nEN et non bornée ( R+)

I1 existe une suite {ami}iEN telle que:

v
-

i
) .
1

E)

v

a. our 1= j =m. .
m, j pou j m,

ii) a
On prouve que l'ensemble
My
h (uo)
My
p(h *(uy)) izl

a la fermeture compacte.
I1 est suffisant de prouver que B(T) = 0

Soit n, > 1

m m.-n

Ny on i) nint %y .
Tzu3 © Yun® ° lis>n +1
i=1) 3 3 ©
p(h “(u))) p(h “(u))
T
T
n
[o]

On observe que T = ¢ {x ¢ K, | p(x) <1} = U mais p é&tant uniformément
o
positive, on a que U est borné.

n n n
Donc T c {ensemble fini} U h °(TW) d'od B(T) =< B(h °(W)) < k °B(L) ;

Yn_ > 1.

I1 résulte ainsi que RB(T) = 0 et donc la suite T contient une sous-

suite convergente.

On peut supposer que cette sous-suite est méme
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m,

h *(u)

m.
p(h (u)) ieN
Soit

i
) h “(u))
v = lim

P pth Fuy)

La relation
My
h “(u))
- ° €K

mi mi
p(h “(u))  pCh ‘(u))

X

(¢}

a la limite donne -v € Ko sV + 0 (parce que p(v) # 0) ce qui est absurde

parce que K (—Ko) = {0}

Donc iK (g,U) = 0 d'ol on obtient iK (h,U) = 0, ce qui est en contra-
s o
diction avec la relation obtenue iK (Ah,U) = const. =1, VX € [0,1]

o
On obtient alors qu'il existe x, € Ko et Ao > 1 tel que p(xo) =1

et h(xo) = ono .

De 1'hypothé&se 3), il résulte que pour Xy il existe Y >0 et n €N
(b)
n _
tels que f(xo) sk Yh (xo) = Ykoxo .
Si on note X = YAE , on obtient que %—f est % A-monotone croissant et
les hypoth&ses 1) et 2) impliquent qu'on peut appliquer le Théoréme 1 (de point

fixe) a4 1'opérateur %—f , utilisant 1'élément X, € K cK.

Donc il existe x, € K\{0} (puisque f£(0) > 0) tel que f(x,) = x, et

> =

si on note A, = by , on obtient le théoréme. //

REMARQUES .
1) Evidemment, le Th&or&me 2 s'applique dans le cas oi E est un espace
de Banach ordonné par un cdne convexe K et K< K est un sous-cdne 'privilégié",

comme par exemple un cSne 3 base bornée.
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2) On remarque aussi que le Théor&me 2 reste vrai dans le cas important
suivant. L'espace localement convexe E(T) est ordonné par le cOne convexe K et
Ko c K est un sous-cOne convexe tel que l'espace F = Ko - Ko C E est un espace
normé par rapport & la norme p supposée &tre définie seulement sur F . Dans ce

cas, on suppose que K_ est fermé dans 1l'espace F et que les hypothéses du Théo-
Pp ° p q P

réme 2 sont vérifiées. //

Le cas précisé dans la Remarque 2 est imposé par 1'€tude de 1'existence des
solutions‘globales sur le demi-axe [0,+°[ pour les &quations intégrales de type
Volterra associ€es a 1'€tude des solutions globales pour des systémes différentiels

-~

[6], [30] ou & 1'étude des équations i opérateurs dissipatifs [27]. On sait que
les équations & opérateurs dissipatifs ont été imposées par 1'étude de 1'admissibi-
Lite définie par Massera et Schiffer [29] et &tudiée par C. Corduneanu [6], [7] et

R.K. Miller [31].

-

Relativement 3a 1'€tude des solutions globales des €quations de type Vol-
terra sur le demi-axe [0,+e[ , on remarque maintenant deux exemples ol notre ré-

sultat s'applique.

a) On considére l'espace E = C([0,+°[,R) et sur E 1la topologie loca-
lement convexe de la convergence compacte qui est définie par la famille de semi-

normes {pn}n€N ol p (%) = oizgn [x()] ; Vn €N .

Par rapport 3 cette topologie, E est un espace de Fréchet.

Soit K ={x ¢ E | x(t) =20, Vte [0,4[},

F = BC([0,+°[,R) = {x ¢ E | sup |x(t)]| < +°} et K, =KNF. Sur F on consi-
t>0
dére la structure d'espace normé définie par la norme p(x) = sup [x(t)]| .
t>0

b) Le deuxi&me exemple est 1'espace

E = LLZ([O,+w[,R) = {x : [0,4°[ > R | x est mesurable et ¥n € N ,
n
2 1
(I [x(t)]© dt)? < 4w}
0
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muni de la topologie localement convexe définie par la famille de semi-normes

{qn}neN oli pour tout né€ N ,
n
2 1
q,(x) = [J [x(t)| < atl? .
0

~

Par rapport a cette topologie, E est un espace de Fréchet. On consid&re le cBne
convexe K= {xe¢ E| £20 p.p.t.} , F= Lz([0,+w[,R) et Ko = KN F. Sur F

on considére la norme
o
2 3
p(x) = [| [x(©)]° dt]
0
Soit maintenant E , K et Ko ou bien comme dans le cas (a) ou bien

comme dans le cas (b)

Soit a € R+\{0} > ug € K\{0} et G : K-> K une application. On sup-
pose aussi qu'il est donn&e une fonction H(f,s) ; Vt,s € [0,+°[ telle qu'il

existe une constante M > 0 et telle que 0 < H(t,s) < M < +o , VYt,s € [0,+o[

On suppose que 1l'opérateur f défini par

£ H(t,5)u (s)
f(u) (t) = J FOIORT ds ; Yt € [0,+%o[
0
a la propriété que f£(K) ¢ K . On trouve dans [30] et [27] des critdres qui assu-
rent cela.
Puisqu'on a
T H(E,$)u (5) fH(E,$)u (5) .
JWdS_J—a—dSSEIUO(S)dS; Yu € K , VtE[O,*‘X’E,
0 0 0

t
on note wo(t) = J uo(s) ds
0
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On suppose que V. € Ko\{O} et on observe que, pour avoir 1'hypoth&se 3)
du Théoreéme 2, il est suffisant d'avoir un opérateur h : K0 - Ko positivement ho-

mogéne, monotone croissant et wo—borné au sens de Krasnoselskii [247, [25].
On observe aussi que l'opérateur f est forcé.

Si A : E~E est un opérateur linéaire tel que, pour tous u,v € K tels
que Vv = u, on a:

t

2
f uo(s)[G(v)(s) - G(u(s)] ds < %I»A(v - u)(t) ; Yt € [0,+°[ ,
0

alors on peut montrer que f + A est monotone croissant sur K .

Si les autres hypothéses du Théoréme 2 sont remplies et f est fortement

A-monotone croissant, alors il existe u, € K\{0} et X, > 0 tels que,

j H(t,s)u, (s)

T (s 7a 95 = A0 5 vt €[04l

0

NOTE. Des applications plus détaillées de nos résultats sur l'existence
des solutions globales pour des syst&mes différentiels ou pour des €quations inté-

grales de type Volterra sur [0,+o[ seront présentées dans un prochain ouvrage. //
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