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SUR L'EXISTENCE PAR COMPARAISON DES 
VALEURS PROPRES POSITIVES POUR DES 

OPÉRATEURS NON LINÉAIRES 
G. Isac 

1. Introduction 

L’étude de l’existence des valeurs propres positives pour un opérateur non 

linéaire qui laisse invariant un cône convexe est un problème important de l’analyse 

non linéaire. 

Des nombreuses applications, dans la théorie des équations non linéaires, 

dans la théorie des bifurcations, dans l’étude de la stabilité, dans l’économie ma- 

thématique, etc., demandent de plus en plus de nouveaux résultats sur ce problème. 

Pour comprendre l’importance du résultat de cette note, on présente pre- 

mièrement les étapes importantes dans l’étude de ce problème. 

Les références indiquées dans cet ouvrage ne sont pas complètes mais elles 

sont représentatives. 

Des informations bibliographiques supplémentaires se trouvent en consultant 

notre bibliographie. 

Le premier résultat qui démontre que la positivité d’un opérateur li- 

néaire dans l’espace Rn implique l’existence des valeurs propres positives, est 

le résultat obtenu par 0. Perron en 1907 [341. Contributions aussi importantes sur 

1 ‘existence et les propriétés des valeurs propres positives pour les matrices posi- 

tives ont été obtenues par G. Frobenius en 1908 Cl21 et en 1912 1133. 
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Les recherches sur les valeurs propres positives pour les matrices positi- 

ves ont continué jusqu’à présent avec des résultats de plus en plus raffinés J.S. 

Vandergraft (1968) f401, H. Schneider et R.E.L. Turner (1972) C391, W.C. Rheinbold 

et J.S. Vandergraft (1973) C 371, etc. . 

b) L’étude de llexistence des valeurs propres positives pour des opéra- 

teurs linéaires positifs dans des espaces de dimension infinie a commencé en 1912 

par l’ouvrage de R. Jentzsch C221 sur l’existence des valeurs propres positives 

pour un opérateur intogral de type Fredholm avec noyau positif. 

Dans ce sens, les recherches ont été continuées par M. Frechet (1934) et 

N. Bogolyubov (1946) C261. 

Les recherches sur ce problème sur des espaces de Banach généraux ont com- 

mencé à se développer systématiquement après que L. Kantorovi.: dans la période 

1937-1948 ait mis les bases de la théorie des espaces de Banach ordonnées. 

Le célèbre mémoire de M.G. Krein et M.A. Rutman c26i a engendré les plus 

importantes recherches sur les valeurs propres positives développées par M.A. 

Krasnoselskii et ses élèves, par F.E. Bonsall [31, C41, par S. Karlin 1231 et ré- 

cemment par R.D. fiussbaum c 321. 

c) Les valeurs propres positives pour des opérateurs non linéaires posi- 

tifs ont commencé à être étudiées directement sur les espaces de dimension infinie 

en 1922 par l’ouvrage de G. Birkhoff et 0. Kellog C21 mais le grand developpement 

des recherches sur ce sujet a commencé par les travaux de M.A. Krasnoselskii et son 

école après 1950 [24J, [25J. 

Cette étape marque en réalité le développement de l’analyse non linéaire. 

Des résultats importants dans ce sens ont été obtenus par H .H. Schaefer 

L-381, par W.V. Petryshyn et P.M. Fitzpatrick Clll, par E.H, Dancer 191, par D.E. 

Edmunds, A.J.B. Potter et C.A. Stuart ClOl, par 1. Massabo et C.A. Stuart C281, par 

H. Amann Cil, par S. Reich c361 et par R.D. Nussbaum r-321. 
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d) Une partie spéciale occupe les recherches sur l’existence des valeurs 

propres positives pour les opérateurs non linéaires dans les espaces localement 

convexes. 

Les premiers travaux dans ce sens sont les travaux de H.H. Schaefer [ 381 , 

de F.E. Bonsal? C 41 et récemment, ceux de A. Cornea et 1. Ichim [SI, de S. Hahn C 1~1 

et ceux de l’auteur C121, [NI, C211. 

Les difficultés dans l’étude des valeurs propres positives pour les opéra- 

teurs non linéaires qui laissent invariant un cône convexe dans un espace localement 

convexe sont plus grandes qtie dans le cas des espaces de Banach et les causes sont 

systématisées dans les observations suivantes: 

i) Certaines techniques connues dans les espaces de Banach ne sont pas 

suffisamment développées dans les espaces localement convexes ou si elles sont dé- 

veloppées leur manipulation est difficile. 

ii) Tous les résultats connus sur l’existence des valeurs propres po- 

sitives pour un opérateur non linéaire sur un cône K dans un espace de Banach de- 

mandent 1 * exis tente d’un voisinage ouvert U de zéro tel que U fl K soit un ensem- 

ble borné. 

L’hypothese de l’observation ii) implique dans les espaces localement con- 

vexes que le cône K doit être un cône %~cd~eti ~O&IE dans le sens de nos ouvra- 

ges L-181, C171. 

Mais pour certaines applications, ce type de cône est trop étroit. Donc, 

il faut trouver des méthodes diffkentes que les méthodes utilisées dans les espa- 

ces normés, pour pouvoir étudier l’existence des valeurs propres positives pour des 

opérateurs non linéaires sur des c6nes convexes suffisamment larges dans des espa- 

ces localement convexes. 

présente le premier résultat obtenu par cette méthode. 

Dans ce sens, on propose dans cette note une méthode de comparaison et on 
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2. Notions de base et notations 

Soit un espace de Fréchet et {P 1 n tiN 

qui détermine la topologie z de l’espace E . 

Pour chaque S2cE on pose: 

une famille de semi-normes 

Y,(Q) = inf{d > 0 ] (3m C N) , (3Ql,02,. . . ,fim) ) fi c IY ‘i 9 p, 
i=l 

- diam(Ri) < dl ; 

xn(n) = inf{r > 0 1 (3m C N) , (3x1,x2 ,..., xm) , s2 c z Bi , 
i=l 

Bi = ” I Pn(‘i c X) < ri < r)} . 

On considère les fonctions y@) : N + E+ , X(Q) : N -t E+ définies par 

Y (52) (n) = $.&Q) ; Vn C N , 

X(Q) (n) = X#V ; Vn C N . 

Si f,g : N + E+ , on utilise la relation d’ordre: 

f < g c=> (Vn f N)(f(n) 5 g(n)) . 

Si 6 signifie ou bien Y ou bien X et B(E) , la famille des ensem- 

bles bornés de 1 *espace E 3 alors la fonction f3 : B(E) + R t 

tés suivantes: 

1) B(n) = 0 <=> 52 est un ensemble compact; 

2) B(=(m = m> ; 

3) BCQ, u n21 = max03(Qll ,Blfi,) 1 ; 

4) m, -f Q& g fm,) + B(n,l ; 

5) B(Xfi) = IAlB(Q) ; VA c R . 

vérifie les proprié- 

On dit que la fonction B est une mesure de non-compacité, 
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On observe que la propriété 3) implique que 

DcE 

k-B-contraction s'il existe 

f: D+E 

O<k<l 

une application. 

telle que: 

On dit que f est une 

On dit que l'opérateur f est un opérateur condensateur (au sens de 

Sadovski) si pour tout St c B(D) tel que B(G) $ 0 on a f3(f(Q)) < @(n ) . 

Soit KcE 

UcE 

un cône convexe c'est-à-dire, K+KcK; 

un ensemble ouvert tel que 

ii) (VX 6 R+I 

On note par üK la fermeture de UK par rapport à K et a,(v,) la 

frontière de UK par rapport à K , où UK = U CI K . 

Si K c E est un cône convexe fermé, U c: E un ensemble ouvert tel que 

U n K $ 0 et f : ÜK + K un opérateur continu, condensateur par rapport à f3 et 

tel que f(x) $ x ; Vx C aK(UK) alors on sait cl11 que l%~cfex des points fixes 

iK(f,U) est bien défini et il a les propriétés suivantes: 

1) Si iK(f,D) $ 0 , alors f a un point fixe dans D ; 

2, si x0 c uK 9 alors iK(xo9u) = 1 où x0(x) = x0 ; vx c U ; 

3) Si U = U1 U U2 où U1,U2 sont ouverts, U1 n U2 = 0 et f(x) $ x ; 

vx f aK(vlK) u 8K(u2K> J a1ors iK(f9U) = iK(fsUl) + iK(fpu2) ; 

4) Si H : CO,13 xüK + K est une fonction continue telle que 

B(H(CO,lI x si) < 8(Q) ; vfi c ÜK Où B(a) $ 0 et X $ H(t,x) ; vt c CO,13 , 

'JX C aK(UK) , alOrS iK(h(l,.),U) = iK(H(O,'),U) . 

Soit maintenant E(T) un espace localement convexe réel tel que la topo- 

logie 1: est définie par une &wL&& &.L&&wL& de semi-normes {P 1 a CGA c'est-à- 

dire: 

SQ (vx c Em + oma c 4(P(p $ 0) ; 

s2> wp2 c A) (3a c A)cvx c El (P (xl JP, (x) 5 P,(X)) ' 
5 2 
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On dit que le cône convexe K c E est localement borné cl81, cl21 s* il 

existe un voisinage ouvert de zéro U tel que U n K est borné. 

REMARQUE l  Si le cône convexe K est localement borné, généralement il 

ne résulte pas que la topologie sur l’espace K - K est normable. 

Les caractérisations suivantes sont démontrées dans l’ouvrage c181. 

13 Le cône convexe K c E est localement borné si et seulement S!i.1 

existe une semi-norme continue p uniformément positive sur K c’est-à-dire: 

(va c AlUXa c R)&, ’ 0) wx c K) (xaP,(x) 5 p(x)) l  

2) Le cône convexe K c E est localement borné si et seulement s’il 

existe dans le cône K un ensemble séparant A , c’est-à-dire: 

i) A est fermé dans K , 

ii) OaA, 

iii) la composante connexe de K\A contenant l’origine est un ensemble 

borné dans E . 

EXEMPLES. 

1) Chaque cône convexe localement compact ou faiblement localement compact 

dans un espace localement convexe est localement borné. 

2) Chaque cône convexe dans un espace localement convexe qui a une base 

bornée est localement borné. 

3) Chaque cône convexe bien basé (engendré par un ensemble convexe et 

borné) est localement borné. 

4) Chaque cône convexe dans un espace normé est localement borné. 

Si K c E(T) est un cône convexe, on dit que le cône K est normal (pour 

la topologie T ) s’il existe un système fondamental de T-vois inages 9 _ ( de zéro 

tel que: 

(Vu Et(, (U = (U t K) f-l (U - K)) . 
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REMARQUE. Beaucoup de cônes sont normaux mais il existe des cônes qui ne 

sont pas normaux. 

On dit que le cône convexe K c E est séquentiellement curn@dkem~~X trh~u- 

&~h si toute suite munoXon~ croissante (par rapport à la relation d'ordre définie 

par K ) d'éléments de K qui est topologiquement bornée est T-convergente. 

EXEMPLES. 

1) Si le cône K est bien basé et complet, alors il est séquentiellement 

complètement régulier. 

2) Si le cône K est normal et faiblement complet, alors il est séquen- 

tiellement complètement régulier. 

3) Si l'espace E(T) est un espace nucléaire et complet ou semi-réflexif 

et KcE , un cône normal, alors K est séquentiellement complètement régulier. 

3. Un théorème de point fixe 

Le théorème de point fixe suivant est l’instrument de base dans la démons- 

tration du résultat que nous présentons sur l'existence des valeurs propres posi- 

tives. 

un cône 

Soit E(Y) 

convexe. 

un espace local ement convexe Ac E un ensemble, et Kc 

On considère sur E la relation de préordre *r<*t définie par K . 

DÉFINITION. On dit que l’opérateur f : A -+ E est A-munu.tune cA.utiaati 

si et seulement s'il existe un opérateur A : E -f E pas nécessairement linéaire et 

continu tel que: 

1) il existe -1 
U+N 9 

2) (1 t h)-l est monotone croissant, 

3) f t II est monotone croissant sur A (c'est-à-dire 

x1 2 x2 => f(x,) t A(xl) 5 f(x2) t A(x,)) . 



REMARQUE. Le cas où l'opérateur A est linéaire et continu a été consi- 

déré par V.P. Politjukov dans l'ouvrage C 351. 

DÉFINITION. On dit que l'opérateur f : A + E (pas nécessairement conti- 

nu) est (sm) -cumpac;l: sur l'ensemble A si et seulement si toute suite de la forme 

x0 2 f(x1) 2 . . . 2 f(x,) 2 . . . où Vn,xn C A , contient une sous-suite convergent 

EXEMPLES. 

1) Si f(A) est séquentiellement compact, alors l'opérateur f : A+ E 

est (sm)-compact. 

2) Si f:A+A, f(A) est borné et le cône K est séquentiellement 

compl&ement régulier, alors f est (sm)-compact. 

3) Si f:A+E est faiblement compact, A un ensemble borné et K un 

cône normal, alors f est (sm)-compact. 

4) Si f est monotone croissant, propre et s'il existe n C N tel que 

f”(A) est séquentiellement compact, alors f est (sm)-compact. 

THÉORbE 1. SuiA E(T) un ehpuce &uc~emeti cunvexe mWab&e, utLdunn& 

puA un cûne convexe K c E &.qp~b~ normal, &Yz.RG? Qk saillant. sU/iA: A C E un 

mti-mwmb& @unE et f : A -f E un upWeLltt A-munukune cm/innant. 

Si (1 t A)-l(f t A) Qnk (sm)-compati, (1 t A)-l(f t A)(A) c A CC a'ti 

exiLte un ~Ement x o c A Z& que f(x ) I x 
0 0 ’ a&~ f a un puhd @xe dam 

PetiembLe A . 

DÉMONSTRATION. Puisque l'espace E(T) est localement convexe, métrisable, on peut 

supposer que la topologie 'I: est équivalente à la topologie définie par la métrique: 

(1) 
00 

d(x,y) = 1 2-n 
lx-yIn 

--; kY c E 9 
n=l 

Où ’ I In’ncN est une famille suffisante, croissante de semi-normes telle que, 

pour tout n 6 N , la semi-norme 1 1 est monotone croissante sur n K (puisque le 

cône K est supposé normal). Voir CHI. 
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On considère l'opérateur g : A +- A défini par g = (1 t A) (f t A) qui 

est monotone croissant, et l'ensemble A 
0 

= {x c A 1 g(x) 5 xl . 

Comme f(xo) 2 x0 , on a que x0 c A0 et donc A0 { <P . 

Pour tout 0 N, on considère la fonction Cp(.;i) : A0 + R définie par: 

(2) 
. 

m-a) = sup{cKgi(v) ,g%) ] v,w c Ao 9 gl(v) 2 gi(w) 2 Id . 

La fonction Q(,;i) est bien définie, parce que pour tout u f A0 , on a 
. 

g(u) s u Y d'où g'(u) I u . 

On considère maintenant la fonction de deux variables w-a) et on ob- 

serve que @(u;i) est décroissante d'après i pour u fixé. 

En effet, il est suffisant de montrer que: 

(3) Q(u;itl) < @(u;i) ; Vic N. 

Soit M l'ensemble formé par tous les couples (v,w) qui intervient dans 

le calcul du c-w 
vient dans le calcul du 

M1 l'ensemble de tous les couples 

@(u;i+l) . 

cv1 P,) qui inter- 

Si (vl+> C Ml 9 alors g(V,> 2 v1 ; @wl) 5 w1 et si on pose 
2 

V = .g(vl) ; w  = g(w,) 9 alors v,w c A0 parce que g(v) = g (v,) I g(v,) = v , 

g(w) = g2(w1) 5 g(w11 =w. 

On a aussi les relations suivantes: 

g i+l(vl) = gfg(v,)) = gi(v) 

8 itl(wl) = gi(g(wl)) = gi(w) . 

Donc, si (v,9w1) c Ml 9 alors il existe (v,w) c M tel que 

d(gitl(vl),gitl(wl)) = d&v) ,g%H 9 d'où il résulte la relation (3) . 

Il existe alors lim @(u;i) et on peut définir: 
i* 



(41 w-4 = lim @(u;i) ; VU~ A 
im 0 l  

L'hypothèse que g est (sm)-compact implique que pour tout Y c Ao 9 

(5) inf C$(U) = 0 ; UiY Y UC Ao. 

En effet, on suppose que la relation (5) n'est pas vraie, donc: 

(3yo c Ao)(3Po > 0 3 BO c  R)(Vu f Ao 3 u 5 y,)(vi c  N)($(u;i) ’  BO> l  

Dans ce cas, on peut construire la suite: 

16) 
2 2 

Y0 2 g Cv,) 2  g  (y) 2  g4(v2) 2  g4(w2) 2  l  * l  
2 g2s(vs) 2 g2s(ws) 2 . . . 

où v,w s s CA 
0 

; tJs C N telle que, 

(7) d(g2s(vs) .g2sws~) ’ 13, ; Vs C N . 

La suite (6) n'a pas de sous-suites convergentes. 

En effet, on a les relations suivantes: 

(81 g2s(Q - g 
2(s+k) (v~+~) 2 g2'(vs) - gzs(ws) 2 0 ; 'ils , 'dk = 1,2,... 

cg) g2s(ws) _ g2(s+k) (Ws+k) 2 g2(s+11 cVstl) - g2(s+1) (w~+~) 2 o ; Vs , ‘dk = 1 J, 0. l  

puisque 

2s 
g (ws) 2 g 2(s+l) (v 

s+l 
) ; 8 

2(stk) (ws+l) s g2(5+k)(wstk) ; kk > 

d'où 

2s 
g (Q - g 

2(s+k) 
(Wstk) ' g2@+l) (vs++ - g2(stk) (Ws+k) 

28 
2(s+l) 

(vstl) - g2(s+1)(ws+l) 9 

et donc les relations (8) et (9) sont vraies. 
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g 
2(s+l) 

(vs+11 - g2(s+1)(ws+l) ’ 0 ; 

Les propriétés de la famil 

existe nl et n2 c N pour chaque 

1 g2’$) - g2(s+k’ cVs+k) In ’ 
1 

et 

2s 2s 
Mais la relation (7) implique g (vs) - g (ws) > 0 et 

le de semi-normes 11 ln}ncN impliquent qu’il 

s cN tels que: 

Ig2’(vs) - g2’(ws) /“1 > 0 ; Vk = 1,2,... 

Igzs(ws) - g2(s+1+ws+k) In 2 Ig2(s+1)(vs+l) - g2(s+1+ws+l) In > 0 ; Vk = W,... 
2 _ 2 

Comme chaque sous-suite de la suite (6) contient ou une infinité de termes 

de la forme g 
2sk 

(v 
‘k 

) ou une infinité de termes de la forme g 
2sk (w 

‘k 
) où {sk) 

est une sous-suite de N , il résulte que chaque sous-suite de la suite (6) n’est 

pas une suite de Cauchy, donc n’est pas convergente. 

On observe aussi que les sous-suites {g 2sk 2sk 
(WSk) 1 à cause de 

la relation (7) ne sont pas constantes. 

Donc la suite (6) n’a pas de sous-suites convergentes. Mais cette affir- 

mation est en contradiction avec l’hypothèse que g est un opérateur (sm) -compact 

parce que g 2s-1(vs),g2s-1(ws) f A0 ; s cN. 

On peut donc maintenant affirmer que la relation (5) est vraie. 

Utilisant la relation (5)) l’élément x0 f A0 , la monotonie de g et le 

fait que g est (sm)-compact, on peut construire une suite de la forme: 

WI x0 2 g(x,) 2 g2(x2) 2 . . . 2 g”(xn) 2 . . . 

qui a les propriétés suivantes: 

WI $(gi(xi)) < i ; xi c A0 ; Vi f N 9 

(12) {gi (‘i> 1-i EN est convergente vers un élément y  CA l  
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Pour obtenir la suite (lO), on utilise aussi le fait que $ vérifie la 

propriété: 

WI u1 2 u2 => à 5 O(u,) . 

. 

La relation gl(xil ' Y implique g i+lCxi) ' g(Y) et comme X. 2 g(xi) 
1 

. . 

implique gl(xi)z g i+l (x1) . , on obtient que gl(xi) 2 g(y) pour tout i 6 N , ce 

qui donne y 2 g(y) , c'est-à-dire y < A 
0 l  

0-n observe que pour tout i m 9 on a: 

. 
glCxi) 2 g 

i+m 
(Xi+m) ’ Y ’ g(y) ’ g 

i+m 
(Y> 9 

et, de la relation (ll), on obtient 

. . 1 1 lim d(gltm(xi+m),gltm(y)) < 7 < i-l ; i = 2,3,... 

. 
Donc il existe m tel que d(g itm 1 

(~~+,),g'+~(y)) < i . 

La définition de la distance d implique pour tout n<N, 

itm 
lg (x 

2 -n i+ml - gitm(Y) In 1 < 
1 t jgitm(x i+m) - gi+m(Y) In i-l 

et d'après un calcul élémentaire, on obtient pour tout n tel que i - 1 < 2n : 

itm lg (xi+m ) - gitm(y)In < 4 ; i = 2,3,... 
i-l-2 

Pour n donné, on prend i tel que i - 1 > 2n ; alors il existe m 

tel que 

(15) 
itm 

Ig cXi+m 1 - gitm(y) In < -A-- . 
i-1-2n 

. . 
Puisque 0 < y - g(y) i gltm(xitm) - gltm(y) et les semi-normes II h&N 

sont monotones croissantes sur le cône K 9 on obtient que pour n donné et 

i-t00 (i-1>2n) si on retient l'indice m pour lequel on a la relation (15): 
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. 2n 
O ’ IY - g(Y) 1 n ~ ) gi+m(xi+m) - gltmCY) /n ~ - . 

i-1-2n 

Donc, quand i -+ 03 on obtient ]y - g(y)In q 0 et si on fait le même 

raisonnement pour chaque ncN 9 on a (Vn c W(~Y - g(y) 1, = 0) d'où g(y) = Y . 

Comme (1 t A)-'(f t A)(y) = y , on obtient que f(y) = y et le théorème est 

démontré. // 

4. L'existence des valeurs propres positives 

Soit E(T) un espace localement convexe, 

la relation de préordre définie par K . 

DÉFINITION. On dit que l'opérateur 

KcE 

f: A-tE, 

un cône convexe et I? < 11 
- 

ACE 

si et seulement s'il existe un opérateur A : E+E 

pas nécessairement linéaire et continu tel que 

1) (VX > 0) il existe -1 
(I+W 9 

2) (YA > O)((I t AA)-1 est monotone croissant), 

3) ftll est monotone croissant sur A. 

EXEMPLES. 

1) Soit E = Rn , A = (aij) ; i,j = 1,2,...,n et f : Ry -f Rn . On 

dit que A est une (M)-matrice si 

i) det A t 0 , 

ii) a.. 5 0 , 
13 

Vi,j = 1,2,...,n , i + j , 

iii) A -1 est une matrice positive. 

On peut démontrer que si 

(M) -matrice, alors 

REMARQUE. 

f 

f est @lbm.t 

A-monotone croissante où 

A-monotone croissante. 

A est une 

matrice donnée est une 

On connaît d'autres critères qui permettent de préciser si une 

(M)-matrice ou non. 

Si la matrice A = (aij) ; i,j = 1,2,...,n , vérifie les propriétés sui- 

vant es : 
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i) aii > 0 , Vi = 1,2,...,n , 

ii) a.. I 0 , 
1J 

Vi + j ; i,j = 1,2,...,n , 

alors A est une (M)-matrice si et seulement si II BJI < 1 où II II est la 
SP SP 

norme spectrale, B = D -1 C , D = diag.(A) et A = D - C . 

21 On dit que Vapplication cp : Rn + Rn où est une 

application ckgunc& si, pour chaque i = 1,2,. l .9 n , la composante q. est fonc- 
1 

tion de xi seulement (Où X = (Xl,...,Xi,...,Xn)) . 

Soit f : Ry -+ Rn et A = A t Cp où Cp est une application ckugona& cun- 

kinue et munukune chuihaatie et (w-matrice. 

croissante, on peut démontrer qu'elle est @Xe.meti 

Alors si f A-monotone 

A-munukune ChuiAkxtie. 

3) Soit f : RI -+ Rn et A : Rn -+ Rn une application qui a une décompo- 

sition de la forme A=At$ où: 

a) A = (aij) et a.. i 0 , 
13 

ki. + j ; i,j = 1,2,...,n , 

bl 0 = Gppp2” l  .,cp,) 
est une application diagonale, 

c) (3 c R)(Vx c Rn)(4x,x> 2 a<x,x>) , 

d) (3B c R)('dS,t,S + t>((cpi(S) - ~i(t))/(s-t) 2 6) ; i = 1,2,...,n , 

Si 

e> 

f 

atf3>0. 

A-monotone croissante, alors elle est fortement A-monotone 

croissante [14]. 

4) Soit (E,I) un espace de Banach réticulé et pour chaque x f E soit: 

t 
X = sup(x,O) ; x- = sup(-x,0) ; [XI = x+ t x- . 

On sait [SI qu'il existe toujours une application de dualité positive 

c'est-à-dire, J : E -+ E* qui vérifie les propriétés suivantes: 

a> <J(x) 9X’ = IIxII 
2 

; VX~, 

J 

b) IIJ(x) II = Ilxll ; Vx c E 9 

Cl <J(x),y> 2 0 si x20, Y209 

4 <J(x),Y> = 0 si x I y (inf(lx[,lyI) = 0) . 
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On dit que l'opérateur g : E -+ E est T-acU&tid si: VX,Y fz El 

(<g(x) - g(Y) ,(J(x - Y))+> 2 01 l  

On peut prouver que si f: E+E A-monotone croissant, où 

un opérateur T-accrétif, alors f est fortement h-monotone croissant. 

On peut maintenant démontrer le résultat principal de cet ouvrage. 

THÉORÈME 2. SuiX E(r) uy1 eApace de ftrQ'chQk ti K c E uy1 cûne cunvU& 

%i/t f:K+-K un uph.teLLtt ~utiemwt A-munuSune cnuihaati ;td que: 

1) (1 t &(Af t AA) e4X (sm) -cumpac;t: puut ;tuti X > 0 . 

2) (1 t AA)-'(hf t An)(K) c K ; \dx > 0 . 

h:K -+K 
0 0 

puhi,Civemeti humug&ne Q;t munuxhze cnuihaavd Xd que (Vx 6 K ) (3Y > 0) 
0 

(3 C V(~(X) sK Yh"(x)) . 

4) h eAk une k--P-cud%.ac&un. 

5) 1R u.&& u c Ko\{O} XQe que (P(hn(uo))}ncN ehk un etiemb& non 
0 

buttnE (où p U)3L un& 6 em&nuttme uti@mCfment puai,&e Au& Ko] . 

s-i f eAk @&Ce (f(0) > 0) , a.tarn Lt e.tike A, > 0 e-t x, C K\(O) ;tti 

que f(x*) = x*x* . 

DÉMONSTRATION. 

( 1 a 
Premièrement, on prouve qu'il existe x 0 c Ko et X0 2 1 tels que 

P(X,) = 1 et h(xo) = X0x0 . 

Comme E(T) est un espace de Fréchet et h est une k-p-contraction, 

l'index des points fixes de h est bien défini. 

On suppose le contraire de l'affirmation (a), donc on suppose que 

x + Ah(x) pour tout x c Ko tel que p(x) = 1 et tout X c CO,11 . 

11 résulte alors que iK (Xh,U) = const. = 1 où U = (X 6 Ko 1 p(x) < 1) . 
0 
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Mais cette conclusion donne une contradiction parce qu’on prouve maintenant 

que si h(x) f x pour tout x C Ko tel que p(x) = 1 , alors iK (h,U) = 0 . 
0 

En effet, on considère l’application: 

g(x) = u. + h(x) ; vx c Ko 

et 1 f homotopi e, 

g(xJl = ?Lu0 + h(x)] + (1 - A)h(x) ; vx f K 0 ; vx f CO,13 . 

Si on considère 15nclusion 

n’a aucune solution x c K* tel que p(x) = 1 9 ou bien si elle a des solutions, 

X - h(x) C K 0 ’ on constate que, ou bien- elle 

alors on a la propriété suivante: 

b,> 
Il existe 6 > 0 tel que si x C Ko , p(x) = 1 et x - h(x) 6 Ko , 

alors p(x - h(x)) 2 6 . 

En effet, si on a un nombre fini de solution dans l’affirmation (a,), 

comme pour x C Ko , tel que p(x) = 1 , on a que 

ver un nombre 6 qui vérifie (a,> . 

On suppose maintenant que l’inclusion 

de solutions S telles que x C Ko 

p(x - cd) ’ 0 9 on peut trou- 

x - h(x) c Ko 

p(x) = 1 . 

a un ensemble infini 

Si inf p(x - h(x)) = 0 , alors pour chaque n C N il existe xn C S tel 
xés 1 

que P(X, - h(xn)) < ; l  

P est uniformément positive sur Ko ’ il résulte que 

ix n - h(xn) &N 20 et de la relation xn = xn - h(xn) + h(x,) , Vn 6 N , on a 

que : B( Ix,)) ’ B({xn - h(x ) 1) + P(ih(x,) 1) l  n 

Comme I%{x n - h(x,) 1) = 0 y on obtient B((x,)) 2 B({h(xJ 1) 2 kB({x,)) 

et puisque k < 1 , il résulte 
B(Ix,l> = 0 l  

Donc il résulte qu’il existe une sous-suite ix 1 nk kcN convergente vers 

un élément 
T’J 

xcKo (K 
0 

étant fermé). Il est clair que 
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lim (xn - h(xn)) = x - h(x) C Ko et p(x - h(T)) = 0 d’où on a 

(Vn C N) (Yni; - h(x) In 5 p(x - h(x)) = 0 , 

rY 

ce qui donne que x - h(G) = 0 . Mais on suppose que x f h(x) pour x c Ko tel 

que p(x) = 1 . 

Donc, l’affirmation (a,) est vraie. 

(a,) 
On peut choisir u. C Ko\{01 qui vérifie l’hypothèse 5) et tel que 

P(U,> < 6 l  

En effet, soit f3 < 6 et Y > 0 tel que Yp(uo) = @ . Ou bien P(U,) < 6 

et alors on a rien à changer, ou bien P(U,) 2 6 ’ Dans la deuxième situation, 

comme h est positivement homogène, on a 

hn(yud = hn$-& ’ Uo) = --& hn(uo) , 
0 0 

{p(hn(yuo) > &N est non borné et P (Yuo) = Yp(uo) = P < 6 . 

b,> g(xJ) + x ; (Vx c Ko) (p(x) = 1) ; VX C CO,11 . 

En effet, si g(x,A) = x pour x 6 Ko tel que p(x) = 1 et X c [O,l], 

alors il résulte que Aho t h(x)3 t (1 - A)h(x) = x d’où 

Auo + h(x) = x 

et, utilisant (a,> et (a,), on obtient que 

qui est impossible. 

6 i p(x - h(x)) = AP(uo) < X6 5 6 , ce 

Donc g(x,X) $ x ; Vx C CO,11 et (Vx C KO)(~(x) = 1) , d’où il résulte 

que l’index des points fixes est bien défini pour g(x,X) , et de la propriété 4) 

de l’index, il résulte que 

iK (h,U) = iK (gd) . 
0 0 

(a,) L’application g n’a pas de points fixes dans l’ensemble u . 



On suppose que g a un point fixe dans l'ensemble U , donc qu'il existe 

x C U tel que g(x) = x d'où h(x) + u. = x , ce qui donne u. 5 x et par itéra- 

tion, hm(uo) 5 x ; Vm f N . 

Soit am = P(hrn(Uo)) l  
Alors la suite IamltiN et non bornée 

F R+I l  

Il existe une suite (am LCN telle que: 
i 

i) a 2i, 
m. 

1 

ii) a 2 a m. 
j pour 12jZm.. 

1 
1 

On prouve que l'ensemble 

T= 

i21 

a la fermeture compacte. 

Il est suffisant de prouver que B(T) = 0 . 

Soit no > 1 . 

n 
0 

T= U 
i=l 

hmi(uo) 

P(hrni(Uo)) 

i2n +l . 
0 

Tn 
0 

On observe que Tn c {x C Ko 1 p(x) < 1) = Ü mais p étant uniformément 
0 

positive, on a que Ü est borné. 

Donc T c {ensemble fini} U hno@) d'où B(T) 2 B(hno(Ü)) 5 knoi3(Ü] ; 

Vn >l. 
0 

Il résulte ainsi que p(T) = 0 et donc la suite T contient une sous- 

suite convergente. 

On peut supposer que cette sous-suite est même 
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hrni(uo) . 
P(hrni(Uo) > iCN 

Soit 

La relation 

hmi(uo) 
V = lim . 

iw p(hmi(uo)) 

hmi(uo) 

P(hrni(uo) > 
c Ko 

à la limite donne -v C Ko , v f 0 (parce que p(v) i 0) ce qui est absurde 

parce que Ko n (-Ko) = (0) . 

Donc iK (g,U) = 0 d'où on obtient iK (h,U) = 0 , ce qui est en contra- 
0 0 

diction avec la relation obtenue iK (Ah,U) = const. = 1 , VA C [O,l] . 
0 

On obtient alors qu'il existe x0 C Ko et A0 2 1 tel que p(x,) = 1 

et h 

(b) 

(x,1 = x0x0 . 

De l'hypothèse 3), il résulte que pour x 
0 

il existe Y > 0 et nCN 

tels que f(xo) sK Yhn(xo) = YAix0 . 

Si on note x = YA: , on obtient que 1 
Tf est 

1 x A-monotone croissant et 

les hypothèses 1) et 2) impliquent qu'on peut appliquer le Théorème 1 (de point 

fixe) à l'opérateur N If , utilisant l'élément x 
x 

oEKocK. 

Donc il existe x, C K\{O) (puisque f(0) > 0) tel que =x, et 

si on note A, =h , on obtient le théorème. // 

REMARQUES. 

1) Evidemment, le Théorème 2 s'applique dans le cas où E est un espace 

de Banach ordonné par un cône convexe K et Ko c K est un sous-cône 'lprivilégiét*, 

comme par exemple un cône à base bornée. 
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2) On remarque aussi que le Théorème 2 reste vrai dans le cas important 

suivant. L I espace localement convexe E(r) est ordonné par le cône convexe K et 

est un sous-cône convexe tel que l’espace F = Ko - Ko = E 

normé par rapport à la norme P supposée être définie seulement sur 

est un espace 

F . Dans ce 

cas, on suppose que 
KO 

est fermé dans 1 ‘espace F et que les hypothèses du Théo- 

rème 2 sont vérifiées. // 

Le cas précisé dans la Remarque 2 est imposé par l’étude de l’existence des 

solutions ‘globales sur le demi-axe CO,+4 pour les équations intégrales de type 

Volterra associées à l’étude des solutions globales pour des systèmes différentiels 

[61, [301 OU à l’étude des équations à opérateurs dissipatifs [271. On sait que 

les équations à opérateurs dissipatifs ont été imposées par l’étude de lb~dmin&&L- 

.&Z définie par Massera et SchYffer [29] et étudiée par C. Corduneanu C61, C71 et 

R.K. Miller [31]. 

Relativement à l’étude des solutions globales des équations de type Vol- 

terra sur le demi-axe CO,+4 , on remarque maintenant deux exemples où notre ré- 

sultat s’applique. 

a) On considère l’espace E = C([O,-w[,R) et sur E la topologie loca- 

lement convexe de la convergence compacte qui est définie par la famille de semi- 

normes ‘pn’ncN où p,(x> = sup lx(t)] ; Vn c N . 
Oit% 

Par rapport à cette topologie, E est un espace de Fréchet. 

Soit K = ix c E 1 x(t) 2 0 9 vt c [0,+-C) , 

F = gC([O,+mC,R) ={X~E 1 sup[x(t)[ <i-m) et Ko=KnF. Sur F onconsi- 
t20 

dère la structure d’espace normé définie par la norme p(x) = sup Ix(t) 1 . 
t20 

Le deuxième exemple est 1 ‘espace 

E = LL2([0,+4,R) = {x : [O,-too[ + R 1 x est mesurable et Vn c N , 

n 

( 
I 

lx(t)j2 dt+ < -w} 

0 
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muni de la topologie localement convexe définie par la famille de semi-normes 

(9 1 n ncN où pour tout ne N, 

qn(‘) = [ lx(t)12 dtl' . 
I 
0 

Par rapport à cette topologie, E est un espace de Fréchet. On considère le cône 

convexe K = 2 {x c E 1 f 2 0 p.p.t.} , F = L ([O,tm[,R) et K = K n F . 
0 

Sur F 

on considère la norme 

Soit maintenant 

P(X) . 

0 

E > K et 
KO 

ou bien comme dans le cas ( > a ou bien 

comme dans le cas uo . 

Soit a c R+\(O) , u C K\{O} et G : K -+ K une application. On sup- 
0 

pose aussi qu'il est donnée une fonction 

existe une constante M>O et telle que 

w,s) ; vt,s c co,i-a$ 

0 5 H(t,s) a M I sco , 

telle qu'il 

vt,s c CO,+4 . 

On suppose que l'opérateur f défini par 

f(u) 0) = 
t w,s)uow 
I G(u) (SI + a ds ; vt c co,i4 

0 

a la propriété que f(K) c K . On trouve dans C3Ol et [271 des critères qui assu- 

rent cela. 

Puisqu'on a 

t H(t,s)uo(sl 
i 

t WLs)uo(s) t 

m-9 (9 $- a ds I 
I a ds 2 t 

I 
u,(s) ds ; 'duC K, wt c CO,+4 , 

0 0 0 

on note $,(t> = uo(s) ds . 



On suppose que $, C Ko\{O} et on observe que, pour avoir l’hypothèse 3) 

du Théorème 2, il est suffisant d'avoir un opérateur h : K + K 
0 

o positivement ho- 

mogène, monotone croissant et $o-borné au sens de Krasnoselskii L-241, C251. 

On observe aussi que l'opérateur f est forcé. 

Si A:E+E est un opérateur linéaire tel que, pour tous u,v C K tels 

que v 2 u , on a: 

l. 

J 
2 

uo(s) WV) (SI - G(u)(s)] ds 5 +Qv - u)(t) ; v-t c co,-H- , 

0 

alors on peut montrer que f t A est monotone croissant sur K . 

Si les autres hypothèses du Théorème 2 sont remplies et f est fortement 

A-monotone croissant, alors il existe u, C K\{O) et X, > 0 tels que, 

ds = X*u*(t> ; vt c [O,i-=JC . 

NOTE. Des applications plus détaillées de nos résultats sur l'existence 

des solutions globales pour des systèmes différentiels ou pour des équations inté- 

grales de type Volterra sur [O,-W[ seront présentées dans un prochain ouvrage. // 
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