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REMARQUES SUR LES FONCTIONS SPÉCIALEMENT MULTIPLICATIVES' 
Armel Mercier 

1. Introduction 

Soit 8 une fonction complètement multiplicative et soit f une fonction 

multiplicative vérifiant la relation 

f(m)f(n) = c fC”“-, g(d) 9 dl bbn> d2 

pour tout couple d’entiers positifs m et n ; dans un tel cas, nous disons que 

f est une fonction spécialement multiplicative. De plus, nous disons que g est 

la fonction associée à la fonction spécialement multiplicative f . Par exemple, 

les foncti 

lement mul 

ons cQn> = 
F 

da et -r(n) 
dn 

tiplicatives et les fonctions a 

( fonct io 

ssociées 

n tau de Ramanujan) sont spécia- 

a 11 sont respectivement n et n . 

Certaines caractérisations ainsi que certaines propriétés de ces fonctions 

ont été obtenues dans C21 et C33 . Le but du présent article est de trouver une 

expression pour 

(21 y fboh(nl 
n=l ns 

dans le cas où f(n) est une fonction spécialement multiplicative et h(n) est 

une fonction multiplicative et/ou spécialement multiplicative. Cette représenta- 

1 Travail fait dans le cadre de la subvention CRSNG A-3508 



tion (2) généralise certains résultats obtenus par Redmond et Sivaramakrishnan 

C23 dans le sens que nous étudions la série de Dirichlet (2) pour une plus grande 

classe de fonctions arithmétiques. Lorsqu’il existe, nous désignerons par CT 
0 

l’abscisse de convergence absolue des séries de Dirichlet. 

2. Principaux résultats 

Notons que d’après l’équation (1) on a, pour tout entier positif a et 

pour tout nombre premier p , 

f(pat1) = f(P) f(Pa) - g(p)f(pa-l) l  

Dans le but de faciliter la démonstration des résultats qui suivront, nous établi- 

rons le résultat suivant. 

LEMME . Soit a un entier positif ou nul. Soit f une fonction spécia- 

lement multiplicative et soit h une fonction multiplicative telles que 

Oo fbMn) 
c converge absolument pour 

n=l S n 
Re s > oo . Alors 

(4) y 
i=O is 

D 

(1 

_ f(P) + *) -l[ f(pa) g(pa) - g(p)f(p 
a-l 

)h(p 
a+1 

) 
PS P PS 

+ f(p) r f(pati)(h(patitl) - h(pati)) 

ps i=O is 
P 

f(pati) (h (patit2) - h (pati)) , 
is 9 

si a > o 

P 

. 
_ flp) + g;$) > -lc 1 + f(p) y f(P) (h (p 

itl 
- h(p ) ) i 

PS P ps i=O is 
P 

f(pi) (h(pit2) - h(pi)) 3 
is 9 si a=0 

P 

DEMONSTRATION. Pour Re s > oo , on a, en utilisant (3), 
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Oo f(Pa+5NPati) = f(pa)h(pa) t f(p 
a+1 . 

1 is )h(p 
a+1 

) 
i=O P PS 

t y ~*(f(p)f(pa+i-1) 
i=2 p 

- g(P)f(Pa+i-2)) 

= f(Pa)h(pa) + 
a+1 f(p )h(patl) 

PS 

= f(Pa)h(Pa) + f(p 
a+1 

)h(P 
a+1 

) _ f(P)f(pa)h(pa+l) 

PS PS 

+ f(P) y f(P 
ati 

)h(P 
atitl ) 

ps i=O is 
f(p) y f(pati)h(pati) 

P ps i=O is 
P 

+ f(p) y f(pati)h(pati) _ g(p) y f(pati)h(patit2) 

ps i=O is 
P 2s i-0 P - 

is 
P 

ati + 8_o y f( 

is 
P 2s i0 P = 

is 
P 

et ainsi, on obtient 

)(1 xPl+.rn~ 
PS P 

2s 

a+1 
= f(pa)g(Pa) f %-f(pa+l) - f(P)f(Pa)) 

PS 

+ f(P) y f(P 
ps i=O is 

P 

g(p) z f(pati)[h(patit2) - h(pati)l 
2s i-0 is . 

P - P 

Pour a = 0 , le résultat est immédiat tandis que pour a > 0 , il suffit d'utili- 

ser la relation (3). 

THÉORÈME 1. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h 

une fonction multiplicative telles que z fCn>h(n> 
S 

converge absolument pour 
n=l n 



Re s > oo . Alors on a 

y f(n)h(n) = ( y fo) fl [l t %& y +(h(pitl) 
- h(P5) 

n=l ns n=l ns p PS i=O p 

_ g(P) T ,f(pi)(h(pit2) 
2s i-0 

- h(pi))i . 
p - pis 

DÉMONSTRATION. Pour Re s > oo , on a 

y ’ fb)WO = n ( y f(p%$) > 
. 9 

n=l ns p i=O pis 

et en utilisant le lemme précédent lorsque a q 0 et h(n) = 1 , pour tout entier 

positif n , on a pour Re s > oo 

Oo f(n) c -= n(y fo, . 
n=l ns p i=O pis 

= n (l- f(p) + B(P)) -1 
2s ’ 

P PS P 

Ainsi, en utilisant le lemme lorsque a = 0 , et les deux équations précédentes, 

nous obtenons le résultat escompté. 

THÉORÈME 2. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h 

une fonction multiplicative telles que pour tout entier k , Oo fW~UW con- 
c 

n=l ns 
verge absolument pour Re s > oo . Alors pour tout entier positif k , 

L f(nk)h(nk) 

n=l ns 

a-l)h(pa+l) +f(P) 7 f(P4:1)~h(patit1)-h(pa+i))_ 9 r f(p4:‘) (h(pa+i+2)~h(pa+i)) s 
S 

P p i=O p p i=O p 

1 +f(p) y ~-p’)(h(pitl)-h(pi))- 
PS i=O p” 

25 y -91)(h(pit2) -h(pi)) 
P i=O pis 1 

DÉMONSTRATION. D’après un résultat de [ll, on a pour Re s > oo 
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Oo fw)hw) = n c 
n=l Pal1 k 

et il suffit d’utiliser le lemme précédent pour obtenir le résultat. 

Pour le résultat suivant, nous supposerons que gl est la fonction complè- 

tement multiplicative associée à la fonction spécialement multiplicative h . 

THÉORÈME 3. Soit f et h deux fonctions spécialement multiplicatives 

O3 fooUn) telles que 1 
ns 

converge absolument pour 
n=l 

Re s > oo . Alors on a 

r g, (PI g(P) 
1 -1 

y f(n)h(n) = n 
2s 

n=l ns P 
(1 - 

f WW -g(p) -gl (p> g(P) fqP1 f?+(P) 
t 2s’(l - fq(l - -y--) t 

(h(p)-f(p))(g(p>h(p)-g,(p>f(p>> + Mphl(p))2 

PS P PS P 
2s 

P 

DÉMONSTRATION. Puisque pour tout entier positif k , 

(5) 
f(P 

ktl 
) = f(P) f(Pk) - g(p) f(pk-l) 

h(PkY = Up)h(pk) - glW-Ok-ll 

alors on obtient pour Re s > oo 

(6) 

et 

o f(pk)h(pktl) 
1 

k=O ks = 
P 



Mais pour Re s > oo , on a en utilisant (5) 

y mm(n) 

n=l ns 

= n 1 + f(P)h(P) + y f(Pk)h(Pk) 
ks 

P PS k=2 P 1 
f(P)h(P) 

PS 
+ z (f(p)f(pk-1)-g(p)f(pk-2))(h(p)h(pk-1)-~l(p)h(pk-2)) 

k=2 

et en utilisant les résultats des équations (6) et (7), on obtient 

i 

1 
g (PI g1 (PI 

T  fln)h(n)=n 
-2s 

n=l ns P 
l- 

f(p)h(p) + g(P)h2(P) +gl (P) f2(P) -*g(P) g,(P) g(p) g1 (PI f(p) h (p) s*(P) &PI 

PS P 
2s 3s +4s 

P P 

De simples manipulations nous permettent d'obtenir le résultat escompté. 

3. Quelques exemples 

Le théorème suivant (que l'on trouve aussi dans C21) est une conséquence 

directe du Théorème 1. 

THÉORÈME 4. Soit f une fonction spécialement multiplicative. Alors 

pour Re s > oo , on a 

Oo c 
n=l 

'THÉORÈME! 5. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h 

une fonction fortement multiplicative, i .e. h(Pk) = h(p) pour tout nombre premier 

et pour tout entier positif k , telles que Oo f00h0 1 converge absolument pour 
n=l ns 

Re s > oo . Alors pour Re s > oo , on a 

Oo f(n)h(n) - c Oo f(n) 
n=l s  - 

( c 1 I-I (1 + q,(P) 
n n=l ns p ' ps 

- 1) - *(h(P) - 1)) l  

P 
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DÉMONSTRATION. Conséquence immédiate du Théorème 1. 

En utilisant ce dernier résultat, on peut énoncer le 

THÉORÈME! 6. Soit f une fonction spécialement multiplicative. Alors 

Re s > oo . 

1) y f~~M-0 = ( y W) n (1 _ f(P) + g(P)) 
n=l n s+l n=l ns p s+l 2stl ' 

P P 

où est la fonction d'Euler. 

2) y fbW-4~1 = 

n=l n si-1 
Oo f(n) ( c -)n(ltS- 

n=l ns p P 

go, 
2stl 

P 

où lj est la fonction de Dedekind définie par 4Jb> = n Il (1 t;) . 
Pin 

3) 
03 
c 

n=l 

,wCn) f(n) 
S n 

Oo f(n) = ( c ,,(ltfo_ 
n=l ns p PS 

g(P)) 
2s ' 

P 

où w(n) désigne le nombre de diviseurs premiers de l'entier positif n . 

THÉORÈME! 7. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h 

une fonction complètement multiplicative. Alors pour Re s > oo , on a 

2 
O3 f(n)h(n) = n (1 _ f(P)h(P) + g(p)$p ))-1 c 

n=l S n P PS P 

ou encore 

; f(n>h(n) = ( y h(n)) n (1 + h(P) (l-f(P)) + h(P2) (g(P)-f(P)+l))-1 
n=l ns n=l ns p PS PS Ps-h(P) l  

DÉMONSTRATION. D'après l'équation 

00 

c 
i=O 

f(P 
ati ati 

)h(P ) 
is 

P 

= f(pa)h(pa) + f(p 
a+1 

)h(p 
atl 

) 
PS 

f(P) 

PS 

CO 

1 
i=l 

f(P 
ati 

)h(P 
atitl 

is 
P 

g(p) y f(pati)h(patit2) , 
2s i-0 is 

P - P 



que l'on trouve dans la démonstration du lemme. On a, en utilisant le fait que 

est complètement multiplicative et en posant a =o, le résultat de la première 

partie. 

Pour la seconde partie, on procède de la façon suivante. On a 

h 

Oo fwm) = fl (1 _ 
c 

f(P)h(P) + 
S 

PS 

g(p)h(PL~) -1 

n=l 2s n P P 

= n ((1 _ ho,(l t h(P)(l-f(p)) + (g(p)-f(p)+l)h 
2 

PS PS 

(p)))-1 , 

P P2swGP)P-s) 

Or y h(n)r? = I-I (l-h(p)p-')-l , d'où l'on obtient le résultat. 
n=l P 

Ceci achève la démonstration de ce théorème. 

Une conséquence directe du Théorème 7 est donnée par le résultat suivant: 

THÉORÈbE 8. Soit f une fonction spécialement multiplicative. 

pour Re s > oo , 

co 2R%Io = n (1 _ 2fCP) 
c t 

n=l S 

4g(P))-l 

PS 
2s n P P 

où wo désigne le nombre total des facteurs dans la décomposition de 

Alors 

n en fac- 

teurs premiers. 

THÉORÈME 9. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h 

une fonction fortement multiplicative telles que pour tout entier k , 

O3 f(nk)h(nk) 
c 

n=l S 
converge absolument pour 

n 
Re s > oo . Alors pour tout entier k 

et pour Re s > oo , 

Oo f(nk)h(nk) 
1 

n=l S n 

a-l 
= h(k) II (f(pa) -g(P)f(p 

Pallk PS 

)) TT (1 t (h(p)-l)( f(p) - w)) y f(n> . 
P!k PS P n=l ns 

DÉMONSTRATION. En utilisant les Théoremes 2 et 5, on obtient le résultat désiré. 
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Un cas particulier (que l'on trouve aussi dans [21) du Théorème 3 est le 

suivant: 

THÉORÈME 10. Soit f une fonction spécialement multiplicative. Alors 

pour Re s > oo , 

O3 f2(n) = c f 
2 

n=l ns 
I-I ((1 t m-)(1 - go,-l(1 _ 

PS PS 

(P)-2g(p) t g2(P))-1) 

P PS 
2s l  

P 

Une généralisation du Théorème 10 s'énonce de la façon suivante: 

THÉORÈME 11. Soit f une fonction spécialement multiplicative. Alors 

pour tout entier k et pour Re s > oo 

Oo f2(nk) 
c -= II (f2[pa) t f2(pat1)-f2(p)f2(pa)) F' f2(n) . 

n=l ns Pallk PS n=l ns 
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