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REMARQUES SUR LES FONCTIONS SPECIALEMENT MULTIPLICATIVES'
Armel Mercier

1. Introduction

Soit g wune fonction compl&tement multiplicative et soit f wune fonction

multiplicative vérifiant la relation

(1) f(m)£(n) = f(mgig(d) >

d| (m,n) d

pour tout couple d'entiers positifs m et n ; dans un tel cas, nous disons que

f est une fonction spécialement multiplicative. De plus, nous disons que g est

la fonction associée & la fonction spécialement multiplicative f . Par exemple,

les fonctions oa(n) = % @ et T(n) (fonction tau de Ramanujan) sont spécia-

din

lement multiplicatives et les fonctions associées sont respectivement n* et n11
Certaines caractérisations ainsi que certaines propriétés de ces fonctions

ont €té obtenues dans [2] et [3] . Le but du présent article est de trouver une

expression pour

"i’ £(n)h(n)

s
n=1 n

(2)

dans le cas oi f(n) est une fonction spécialement multiplicative et h(n) est

une fonction multiplicative et/ou spécialement multiplicative. Cette représenta-

! Travail fait dans le cadre de la subvention CRSNG A-3508
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tion (2) généralise certains résultats obtenus par Redmond et Sivaramakrishnan
(2] dans le sens que nous &tudions la série de Dirichlet (2) pour une plus grande
classe de fonctions arithmétiques. Lorsqu'il existe, nous désignerons par %

1'abscisse de convergence absolue des séries de Dirichlet.

2. Principaux résultats

Notons que d'apr&s 1'équation (1) on a, pour tout entier positif a et

pour tout nombre premier p ,

1

h L e Ee® - g e h

(3) f(p

Dans le but de faciliter la démonstration des résultats qui suivront, nous &tabli-

rons le résultat suivant.

LEMME. Soit a wun entier positif ou nul. Soit f une fonction spécia-

lement multiplicative et soit h une fonction multiplicative telles que

z éllﬁgiﬂl_ converge absolument pour Re s > o, - Alors
n=1 n
a-1 atl
(1 - f_(‘;L)Jr s_ég)_fl[f(pa)g(pa) _e@EQ S)h(p )
P P P
LR T EeTHme™ D - neth)
pS i=0 plS
o e an ION " hee*™h - nethy, |,
T P 0 p'®
i=0 P

(- R, E@y-l £ T 6D e - neh
S S .
p

pZS P i=0 Pls
@ § £ehee' - neh), st 8=
pZS i%0 is ’

DEMONSTRATION. Pour Re s > 0, » On a, en utilisant (3),



Aumel Mercien 101

© a+i a+i a+l a+l . asi .
) flfL__l%éB___l = f(pa)h(pa) + fLE___lglR___l.+ ) bLEIE~l{f(p)f(pa+1-1)
=0 P P if2 p
- g )
a+1h atl £ ® aﬂ_h a+i+l
- £pHhpY + LR | £y yhpdtith
S .2 is
p P i=1 P
2(p) § f(pa+i)h(pa+i+2)
T 25 L is
1—0 p
- £ )h(p ) . fgpa+1)h(pa+1) i f(p)f(pa)tha+1)
p° P
CER Y etne™h | fp b £ g
S . is
P i=0 P P p
LE@) T EC __Bffilhikfiil &p) § £(p* )
Ps i=0 p iZ0 is

E ) E g a+1: [ a+1: : : X a+l] [ a+1
p*S %0 ps p°

et ainsi, on obtient

o a+i
] 26" h(p? N @, £(p),

i=0 p P> »p
a+l

= £0Mg00" + M deep®h - £(p)£0pY)
P

a+i a+i+l a+i

EE Y ETHmMEETT) - et
pS izo plS

2@ 7 £ - neth)
P25 i=0 is

Pour a = 0 , le résultat est immédiat tandis que pour a > 0 , il suffit d'utili-

ser la relation (3).

THEOREME 1. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h
EIOLIE!

une fonction multiplicative telles que 3

converge absolument pour
n=1 n
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Re s > 00 . Alors on a

f(m)h(n) - (
n=1 nS n

ne~1 8

] © i . :
f(z)) 101+ ELEL ) ﬁiggl{h(p1+1) - he')
1 n P p i=0 p

®© i . .
S5 1S ee™ - he')
p” =

DEMONSTRATION. Pour Re s > o, s ona

S 1s

7 Emhm o
p p

7 fehneh,
=0

n=1 n i

et en utilisant le lemme précédent lorsque a = 0 et h(n) =1, pour tout entier

positif n , on a pour Re s > %

LN S {00 IS /¢ M 16 I
& S L is S 2s
n=l n p i=0 p p P

Ainsi, en utilisant le lemme lorsque a = 0 , et les deux équations précédentes,

nous obtenons le résultat escompté.

THEOREME 2. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h

§ £(nk)h(nk)

s
n=1 n

verge absolument pour Re s > o, - Alors pour tout entier positif k ,

une fonction multiplicative telles que pour tout entier k , con-

E £(nk)h(nk)
S

n=1 n

a-1 atl ® ati . . © ati : .
fpn(p®)- BREQ e ) F@) 7 £ )it ). Eégl-.Io LI Y D E YY)
D P 1= P

- ¢ uf £(n)h(n ) I P. P 'i=0 _
L B © i . X © i . .
LR 1o 2Ry He )il - BRL T KRt nepty)
p- i=0 p P i=0 p

DEMONSTRATION. D'aprés un résultat de [1], on a pour Re s > 9,
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£pHnpY |, £* hnp*th

| o
¥ ofmkheR) | p® plats § Emh(n)
n=1 k| |, E@h(p) f(BZ%h(Ez) R EE R
S S
P p

et i1 suffit d'utiliser le lemme précédent pour obtenir le résultat.

Pour le résultat suivant, nous supposerons que g, est la fonction complé-

tement multiplicative associée a la fonction spécialement multiplicative h .

THEOREME 3. Soit f et h deux fonctions spécialement multiplicatives
7 £mhn)
s

telles que converge absolument pour Re s > Oy - Alors on a
n=1 n
. g, (Pelp)
FRELIO] i
S
n

=1
n=1 P

£(p)h(p)-g(p)-g;(p)  g(p)g,(p) g, (P (h(p)~£(p)) (£(P)h(P) -, (P)£(P)) + (g(p)-g, (P))?
e JUIE 1t ST P i : !
P

s 2 2s
P

P P P

DEMONSTRATION . Puisque pour tout entier positif k ,

f(pkﬂ)

(%)
h(pk+1)

f(p)f(pk) - g(p)f(pk'l)

hREY - g "

n

alors on obtient pour Re s > %

b () g, (P £(p)
- P) - ——5——
- T EeOReth p’ £pORE")
k=0 p*s L. gl(P;g(p) k=0 p<s
pS
et
) £py - E@(E)
o 7 £ hnG | p° £p9n (P
k=0 pks L. g (Pelp) | 45 pKS

2s
p
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Mais pour Re s > o, » On aen utilisant (5)

°z° £(n)h(n)
n=1 nS

o [1 L Eon@) fcp“)igp")]

P P k=2 P
-1 [1 NEILT RN ki (f(p)f(pk—l)_g(p)f(pk—Z))(h(p)h(pk—l)_gl(p)h(pk-z))J
P P =2

et en utilisant les résultats des équations (6) et (7), on obtient

g(p)g, (p)
§ fmh@ g ; 2 p*
n=l P L . £Rh(p) 2(Ph”(p)+g; (P) £°(p)-22(p)g) (P)  &(P)g, (P) E(P)N(P) sz(p)gf(p)
- o + sz - P}s M P4s

De simples manipulations nous permettent d'obtenir le résultat escompté.

3. Quelques exemples

Le th€oréme suivant (que 1l'on trouve aussi dans [2]) est une conséquence

directe du Théoréme 1.

THEOREME 4. Soit f wune fonction spécialement multiplicative. Alors

pour Re s >0_, on a
o

T mEm £m), © £(m) £(p)
] ——= Y = ra--455

(
s 1 n n=1 n P P

n=1 n n

1~ 8

THEOREME 5. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h

une fonction fortement multiplicative, i.e. h(pk) = h(p) pour tout nombre premier

S £(n)h(n)
I =5+

et pour tout entier positif k , telles que converge absolument pour

n=1 n
Re s > 00 . Alors pour Re s > 00 , on a
 Emhm) oy @y gy @) - 1) - ERmep) - 1)
n=1 n n=l n P " p P
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DEMONSTRATION . Conséquence immédiate du Thé€oréme 1.
En utilisant ce dernier résultat, on peut &noncer le

THEOREME 6. Soit f une fonction spécialement multiplicative. Alors

Re s > 9,
T O£ T £
o F 0 gy
n=1 n n=l n P P
ol ¢ est la fonction d'Euler.
2) Z (nlf%n) = ( z f(z)) T+ (+i §§+1) ’
n=1 n=l n” p P P

ol Y est la fonction de Dedekind définie par Y(n) =n I (1 + %D
pin

oo w(n) ©
3) E ___f(_'i 2 f() g(p))

n

3

oli w(n) désigne le nombre de diviseurs premiers de 1l'entier positif n .

THEOREME 7. Soit f une fonction spécialement multiplicative et soit h

une fonction compl&tement multiplicative. Alors pour Re s > o, » on a

7 OEmhm g | E@AE) , g@hph),-1
n=1 ns P ps P25

ou encore

§O£mhm _ § hmy oo, h(p) (1-£(p)) L% g -£(p) 4 -1

nsl o’ nsl n® p p° p° p°-h(p)

DEMONSTRATION. D'aprés 1'équation

1 a+l L ati a+i+l
a+i h ati _ at h £ £ h
i=0 p® P p- i=l
a+1 a+i+2

_ g Jh(p )
2s . & is
p~ i=0 P
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que 1'on trouve dans la démonstration du lemme. On a, en utilisant le fait que h

est compl&tement multiplicative et en posant a = 0 , le résultat de la premiére

partie.

Pour la seconde partie, on procéde de la fagon suivante. On a

S S

T Emhm) | g | EEA) g(p)rz\(pz))-l
n=1 n P P P s

2
P P P p (1-h(p)p )

or h(mn™® = 1 (l—h(p)p_s)_1 , d'ol 1'on obtient le résultat.

1 p

e~ 8

Ceci achéve la démonstration de ce théoré&me.

Une conséquence directe du Théoréme 7 est donnée par le résultat suivant:

THEOREME 8. Soit £ une fonction spécialement multiplicative. Alors

pour Re s > Oy >

© 0
i MWemy 1 - 2@ Ag(p)y-1
no1 0 b ps 2s

o Q(n) désigne le nombre total des facteurs dans la décomposition de n en fac-

teurs premiers.

THEOREME 9. Soit f wune fonction spécialement multiplicative et soit h

une fonction fortement multiplicative telles que pour tout entier k

[ee]
z EIBEl%LEEl. converge absolument pour Re s > Oy - Alors pour tout entier k

>

n=1 n
et pour Re s > oo ,

S

§ £(nk)h(nk)
n=1 n

a—l o
=hao 1 (£ -ERER )y 1o+ -1y ERL gy v £
a S s 2s & S
p3||k p plk p P n=l n

DéMONSTRATION. En utilisant les Théorémes 2 et 5, on obtient le résultat désiré.
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Un cas particulier (que 1l'on trouve aussi dans [2]) du Théoréme 3 est le

suivant:

THEOREME 10. Soit f une fonction spécialement multiplicative. Alors

pour Re s > 00 s

TEm Lyt o @yl E@em , £
nsl n®  p p p® P’ P~

Une généralisation du Théor&me 10 s'énonce de la fagon suivante:

THEOREME 11. Soit f wune fonction spécialement multiplicative. Alors

pour tout entier k et pour Re s > %

© -

; £(n)
=1 ns

2. atl

fzcr;k) S R s £ )-f2£p)f2(pa))

n=1 n P2l P n
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