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SUITES RÉGULIÈRES-HOMOGÈNES ET PROFONDEURGRADUÉE 
Pierre Bouchard 

1. Introduction 

On connaît le spectre (Spec(A)) d’un anneau commutatif A et le spectre 

premier homogène (Proj(S)) d’un anneau gradué S , à degrés positifs, formé des 

idéaux premiers gradués de S ne contenant pas S (Où S = @ si ) . 
irl 

On connaît aussi, pour un idéal 1 d’un anneau commutatif A et un A- 

module M , ce que sont une suite M-régulière d’éléments de A et la I-profondeur 

de M (profI( . Cette dernière, la borne supérieure des longueurs des suites 

M-régulières d’éléments de 1 , admet une caractérisation homologique (L-ML 1, 

III, Prop. 3.8) à l’aide des Ext. Cependant, il n’y a pas, à notre connaissance, 

d’analogue gradué de ces notions. 

Dans le présent travail, nous introduisons, à l’aide de la notion de suite 

régulière-relative de Mario Fiorentini [FIO], la notion de suite M-régulière- 

homogène d’éléments homogènes de degrés strictement positifs d’un anneau gradué S 

( t e 3 ‘*en passant”, celle de suite régulière d’éléments d’un A-module M ), puis 

celle de J-profondeur-graduée d’un S-module gradué M (où J est un idéal gradué 

de S ) et nous donnons (Théorème 3.13)) à 1 ‘aide des Ext gradués de Serre C FAC], 

une caractérisation homologique de la profondeur graduée. 
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2. Suites régulières-homogènes 

Dans cette section et la suivante, E,k désignera @ Ei . - i>k 

2.1. DÉFINITION. un anneau commutatif gradué, S-module 

gradué. Une suite (fi)l<i<n d'éléments homogènes de degrés strictement positifs - - . 
est une atike M-~bp.h.~~-h~m~@z~ si et seulement s'il existe un entier 

k c N pour lequel (fi) est M-régulière relativement à M zk ' 

2.2. DÉFINITION. Soient un anneau commutatif et A-module. 

Une suite (fi)lri<n d'éléments de M sera dite &.ùXe h@..&.&e dW&menh du - 

A-modukh M si et seulement si la suite (fi)l<i<n image de (fi)lii<n par l'ap- - - 

plication canonique M -+ SA(M) est une suite A-régulière-homogène d'éléments de 

puissances symétriques de M . 

Lorsque M=A, on retrouve la définition usuelle de suite régulière comme 

le montre la proposition suivante. 

2.3. PROPOSITION. Soient un anneau commutatif, A-module, 

(fi)lrig une suite d'éléments de A , (n.) 1 biin une suite d'entiers strictement 

positifs. Les conditions suivantes sont équivalentes: 

‘) (fi) l<icn est N-régulière, 

2, CfiTni) l<i<n - - 
(comme suite d'éléments de AIT] ~‘ri SA(A) est 

A[T] gA N-régulière relativement à 
k T A[IT] QP N pour k > max{ni ] 1 I i 5 n} , 

3, est ACTI @jA N-régulière relativement à k T ACTI %A N 

pour k>l. 

PREUVE. 1) ===> 2) 

n. ii-1 ' il suffit de 

( > * 

ni+1 
. La multiplication par fi+lT étant homogène de degré 

montrer que, quel que soit k>l,et mCN, 

ni+1 k. 
f T itl (Tk@m) = c (fjTnj)(,' 

lij<i 
@ mj) 

(où k. = n 
3 

itl t k - n. 2 0 ) , alors 
J 

C**l Tk ob m c 1 (f.Tnj)(ATkBnj @ N) k 
lijii 3 

=AT ~ c fjN. 
1rjCi 

mi C N , si 



Mais (*) implique que fi+lm = 1 f.m. , 
J J 

ce qui, compte tenu de l), implique 
l<j<i 

que m c 1 fjN , d'où (**) . 
lijii 

2) ZZZ> 1) . Si f i+lm c 1 fjN , alors 
lrj<i 

ni+1 k. 
f T itl (Tkem) c 1 

lij<i 
(fjTnj)(AT ' @ NI (k 2 1) 

(où k. = n 
J 

itl t k - n. > 0 ), d'où, par 2) 
3 

Tk mm c 1 
k-n. 

15 j5i 
(fjTnj)(AT J @ N)'= ATk dc 1 fjN 

lij<i 

ce qui implique que m c 1 fjN . 
lij<i 

2) <==> 3) . Utilisant 1) <==> 2) et le fait que (fi) l<i<n est 

N-régulière si et seulement si est N-régulière (CMORI, Cor. 1 du 

Th. 1 et Cor. 1 du Th. 2), on conclut. 

2.4. REMARQUE. La condition k 2 R = max{ni 1 1 2 i I n} est nécessaire 

en 1) ZZZ> 2) comme le montre l'exemple où A = N = Z , fl = 2 , f2 = 3 , 

=2=n2 et k=1<2=R 2 
"1 

car 3T (2T) est élément de 

2T c TZCTI mais 2T $ 1 2 f.T 
l<jrl ' 

(Z[T]) = 2T'ZcTl. 

1 f.Tnj(TZIT1) , 
lij<l J 

Les trois propositions qui suivent (2.5, 2.6, 2.8) font voir des liens en- 

tre régularité et régularité-homogène dans le cas où interviennent des modules lo- 

calement libres, ce qui nous servira dans un travail ultérieur de nature plus 

géométrique. 

2.5. PROPOSITION. Soient A un anneau commutatif, (fi)lcirn une suite 

d'éléments de l'idéal engendré par cette suite. 

Si 1 est un A-module libre de rang 1 (c'est-à-dire si 1 = Af est 

principal et engendré par un élément régulier), alors les conditions suivantes sont 

équivalentes 
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‘) (fi) I<i<* est A-régulière relativement à 1 , 

2, (fi/fl l<i<* est A-régulière (où fi/f dénote l’unique y C A tel 

que fi = fy ), 

3, (fi) I<i<* est une suite régulière d’éléments du A-module 1 

(Déf. 2.2). 

PREUVE. 1) <==> 2) . Résulte des définitions. 

2) ZZZ> 3) . On a un isomorphisme A-, 1 : a*af qui donne lieu à un 

isomorphisme SA(A) -+ SA(I) par lequel la suite (fi’f) l-Ci<* d’éléments de - 

‘ACA) 1 est envoyée dans (f) i lG.<n ’ suite d’éléments de ‘A(I>1 d’où, compte 

tenu de la Proposition 2.3 pour la troisième équivalence ci-dessous: 

(fi) I<i<* est une suite régulière d’éléments du A-module 1 si et seu- 
- - 

lement si: 

(f 1 i liiin est une suite S,(I) -régulière relativement à SA(I),1 (voir - 

Remarque 2.7) , 

(fi’f) I<i<* est une suite SA(A) -régulière relativement à SA(A),1 , - 

(fi/f) I<i<* est une suite A-régulière. 

2.6. PROPOSITION. Soient un anneau commutatif, une suite 

d’éléments de A et 1 l’idéal qu’elle engendre. Si 1 est un A-module locale- 

ment libre de rang 1 Y alors les conditions suivantes sont équivalentes 

‘) (fi) I<i<* est A-régulière relativement à 1 , - 

2, (fi) l<iK* est une suite régulière d’éléments du A-module 1 . 

PREUVE. Il est aisé de voir qu’une suite est M-régulière relativement a N si 

et seulement si la suite localisée en chaque idéal premier p est Mp-régulière 

relativement à N 
P l  

Utilisant ce fait et l’observation que SA(I) 
P 

z SA (1 ) 
P p 

, 

on se ramène à la Proposition 2.5. 

2.7. REMARQUE. Dans la preuve de la Proposition 2.5 (et donc implicite- 

ment dans celle de la Proposition 2.6), nous semblons ne pas utiliser explicitement 

la définition de suite régulière d’éléments d’un module donné en (2.1) car la dé- 



finition de suite régulière-homogène fait intervenir un entier strictement positif 

k quelconque alors qu’aux endroits précités, nous nous sommes permis de prendre 

k= 1. En fait, nous pouvons nous permettre ceci pour des suites d’éléments homo- 

gènes de degré 1 de l’algèbre symétrique d’un A-module libre de rang 1 . En 

effet, comme alors ‘A(I) J ‘AcA) et ACTI sont isomorphes nous sommes ramenés à 

vérifier que les conditions suivantes sont équivalentes pour une suite donnée 

(ai) 1-c i<n d’éléments de A : - - 

‘) (aiT) 1s i<n est A[T&régulière relativement à TktiTl . - 

2, (aiT) l<i<n est ACTI-régulière relativement à TACT] . - - 

On peut se limiter dans la vérification à des éléments homogènes. 

2) ZZZ& 1) est trivial. Supposons donc 1) vérifiée. Soit P un élément homo- 

gène de ACT1.1 - et i c {i 1 0 I i I n-l} tels que (ai+lT)P C 1 (ajT)ACT1 si 
jii 

deg(P) 2 k . on a forcément P c xT],k et 

(a i+lT)P f 1 (ajTIACT1>k 9 
jri - 

l’hypothèse 1) permet alors de conclure que 

P c 1 (a*T)ACTI ; 
jCi J 

d’autre part, si deg(P) = r < k , on a PTk-r f A[T]>k et 

(a i+lT) IPT k-r) C 1 (ajT)ACTI,k 
jii 

- 

l’hypothèse 1) permet alors de conclure que 

Il existe donc des éléments 

(PTkmr) c  1  (ajT) M  TI l  

j<i 

yi 
(j 2 i) tels que 

d’où 
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P = 1 (ajT)y.T r-l 

jii J 
C 1 (ajT)AITI 

jii 

car r21. 

2.8. PROPOSITION. 

bre de rang 1 , 

n. 
1 

= deg(fi) 2 1 

M dans A , N 

morphisme compas é: 

(f i 

de 

> lsi<n 

SA(M) 

un 

Soient A un anneau commutatif, 

une suite d%l éments homogènes de degrés 

9 (6 > i,j Iii%, 

le et pour 1 < 

15j5ni 

iln 

une fami Ile d%somorphismes de 

image de 

M un A-module li- 

f. 
1 

par Viso- 

S 
@ni 

(M) + M dJ 
@ni 

A -A +A 

(où $ = e C$l. . ) . 
l<irn l'J 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes 

l<j5ni 

‘) (fi) 1-c-i-q est une suite N-régulière-homogène d'éléments de puissan- - - 

ces symétriques de M . 

2, (gi) l<i<n est une suite N-régulière. - - 

PREUVE. Les $. 
l,j 

ne différant que par un élément inversible, on peut les suppo- 

ser tous égaux à un même $ . Ensuite, identifiant SA(A) à ACTI , on a 

'A($) Cfi) = giTni et on se ramène à la Proposition 2.3. 

2.8.1. COROLLAIRE. Soient un anneau commutatif, un A-module lo- 

calement libre de rang 1 , N un A-module, (fi)lSiin une suite d'éléments ho- 

mogènes de degrés n. 1 = deg(fi) 2 1 de SA(M) et pour chaque p 6 Spec(A) , 

(@i j)l<i<n l<j<n une suite d%somorphismes de M dans A l'image de 
9 -,-- i P p' gi 

fi par 15somorphisme 

Les conditions suivantes sont équivalentes: 

l) (fi)l<icn est une suite N-régulière-homogène d'éléments de puissan- 

ces symétriques de M , 

2) pour tout p 6 Spec(A) , ((gi)p)l<i<n - est Np-régulière. 



3. Profondeur graduée 

Dans cette section, S désigne un anneau commutatif gradué à degrés posi- 

tifs et noethérien, M , N des S-modules gradués à degrés positifs et de type fini, 

J un idéal gradué de S , J c, S+ et les Ext , des Ext de modules gradués au 

sens de Serre ([FAC], $4 .) . 

Rappelons que les Extz(M,N)k sont les foncteurs dérivés des H~msgw,~)k 

(homomorphismes gradués de degré k >- On peut les calculer en prenant une résolu- 

tion de M 

+ Lqtl -+ Lq + . . . -f L” + M + 0 

à l'aide de S-modules gradués libres et de S-homomorphismes gradués de degré 

Le qe module gradué de cohomologie du complexe 

0 -+ HomS(M,N) -+ Hom,(L',N) -+ HomS(L1,N) -+ . . . 

est 

Ext;(M,N) = c9 Ext;(M,N)k . 
kW 

M étant de type fini, Extz(M,N) est bien le Ext ordinaire. 

Rappelons que S (f) est la composante de degré 

(Les notations sont celles de [EGA2], $2 .) 

Si f est un élément homogène de 

du localisé 

sont tous deux égaux à l'homothétie de rapport 

3.2. 

s+ ’ les homomorphismes 

Ext;(N, (Of> > >k et Ext;((of),M),k qcN, kcN - 

K zk = 0 , alors 

LEMME. Si K est un 

0 . 

sf etc. 

Ext;(N,M)>k l  

- 

S-module gradué à degrés positifs tel que 

Ext;(N,K)>k = 0 qcN, kcN*. - 



3.3. LEMME. Soit f un élément homogène de J , M-régulier relative- 

ment à 
M 

%k l  

Alors, K étant le noyau de l f : M -, M et ?I' : M -, K llapplica- 

tion canonique 

est un isomorphisme pour qCN. 

PREUVES. (3.1) est trivial. Dans (3.2), Extz(N,K),k est un module de cohomologie - 

d'un complexe formé de zéros! Venons-en à 3.3. K,k = 0 car f est M-régulier - 

relativement à Yk . De ,la suite exacte 

M OjK-,M-t---tO 
K 

on déduit la suite exacte 

M 
. . . Ext;(N,K) -f Ext;(N,M) -f Ext;(N,$ -+ Ext q+l(N,K) . . . 

qui 9 compte tenu de (3.2) nous donne les suites exactes 

M 
0 + EXt;(N,M)>k -f EXt;(N,$>k + 0 qCN. - 

positif m. 

Soit f un élément homogène de de degré strictement 

*x -module associé à N où X= Proj(S) . 

vantes sont équivalentes: 

1) V+(f) ' u SUPP(%k)) l  

O<k<m-1 

2) L'homothétie de rapport f dans N est nilpotente. 

PREUVE. Remarquons que 

N(k)(f) = (N(k) f>o = (Nf(k))O = cNf)k l  

D'autre part 

Les conditions sui- 
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N(k)(f) = 0 <=> (Vx c D+(f))($k)x = 0) 

<=> D+(f) fl Supp($k)) = 0 

<=> V+(f) 1 Supp($k)) . 

La condition 1) est donc équivalente à cNf)k = ’ 9 0 I k I m-l . 

21 ZZZ> 1) . Si l'homothétie de rapport f est nilpotente, alors 

Nf = 0 et à fortiori (Nf)k = 0 de sorte qu'on a 1) . 

1) ZZZ> 2) . Si cNf>k = ’ pour 0 I k 2 m-l , prenons un RCN 

x C N1 . Comme t = rm + k avec un k tel que 0 < k 5 m-l , x c (Nf)k , d'où 
fr 

X 

-Y = 0 et il existe donc un entier n tel que fnx = 0 ; l'homothétie de rapport 
f 
f dans N est donc presque nilpotente et comme N est noethérien, elle est nil- 

potente. 

3.5. LEMME. Si S est engendré sur SO par Sl , alors, pour tout 

k&Z , on a Supp(%(k)) = Supp(%) . 

PREUVE. Soit p c Supp(%) . Soit R c N et n c NR tels que 0 1 t c N . 
P 

tn = 0 quel que soit t c s\p . 
k 

r C S1\p I PPS,) l  

pour k>O, O+ 7 c %(k)p et pour k I 0 , 0 t n 
rmk 

c g(k) 
S P 

, d'où 

p c Supp(%(k)) quel que soit k c 2 . On montre l'inclusion réciproque de façon 

tout à fait semblable. 

3.6. LEMME. Si S est engendré sur SO par les éléments de Sl , alors 

les conditions suivantes sont équivalentes: 

1) V+(f) = Supp(K) . 

2) L'homothétie de rapport f dans N est nilpotente. 

PREUVE. Conséquence immédiate de 3.4 et 3.5. 

3.7. LEmE. Soit (fi)lii<n une suite d'éléments homogènes de degré 

strictement positif de M S et pour 2 5 i 5 n , posons fi = fi + flM c fi . On a 
1 

alors les conditions équivalentes: 

‘) (fi) I&<n est M-régulière relativement à M,k . - 
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2) fl est M-régulier et (f > 
M 

i 2Ciln 
- -régulière relativement est flM 

M 
à (flM)>k ' 

PREUVE. Résulte de la définition de suite régulière-relative. 

3.8. LEMME. Si Sl\p $I @ , alors, quel que soit k c Z , le S03)-module 

WI 
W 

est de type fini. 

PREUVE. Soient t C Sl\p , (gi)l<i<r une suite de générateurs homogènes de N . - 

Pour 15 i I r , posons 

g' = gi 
(1 C+l 

k-deg(gi) 
é Nuo 

P l  

On remarque que gi C N(k) 
(PI 

. Soit : C N(k) 
(PI 

avec deg(n) = deg(s) + k . 

Alors n = 1 sigi avec si C S deg(nl -deg(gil 
d'où 

l<i<r 

n 'igi 
-z 1 -= 
S l<i<r ' 

1 

l<iSr 
(>) (+)deg(gil-k l g; 

et on vérifie que 
deg(gi) -k 

est un élément de S 
(PI 

(deux calculs de de- 

grés à faire s 

3.9. 

u = {g 

et t c  s, \p l  
On a alors des isomorphismes gradués de degré 

ivant que deg(gi)-k 2 0 ou deg(gi)-k I 0 ). 

Supposons 

gc s 9 g homogène, g C p) , -il :s+ v= WJ) J 

m l'idéal maximal de S 
(PI 

@ N(k)(p) -t ÜlN 
kCZ 

-1 s S 
v 'd -f (m) CT]) T 

et un homomorphisme injectif 

S 
c-3 + v  

-1 s 
P 

c-3 l  

P 

(1) 

(21 

(3) 

(4) 



PREUVE. Le premier isomorphisme est évident vu que 

(U-lN)k = IF 1 wa-0 = deg(s) + k , n C N , s C N homogènes) Ç N 

donc (U-‘N), = 
Nuo @) l  

Pour le second, on remarque d’abord qu’on a un isomorphisme 

NPN) (W &)) + WN 

En effet, l’inclusion pN -+ N donne lieu aux inclusions (W (k) + N(k) 9 

(pN) (k) p  -f No, 9  WN) (k) (p> + N(k) (p) l  Or 
tout élément de (pN) (k) (p) est 

somme d’éléments du type pn/s où p C p et p,n9s sont homogènes. Alors 

WI (p) l  
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pn = (A) (nt deg(p) 

S ,deg(p) S 
> c m(W) (& 

et réciproquement tout élément de mww (/$ est image d’un élément de (PN) (k) (/q l  

Ensuite, prenant la suite exacte 

N 

o+pN+N+P+o’ 

on trouve les suites exactes 

0 -+ WI (k) @) +- N(k) oq + U$l W) (p) + 0 

mais comme ((pN) W) (p) - wum @) 3 on a 

($p) 1 N(k) (PI 
(PF mNCk) @)) l  

De plus, les S-modules pN et 
N 
F 

sont de type fini car N est 

noe thérien. On peut donc leur appliquer (1) et on obtient un diagramme commutatif 
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@ N(k) - 
kGZ w  

/ 

U-lN 

mais l'isomorphisme du bas est aussi un U -1 s 
F 

-isomorphisme et comme les anneaux 

u-1(3 ' -IL s 
V (,) sont isomorphes (CAC121, II $2, no 5, prop. ll), on a enfin 

u-l(;) = u-h BS (g) 

-1 s =v ‘PS” = V -1 s (--$ Rs (;) Rs N = 

P 

= v-y&) . 

P 
Pour démontrer l'isomorphisme (3), considérons le diagramme 

/ 

S’ 

\ 

1-I 

IS’ TT1-I 

S (où S’ = -) 
P 

\- 
(PI 

L ‘A, T 

où, pour x c s; 9 P(X) = 
(x/tr)Tr 

1 ; si x c V , alors u(x) est inversible et 

(Ao son inverse est - . v De plus, if- est gradué de degré 0 . Il existe donc un 
T' 

et un seul homomorphisme gradué de degré 0 , @ , rendant commutatif le diagramme 

ci-dessus (CAC121, II $2, no 9, prop. 22). Cet homomorphisme est bijectif: sur- 

jectif car tout élément homogène de (S 
(p)'T1)T s'écrit sous la forme 

Wg) + 
k 

TL 
= qJ("t) 

& 



c 

et injectif car suivant qu'un élément homogène G de V% soit de degré k po- 

sitif ou négatif, son image sera (s/gtk)Tk g 
1 ou 

zéro, on aura dans le cas kr0 une puissance R de T telle que 

wk/g> 
T-k 

; si cette image est 

(s/gtk)Tk'# = 0 dans S@)[T] , d'où s/gt k = 0 dans S* 
(PI 

d'où l'existence d'un 

dP tel que us = 0 , donc s/g = 0 ; le cas k<O se traite de façon sembla- 

ble. Pour prouver (3), il ne reste plus qu'à se servir de (5) pour conclure que 

S' 
(PI 

= (2) 24% 
P(P) m' 

Finalement, S pour montrer que --f V -1 s -- 

Ici 
(F) est injectif, prenons s/l = 0 : 

il existe alors x C V tel que xs = 0 , c'est-à-dire il existe x < U tel que 

xs C p , mais x 4 p donc s c 13 donc s= 0 . 

S 
Le lemme qui suit permet de faire jouer à (- (m' cT3), le rôle du corps 

des fractions de A@ dans la preuve de la caractérisation homologique de la pro- 

fondeur donnée dans ([AK]) . 

3.10. LEMME. Tout -module gradué de type fini est libre. 

(Rappelons que m est l'idéal maximal de S .) 
(PI 

PREUVE. Soit (el,...,e,) un système minimal de générateurs homogènes de E . 

S'il ne forme pas une famille libre, il existe alors des éléments homogènes 
S 

py “‘Pr de (m [Tl)T m tels que, l'un d'eux, disons Pl , soit non nul et 

c Piei = 0 l  

%) Il existe alors un a 6 m tel que ou bien 
Iii2 

k CXT et alors - e = - 11 c 
l-<iSr 

Piei 

I+i 

d’où 

-1 
-a e=-e 

Tk 
1 

liiir 
'ici 9 

I+i 

ou bien 

p1 = 2- 
Tk 

et alors 2-e = -1 P.e. 
Tk ' l<i<r l ' 
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d'où 

e = -a 
-l -lTk( C ‘ici) ) 

lG<r 
+ 

dans un cas comme dans l'autre on contredit la minimalité de 

3.11. PROPOSITION 

0 Proj(S) -module associé à 

non nul de degré supérieur 

PREUVE. Puisque V-'(g) 

I I 

Si Sl\p = Q et si p Supp@) où N est le 

N et k c IN* , alors il existe un homomorphisme gradué 

S à k: (P:N+--. 
P 

est un V -1 s $+-module et que 

(en vertu du Lemme 3.9), V -1 N (3) est un V -1 s $)-module libre (Lemme 3.10). De 

plus, comme 

(par le Lemme 3.9) et N(k) 
(PI 

est un S 
(P) 

-module de type fini (Lemme 3.8) et 

S 
(PI 

est noethérien (vu que S l'est par 3.8 appliqué aux sous-modules de S qui 

sont de type fini), on peut appliquer le lemme de Nakayama, d'où, de x(k) 
P 

= 0 

(car Supp(3) = Supp(x(k)) , Lemme 3.5), on conclut que x(k) 
P 

= m%(k) 
P l  

Donc au- 

curie composante homogène de V -1 N (-) n'est nulle, à fortiori V -1 N 
PN 

(-) f 0 . 
PN 

On peut alors, à partir d'une base de V -1 N (-$ formée d'éléments homo- 

gènes (une telle base existe comme le montre la preuve du Lemme 3.10), définir un 

V -1 s (--$-homomorphisme gradué non nul de degré 0 

$1 : v 
-1 N 

(-3 -+ v 
-1 s 

PN 
(j3) . 

Soit (y,,..., y,) un système de générateurs du S 3 -module N 
pN 

et soit 
. 

(yi/L) = 2 et h = ( II hi)f-l (où f C s,\p , TC ; , 1 2 k ) . Alors le 
i l<iSr 

S 3 -homomorphisme composé 



$2 
h@l : N -f N_t ,-+~)- 

PN PN 
v-l (F) 

S est gradué de degré supérieur à R et non nul car h 1 0 et - 
P 

est intègre. ' 

De plus, $2 a pour image un sous-ensemble de l'image de S --+ v-y) , 
P 

est injectif (Lemme 3.9) et on peut donc définir 

à l'aide de $2 l  

. 
@ est gradué de degré deg(h) 2 k . 

3.11.1. COROLLAIRE. Sous les hypothèses de la proposition précédente, il 

existe un entier S 1 Z. k tel que, pour tout i 2 l , Hom(N, p)i = 0 . 

PREUVE. Il suffit de remplacer le R de la preuve de la proposition précédente 

(dans la définition de h 1 par iZR. 

3.12. PROPOSITION. Supposons S engendrée sur SO par Sg , k 6 N* , 

V+(J) = sUpp(~) . Si HOm&M)>k = 0 , alOrS ASS(M,k) n V+(J) = @ . - - 

PREUVE. Soit p c V+(J) n Ass(M,k) . Le fait que p f Ass(M,~) implique que p - 

est l'annulateur d'un élément homogène de M,k (CAC121, II $3, no 1, cor. de la 

prop. 1). Comme (M,k) = 0 pour n < k , cet élément homogène est de degré supé- - 

rieur à et il existe donc un homomorphisme gradué de degré supérieur à 

k: LM et non nul. 
P zk 

Le fait que P f V+(J) = SUPP& implique que l'hypothèse de la Proposi- 

tion 3.11 est satisfaite (S,W = 4 car S est engendré sur SO par Sl ) et il 

S existe donc un homomorphisme gradué de degré supérieur à k : N + - 
P 

(non nul); donc 

l'homomorphisme composé 

S N-+-+M -+M 
P >k 

qui est gradué de degré supérieur à k (même à 2k ) contredit l'hypothèse. 

3.12.1. COROLLAIRE. Sous les hypothèses de la Proposition 3.12, si 



V+(J) n Ass(M,k) + C$ , alors pour tout Æ 2 k , Ho~S(N,M),~ t 0 . - 

3.13. THÉORÈME. Sous les hypothèses de cette section et supposant S 

gendré sur SO par SL 9 les assertions suivantes sont équivalentes. 

1) Ext@,M),k = 0 pour q < r et tout S-module de type fini N tel 

que suppm = V+(J) ; 

2) EXt;(N,M)>k = 0 POUr q < ‘r et un S-module de type fini N tel que - 

SuppCN) = V+(J) ; 

3) Etant donnée une suite (fi)l<i<n d’éléments homogènes de J M-régu- - - 

lière relativement à Tk , il existe une suite (fi)n+l<i<r d’éléments homogènes - - 

de J telle que la suite prolongée (fi)l<i<r soit M-régulière relativement - - 

à M zk ’ 

4) Il existe une suite (fi)l<i<r d’éléments homogènes de J M-régulière - - 

relativement à M,k . - 

PREUVE. 1) ===> 2) : S Il est aisé de voir que J est un S-module de type fini 

tel que Supp(;) = V+(J) . 
S 

2) est alors conséquence de 1) avec N = J . 

2) ZZZ> 3) : 

à démontrer. Supposons 

Procédons par récurrence sur 

de la proposition 3.12 que 

r>l. Si n = 0 , comme 

r . r =o, il n’y a rien 

HOms(N,M)>k = 0 , il résulte - 

Ass(Yk) n v+(J) = 4 ; donc pour tout - 

J + p . Mais %k est noethérien, donc Ass(Yk) est fini, d’où 

JQ U P l  

pcAss  (q,) 

- 

Il existe donc fl c J 9 homogène, tel que 

p c Ass(M>k) 9 - 

Mais alors fl est Yk-régulier, ce qui revient à dire M-régulier relativement . 

à M >k l  

Le reste de la preuve pour n = 0 revient donc à la preuve pour n 2 1 

que voici. 

Prenant la suite exacte 



Pi.eme hmimd 

l f1 O--U(+M- M 
M+ f,M+' 

on en déduit la suite exacte 

.t M 1 o-t-- M 
K M-+ f,Mj' 

d'où la suite exacte 

E+u4 M i -f Ext~(N,TM)i -) ExtS 
1 

q+l(N,;)i i20. 

Du Lemme 3.3, il résulte que 

Ext;+' w  9 ‘K i r3 Ext;+l(N,M)i i>O, 

d'où, par l'hypothèse de Z), il résulte que Ext;+l(N,;)>k =0 pour q<r-1; - 
M pour de tels q on a aussi Extz(N,M),k = 0 d’où Ext(N,M/>k = 0 pour - 1- 

q < r-l . Posant q= fi t flM , il résulte du Lemme 3.7 que (f 1 1 2<i<n est une - - 
M 

suite T 
-régulière relativement à M 

(flM"k et on est donc en mesure d'appliquer 

l'hypothèse de récurrence: on trouve ainsi une suite M 
flM -régulière relativement 

M 
à (flM'>k ; appliquant le Lemme 3.7 à nouveau on a la suite (fi)l~i<r cherchée. 

3) ZZZ> 4) ; C'est le cas n = 0 de 3) qui nous donne 4) . 

4) ZZZ> 1) : Procédons par récurrence sur r , le cas r = 0 étant tri- 

vial. Soit (fi)l<i<r une suite - - M-régulière relativement à M,k formée d'élé- 

ments homogènes de J . Comme fl est M-régulier relativement à M,k , on a les - 

suites exactes 

qui donnent lieu aux diagrammes commutatifs 



‘III 

0 -f HomS(N,;)>k-i, H""S w,M),k - 

et 

compte tenu des Lemmes 3.3 et 3.1. 
M Mais dans fi , la suite (fi)2<i<r est 

M M 1 

flM 
-régulière relativement à (-) flM 2k (Lemme 3.7) d'où, par l'hypothèse de ré- 

currence, Ext;(N,&>k = 0 pour q < r-l ; l'application 
1 

EXt; (N,M) >k 
l f1 

- -----* Ext;(N,M),k (1) 

est donc injective pour q < r . D'autre part, SUPP(% 5 V+(J) c_ V+lfl) car 

fl c J d'où par le Lemme 3.6, l fl : N -+ N est nilpotente et par suite (Lemme 3.1) 

Fhomothétie (1) est nilpotente; comme elle est déjà injective, on voit qu'elle est 

nulle d'où Extz(N,M),k = 0 pour q < r . - 

3.13.1. REMARQUE. Dans 4) ZZZ> 1) , l'hypothèse SuPP(@ ‘ V+(J) - peut 

être remplacée par SUPP(% = V+(J) - car on arrive alors aussi à la nilpotence de 

(1) Y seul endroit où cette hypothèse nous a servi. 

3.13.2. COROLLAIRE. Sous les hypothèses du Théorème 3.13, deux suites 

M-régulières relativement à M,k qui sont maximales et formées d'éléments de J - 

ont le même nombre p(k) d'éléments. 

PRHJVE. p(k) = inf(q c IN 1 Extq$ M) t 0) SJ'zk l  

3.13.3. COROLLAIRE. Deux suites M-régulières-homogènes d'éléments de J 

qui sont maximales ont le même nombre p d'éléments. 



P.ime Buuchcvtd 

PREUVE. P = sutiPu0 1 k c IN*} . 

Nous sommes maintenant en mesure de définir la profondeur graduée. 

3.14. DÉFINITION. Sous les hypothèses du Théorème 3.13, pour k c N , 

nous appelons k-pa@zdecLtL gtradu&e de M patr. tLapputi a J , notée k-profgradJ(M), 

le nombre p(k) d'éléments d'une suite M-régulière relativement à %k d%lé- 

ments de J qui soit maximale. 

3.15. DgFINITION. La p4o@ndewt g4aduQ’e de M par trapputi d J , notée 

profgradJ(M) 9 est le nombre d'éléments d'une suite M-régulière-homogène d'éléments 

de J qui soit maximale. 
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