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LES FONCTIONSADDITIVES EN ANALYSE HARMONIQUE 
Jean-Marc Belley' 

1. Introduction 

Dans le problème des moments on cherche une fonction IJ (x> , à variation 

bornée dans (a,b) , dont certains “moments” 

b 
i;(n) = qx) a-0) (n c NI 

a 

sont donnés; les JT~(X) étant des fonctions continues données. Lorsque, en parti- 

culier, 7Tn(x) = xn (ncn\J) 9 il s’agit des moments d’une distribution de masses 

ou de charges électriques, comme on les définit en physique. Encore, si 
. 

7rn(x) = einx (n c Z) , il s’agit du problème des moments trigonométriques 

I 
2rr 

h = qx1 a-w (n c a 
0 

qui admet une solution si et seulement si la suite 

dans le sens que 

1 c(n - m)cnFm 2 0 
m,n 

quelle que soit la suite finie de nombres complexes 

ti;(n)l 

C n ’ 

est de type positif 

Bochner a résolu le pro- 

blème des transformées de Fourier analogue au problème des moments trigonométriques. 

Ce résultat s’énonce de la façon suivante: 

’ Texte de la conférence prononcée au XVI e Colloque des mathématiciens du Québec, 
à Sherbrooke, le 17 octobre 1981. 
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THÉORÈME (Bochner) . Pour que la fonction p(t) (a < t < m) admette 

la représentation 

p(t) = 
L 

eist dl-l (SI 

avec une fonction (unique) u(t) réelle, non décroissante et bornée, il faut et 

il suffit que p(t) soit continue et de type positif au sens classique. . 

REMARQUE. Une fonction p(t) (- < t < cq est dite de ;type pokaX6 au 

c p(t, 7 tm)cnFm 2 0 
m,n 

pour toutes suites finies (t,) et (c,) de nombres réels et complexes, respec- 

tivement. 

Il y a cependant des fonctions de type positif au sens classique qui sont 

discontinues et pour 1 esquel les la représ entation de BO chner n’est pas valide. 

Par exemple, 

p(t) = 

est une telle fonction. 

tente d’une algèbre 

p(t) (-00 <t <q 

0 si -oo < t < 0 

1 si t=O 

0 si Oct<” 

Pour ces fonctions, E. Hewitt a proposé, en 1953, l’exis- 

d’ensembles boréliens dans 

admette la représentation 

p(t) = 
P 

. 
e lst dl,r(s) 

-00 

au moyen d’une fonction additive p : M + C&m) , si et seulement si 

type positif au sens classique (voir 

R J telle qu’une fonction 

p(t) est de 

C141).. Même si cette conjecture est fausse 

(voir [ll, au bas de la page 3791)) il existe une version corrigée, démontrée en 

1980 (voir C7, p. 2741)) où 1 ‘algèbre est choisie en fonction de p(t) l  

pour obtenir ce résultat et sa généralisation, il nous faut un théorème de repré- 

sentation. 
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2. Un théorème de représentation 

Soit X un 

Etant donné une algèbre 

espace compact séparé et soit 

X , nous écrivons C&A) 

la famille des boréliens 

A de sous-ensembles d’un ensemble dense 

pour la classe des fonctions à valeurs complexes 

définies sur S qui sont limite uniforme de fonctions simples A-mesurables, et 

nous écrivons IE pour la fonction caractéristique de E c X . L’importance de 

la classe C(S,A) réside dans le fait que pour qu’une fonction f y appartienne, 

il est nécessaire que l’intégrale f du existe pour toute fonction additive bor- 

née 1-I :A-+c (voir HO, p. 2931) ; où l’intégrale est définie au sens de la con- 

vergence Moore-Smith (voir C20, pp. 410-4041 et C18, pp. 183-1911) . Nous allons 

désigner la classe des fonctions continues sur X par C(X) . Une fonction addi- 

tive p : A -+ c est dite &Qu&&e dans A si, pour E > 0 et E c A quelcon- 

que 9 il existe a,b > 0 et f,g c C(X) à valeurs réelles, tels que les ensembles 

K={xCS: f(x) < a} et V = {x c S : g(x) < b} ont les propriétés: 

i> K,V c A , 

ii) KcEcV,et 

iii) 11-1[ (V\K) < E où 11-11 est la variation totale de 1-1 . 

Une fonctionnelle linéaire L définie sur C(X) est dite nun &gCCtivQ si 

L(f) 2 0 pour toute fonction continue f : X -+ [O,a) . Pour une telle fonction- 

nelle, on a obtenu dans C7 , p. 2701 ce théorème de représentation, analogue à ce- 

lui de Riesz, pour les fonctions additives. 

THÉORÈE 2.1. Soient S dense dans un compact séparé X et L une 

fonctionnelle linéaire non négative bornée définie sur l’espace C(X) avec norme 

supremum usuel 1 e. La classe A des ensembles E n S tels que E c S(X) et 

inf {L(f2 - fl) : fl < IE 5 f2 ; fl,f2 c C(X)) = 0 

f15f2 

est une algèbre d’ensembles pour laquelle fis c C(S,A) pour tout f c C(X) , et 

il existe une seule et unique fonction additive X : A -+ CO& , bornée et régu- 

lière, telle que 
i S 

fis dX existe au sens de la convergence Moore-Smith, et est 

égale à L(f) pour tout f c C(X) . 



C’est ce théorème qui nous a permis, dans [7], de démontrer notre version 

corrigée de la conjecture de Hewitt sur le “problème des moments” généralisé au 

cas des fonctions additives. 

3. Le problème des moments 

Soit G un semi-groupe commutatif avec opération additive + Y et soit 

Tr = (7T 2 : z f G} une famille de fonctions dans C(X) telle que 

7T X 
utv ( > = ~,(x)?r,(x) (x c X ; u,v c G) . Ecrivons F,(X) pour l’espace, avec 

norme supremum, des combinaisons linéaires d’éléments de 7~ , et soit Fr(X) la 

fermeture dans C(X) de Fn.(X) . 

1 m~zw pour f(x) , où ^f 
zc G 
On dit qu’une fonction p : G -+ (II 

Si f est un élément de $.p> Y écrivons 

Z> = 0 sauf pour au plus un nombre fini de z . 

est de ;type puntid pak happuhf: à l-r lorsque 

1 BZ)P(Z) 2 0 pour tout f c FT(X) avec f 2 0 . Soit M(S) 1 *ensemble des 
zc G 
couples (X,A) où l’algèbre A (dans les boréliens de S) est telle que 

pour tout f C C(X) , et x : A+-@, est additive, bornée et régu- 

Nous avons le résultat suivant pour les fonctions de type positif par 

rapport à 7T (voir [8, p. 107-J) qui généralise la version corrigée que l’on re- 

trouve dans [7 , p. 2741, de la conjecture de Hewitt pour les fonctions de type 

positif au sens classique. 

THÉORÈME 3.1. Soit linéairement indépendant dans 
C(X) l  

Pour 

qu’une fonction. p : G -+ UI soit de type positif par rapport à 7T Y il est néces- 

saire et suffisant qu’il existe un couple tel que x est à valeurs 

non négatives et 

P(Z) = Tz(Sl dUsI 0 c GI 
S 

où l’intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith. Lorsque 

F Tr = CU) Y on peut prendre pour A la classe des ensembles E II S avec 

E c g(X) et 



infIl 1 (h(z) - &z))p(z>l : g 5 IE 
zC G 

et dans ce cas on est assuré de l'unicité de 

h ; g,h c Fr(X)) = o ; 

EXEMPLE 3.2. Soient 

il G un groupe commutatif localement compact avec identité e , 

ii) S le groupe dual à G , 

iii) X le compactifié de Bohr pour S et 

iv) 7r la famille des caractères x -+ ~T~(X) définis sur X (z f G) . 

On peut montrer qu'une fonction de type positif au sens classique est nécessaire- 

ment de type positif par rapport à IT . Puisque par le théorème de Stone- 

Weierstrass, TT F = C(V 9 on déduit du Théorème 3.1 Fexistence d'un couple 

(X,A) c M(S) tel que X et A sont invariants par rapport aux translations 

(c'est-à-dire, E t s c A et X(E t s) = X(E) pour tout E c A et tout 

s C S) et 

1 
0 si z+e 

S 
nz dX = 

1 si z=e. 

EXEMPLE 3.3. L'ensemble S = N (ou CO,m)) est dense dans le compacti- 

fié de Bohr X pour le groupe topologique Z (ou IR) . Par le Théorème 3.1, on 

peut montrer l'existence d'un couple (X,A) c M(S) tel que A et A sont inva- 

riants par rapport aux translations, fis c C(S,A) pour tout f c C(X) , et 

zs db(s) = 1 0 si z+l,O<lzl<l 

S 1 si z=l 

où l'intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith. 

EXEMPLE 3.4. Soit S dense dans CO,11 P :IN-+4 tel que 

c ( c 
k=O itj=k 

cijp(k)) > 0 

pour toute suite finie (Ci) C (c . Par le Théorème 3.1, on peut montrer l'exis- 

tence d'un couple (X,A) c M(S) tel que 
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P(k) = 
i 

xk d.A(x) 
S 

où l’intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith. Lorsque S est dé- 

nombrable, on peut facilement montrer que X n’est pas o-additive. 

Le Théorème 3.1 sert aussi à caractériser M(S) 

4. Une caractérisation de M(S) 

La &unh@mEe i : G -+ UI pm ttapputi à IT du couple @,A) 6 M(S) se 

définit par 

u > Z = rz dX @CG) . 
S 

Nous écrivons J+.p pour l’espace des combinaisons linéaires de fonctions de type 

positif par rapport à r . Pour cette classe de fonctions, nous avons le résultat 

suivant (voir C7 , p. 2751) . 

THÉORÈME 4.1. Pour que p soit élément de BT(G) , il est nécessaire et 

suffisant que p soit la transformée par rapport à n d’un couple dans M(S) . 

Ce résultat nous donne la caractérisation suivante de BT(G) , qui géné- 

ralise celle d’Eberlein pour les fonctions cutinueh de type positif au sens clas- 

sique définies sur un groupe commutatif localement compact (voir [19, pp. 32-341 

et l7, p. 2751). 

THÉORÈME 4.2. Pour que p soit élément de BT(G) , il est nécessaire et 

suffisant qu’il existe une constante K > 0 pour laquelle 

1 c %)P(Z) 1 2 K sup(lf(x)l : x,c XI 

pour tout f c Fn(X) . 

Soit {akn : k , n = 0,+1,+2,...) c Q: tel que 1 laknl < 00 (k = O,il, 

+2 , . . . 1 et soit &A) c M(T) , où T = {z c (c : 1 zI = 1; est le groupe des ca- 

ractères pour z . Si l’on pose 1-I pour la transformée de Fourier-Stieltjes 
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ih> = z” dcr(z) 9 
T 

alors la somme 

existe pour tout kc Z. La question à laquelle on veut répondre maintenant con- 

siste à savoir quand, pour (p,A) C M(T) quelconque, il existe (v,El c M(T) 

tel que 

Le résultat suivant démontré dans [ 7, pp. 277-2781 à partir du Théorème 2 .l nous 

permet de dire qu’il existe un tel couple (v,E) C M(T) lorsque la fonction 

k+ c 
int 

n akne 
est dans BT(Z) pour tout t C [0,271) . 

THÉORÈME 4.3. Soit G un groupe commutatif localement compact avec 

groupe dual S et soit OJ 
Z 

: z c G} une famille de fonctionnelles bornées sur 

BS(G) par rapport à la norme supremum. Pour que la fonction z -f Lz($ soit 

dans BS(G) pour tout (p,A) < M(S) , il est nécessaire et suffisant que la fonc- 

tion z + Lz(s) soit dans BS(G) pour tout caractère s C S défini sur G . 

Un résultat semblable pour le cas (plus difficile) où BS(G) est remplacé 

par le sous-espace des fonctions continues dans BS(G) 9 se trouve dans C3, p. 3291. 

Là aussi la démonstration repose sur le Théorème 2.1. 

EXEMPLE 4.4. Soit {(vz,Az) : z C G) dans M(S) où G est un groupe 

commutatif localement compact avec groupe dual S . Pour que la fonction 

z + 1 i;(w, dvz(w) 
JG 

soit dans BS(G) pour tout (p,A) C M(S) , 

les fonctions 

il est nécessaire et suffisant que 

z -f Vz(s) (s c s> 
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soient dans 
BS(G) l  

EXEMPLE 4.5. Soit (w3 

localement compact avec groupe dual 

dans 

s . 

M(G) où 

Pour tout 

G est un groupe commutatif 

(p,A) 6 M(S) , la fonction 

est un élément de 

z-, 
1 

G(Z - w) dv(w) 
G 

BS(G) l  

5. Un résultat ergodique 

Soit S un groupe commutatif localement compact avec groupe dual G et 

compactifié de Bohr X . Si l'on prend pour TT la famille G des caractères dé- 

finis sur S , on peut montrer que BG(S) c C(S,A) (voir C61). Pour le couple 

(X,A) de l*Exemple 3.2, nous avons démontré dans C53 le résultat ergodique suivant, 

THÉORÈME 5.1. Soit (L$ une suite généralisée uniformément bornée de 

transformations non négatives définies sur l'espace W,N avec norme supremum, 

telle que, pour tout ses, 

1 si S = l'identité 
lim L&)(s) = 

* 6 0 si GfG, G t l'identité. 

Alors, pour toute fonction f c W,N Y 

lim Lô(f)(s) = f dX (s c SI 
6 S 

où l'intégrale à droite existe au sens de la convergence Moore-Smith. 

Soit {Us : s c S} une représentation unitaire de S définie sur un es- 

pace de Hilbert H avec produit scalaire (*,*) . Pour x c H , la fonction 

s -+ (Usx,x) définie sur S est de type positif au sens classique. Alors, par 

polarisation (voir C13, pp. 12-131) la fonction s -+ (Usx,y) est élément de 

BG(S) pour tous x,y c H . Soit P la projection orthogonale de H sur 

{xcH:Ux=x pourtout s(S). 
S 

Blum et a1 r-91 ont considéré le problème 

consistant à savoir quand 
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i> (vsx,y) dm(s) = (Px,y) , où m est la mesure de Haar définie sur 
X 

le compactifié de Bohr X pour S et s -t (Usx,y) est un prolongement de la 

fonction s -f (Usx,y) de S à X , et 

ii) la suite (n, : k = 1,2,3,. ..} c (N a la propriété 

1 N nk lim - c w  
W N k=l 

%Y> = uNY> 

pour tout opérateur unitaire U défini sur H et tous x,y c H (voir aussi 

WI). En appliquant le Théorème 5 .l, nous avons obtenu dans C6l des résultats qui 

généralisent ceux que l'on trouve dans C91, dans le sens que 0 la représenta- 

tion unitaire n'est pas supposée fortement continue avec spectre discret, et 

pour obtenir 

tion 

ii) 

sous forme intégrale, on n'a pas eu à "prolonger" la fonc- 

x . Ces deux résultats s *énoncent comme suit, où X 

est la fonction additive introduite dans l*Exemple 3.2. 

que de S 

COROLLAIRE 5.2. Pour une représentation unitaire 

définie sur un espace de Hilbert H , on a 

où l'intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith. 

COROLLAIRE 5.3. Pour tout opérateur unitaire 

1 N nk lim N c UJ %Y> = (%Y) 
N- k=l 

pour toute suite {nk : k c IN) telle que 

lN nk 0 
lim i 1 2 = 
N- k=l 1 

si I I z =l, 

2 1. = 

iv 
S 

: s c s) 

u : H+H , on a 

41 

quelcon- 

Le Théorème 5.1 nous permet aussi de généraliser un résultat de N. Wiener 

sur la continuité d'une mesure. 



6. La continuité d’une fonction additive 

Soit S un groupe commutatif localement compact avec groupe dual G . 

Représentons un caractère 

et (LAI c M(S) 

quelconque par la fonction s +- <s,G . Si 

est le couple dans 1’Exemple 3 2, alors les fonc- 

tions s + X(3) = <s,S> dX(s) et s -f I;(s) = <s,S> dl-r(s) sont dans C(G,E) 
S G 

et C(S,A) respectivement (voir [7, pp. 276-277-J). Soit i c G . La fonction 

pe 
: G -+ [O,l] définie par 

P:(S) = 
J 

<s,3-:> dX(s) 
S 

est l’élément de C(G,E) pour lequel 

! 0 si 5+T 
P:(S) = 

1 si 9=?. 

h 

Ainsi, on obtient que w  

on a montré que 

Ces 

qui 

est dans E . Dans C4, Théorème 4.1 et Corollaire 4.2-J 

= <s,%;(s) dX(s) (S c G) 
S 

résultats et le Théorème 5.1 ont pour conséquence évidente le théorème suivant, 

généralise ce qu’a fait W.F. Eberlein dans Cl2 3. 

THÉORÈME 6.1. Soient (LE) fz M(G) et Ug) une suite généralisée uni- 

formément bornée de transformations non négatives définies sur l’espace C(S,A) 

avec norme supremum. Pour que 

I-i(W) = lim L&$)(s) (3 c G , s C S) 
6 

et que 

sgG I P(W 1 2 = lim L#~2)(s) (s c SI 
6 
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il suffit que 

1 si 3 est 1 *identité 
lim Lg (!?) (s) = 

6 0 autrement 

pour tout SC s. 

On dit que le couple est cutinu si p(W) = 0 

15 

pour 

tout 3~ G. 

COROLLAIRE 6.2. Pour que (p,E) c M(G) soit continu, il est nécessaire 

lim 
i 

Ii& - w)l 
6 s 

2 d?$s) = 0 

uniformément en w c G pour Zou& suite généralisée (($-,A$) c M(S) telle que 

la suite (X,) est non négative et bornée (en variation totale), avec 

1 1 si g est l’identité 
<s,S dXô(s) = 

0 autrement 
(6.2.1) 

et suffisant que 

pour une sui te UQ,Ag)) ‘ M(S) telle que la suite 0 1 6 est non négative et 

bornée (en variation totale) avec la propriété (6.2.1) ; les intégrales étant au 

sens de la convergence Moore-Smith. 

EXEMPLE 6.3. Soit (p,E) c M(T) où T est le groupe {z c c : lz) = l} . 

Alors, par le Théorème 6.1, 

N . 
y({z}) = lim 1 1 z-‘;(j) 

N+KO N+l jzzo 

pour tout z c T et 

1 II-OZH I 
2 

WI 
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Ainsi, 1-1 est continue si et seulement si 

-Ji y l{(j)12=0. ” N+I j=. 

Ce résultat que l'on retrouve dans C4, Corollaire 4.31, est une généralisation 

d'un théorème de N. Wiener pour la continuité d'une mesure sur les boréliens de 

T (voir LXI). 

7. Les points fixes en théorie ergodique 

Soient S = N ou CO& , G le groupe dual à S U (-S) , 

(O&) = WI une suite généralisée telle que la suite ($1 est non négative 

et bornée (en variation totale) et 

l 1 si !Z=O 
lim X6(3) = 
6 0 si ^s c G\{O) . 

Soit x0 élément d'un espace de Hilbert réel H avec produit scalaire (o;) 

et soit $o : H -f H (a c S) d es transformations (non nécessairement linéaires) 

telles que 

i) pour tout y c H , les fonctions o -+ ($ox,,y) sont continues et in- 

tégrables (au sens de la convergence Moore-Smith) par rapport aux couples (x6 ,Ag) 9 

et 

ii) an (~~+sxodb(pol existe uniformément en ses. 
CJ- 

Si (v,A) est un couple quelconque dans WI , nous écrivons 
S 

ooxo dv (0) 

pour l'élément x de H défini de façon unique par 

lorsque l'intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith pour tout y c H . 

REMARQUE. Soit (X,A) le couple dans YExemple 3.2. Soit An = A 

(n = 1,2,...) et 
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I I/n si k = O,l,...,n-1 
X ({k)) = n 0 si k= n,n+l,nt2,... 

lorsque 

lorsque 

s=lN ; et soit 

s = cv9 

AT =A (0 < T < a) 

1 
[YI/T si Y c CO,Tl 

',(') = 
0 si Y c (T,m) 

étant la mesure de Lebesgue pour YC A). 

1 1 si s= l'identité 
lim X,(s) = 

0 autrement 

et 

1 si s= 
lim iT(S) = 

l'identité 

T* 0 autrement . 

Il a été démontré par J. -B. Baillon (voir Cl1 et [21) et S. Reich (voir c17, p. 2701) 

que 
s k” 

$ x dAn(k) et 
S 

$oxo dXT(o) convergent faiblement vers un point fixe 

pour @o : o c SI * lorsque i> X 
0 

est un élément quelconque dans un sous-ensem- 

ble borné, fermé et convexe C de H , ii) $o : C -+ C et iii) les transfor- 

mations sont non expansives. Dans ce contexte, nous avons obtenu le théorème 

suivant (voir [SI) qui généralise le résultat de S. Reich dans C17, p. 2691. 

THÉORÈME 7.1. La suite généralisée 
(1 @ 

0x0 dym converge fortement 
S 

vers 
S' 

@oxo dX(o) et cette limite est un point fixe pour (Go) . 

EXEMPLE 7.2. Soit la matrice {ank : k , n = 1,2,3,...} avec ank 2 0 , 

fortement régulière; c'est-à-dire, telle que 

c 
k=l 

a nk = 1 (n q 1,2,...) 

et 

lim 1 la I =o. 
n- k=l n,(ktl) - ank 
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Soient i) S = {OJJ,...) , ii) An l'algèbre composée de tous sous-ensembles 

de S (n = 1,2,3,...) , et iii) p, : An -+ CO,11 la fonction additive définie par 

1J.n({k)) = ank (n = 1,2,3,...) , 

Alors (voir L-63) 

I 
1 si t=O 

lim cri(t) = 
n* 0 si O<t<% 

où 

27T 
c,(t) = eikt dun (k) (0 2 t < 27T) l  

0  

Ainsi, pour une matrice fortement régulière (a,k : n , k = 1,2,3,...) et une 

suite @k :C+C de transformations non expansives ayant les propriétés énoncées 

@lS haut, la suite { 1 ank$kxo : n = 1,2,3,...) converge fortement pour tout 
k=l 

x0 c C vers un point fixe pour les $k . 

8. Une fonction additive invariante 

J. Mycielski a montré dans ClS, p. 3171 l'existence d'une fonction addi- 

tive 1-1 définie sur la o-algèbre L n composée des ensembles de Lebesgue dans 

lRn (n = 1,2,3,...) , telle que P(R~) = 1 et p(TF) = p(F) pour tout F c Ln 

et toute isométrie T de lRn . Cependant, en se servant de PExemple 3.2, on 

peut montrer l'existence d'une fonction additive A non négative et ttEgu&.&e, dé- 

finie sur une algèbre A de boréliens dans Rn tel que i) X($) = 1 , 

ii) T est A-mesurable (c'est-à-dire, T -1 A c A) , et iii) h(T-1F) = X(F) 

pour tout F c A et toute transformation a&$i.ne et atijeckive T : IRn -+ Rn . Ceci 

est une conséquence du résultat général suivant (voir CS, p. 1081). 

I  

II-IÉORÈME 8.1. Soit S un groupe commutatif localement compact. Il 

existe (X,A) c M(S) tel que 

1) A : A -+ CO,11 et A(S) = 1 , 

2) X et A sont invariants par rapport aux translations, et 
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3) si T : Sl -+ S2 est un hornorphisme surjectif entre deux groupes 

S1 et S2 qui sont commutatifs et localement compacts, alors T -1 : A2 -+ Al et 

xl(T-lF) = X2(F) (F E A2) où (Xj,Aj) c M(Sj) (j = 1,2) sont les mêmes couples 

qu'avant. 

Une isométrie de est nécessairement une transformation affine surjec- 

tive. Ainsi, par rapport au résultat de Mycielski, ce théorème généralise la 

classe des opérateurs au dépens de la grandeur de A (qui quand même est assez 

grand pour être d'intérêt). Lorsque S = lRn , on a que la limite suivante existe 

et est égale à 

" -6 I, f = iRn f dh (f f C$,A)) 

r 

où l'intégrale à droite existe au sens de la convergence Moore-Smith, celles à 

gauche existent au sens de Lebesgue, et Br est une boule quelconque dans rrCn de 

rayon r et volume /Bri (voir [S, p. 1081). Pareillement lorsque S = Z , on 

a que la limite suivante existe et est égale à 

. 

" 2Ntl 1 v f(j) = 1 f dX (f c WA) 
j Z-N Rn 

où l'intégrale à droite existe au sens de la convergence Moore-Smith. 
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