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LES FONCTIONS ADDITIVES EN ANALYSE HARMONIQUE
Jean-Marc Belley'

1. Introduction

Dans le probléme des moments on cherche une fonction u(x) , & variation

bornée dans (a,b) , dont certains ''moments'"
. b
u(n) = J T (X)) du(x)  (n €N
a

sont donnés; les ﬂn(x) étant des fonctions continues données. Lorsque, en parti-
culier, nn(x) = X" (n € N) , il s'agit des moments d'une distribution de masses

ou de charges électriques, comme on les définit en physique. Encore, si

inx

ﬂn(x) = e (ne€ z) , il s'agit du probléme des moments trigonométriques

R 2m
u(n) = I (0 du(x)  (n € Z)
0

qui admet une solution si et seulement si la suite (ﬁ(n)) est de type positif
dans le sens que

z u(n - m)cncm 20
m,n

quelle que soit la suite finie de nombres complexes c, Bochner a résolu le pro-
bléme des transformées de Fourier analogue au probl&me des moments trigonométriques.

Ce résultat s'énonce de la fagon suivante:

! Texte de la conférence prononcée au XVI® Colloque des mathématiciens du Québec,
a Sherbrooke, le 17 octobre 1981.
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THEOREME (Bochner). Pour que la fonction p(t) (-~ < t < «) admette

la représentation

p(t) = r ST au(s)

avec une fonction (unique) u(t) <réelle, non décroissante et bornée, il faut et

il suffit que p(t) soit continue et de type positif au sens classique.

REMARQUE. Une fonction p(t) (- < t < ®) est dite de fype positif au
sens classique si

z p(tn - tm)cncm >0
m,n

pour toutes suites finies (tn) et (cn) de nombres réels et complexes, respec-

tivement.

I1 y a cependant des fonctions de type positif au sens classique qui sont
discontinues et pour lesquelles la représentation de Bochner n'est pas valide.

Par exemple,

p(t) = 1 si t=20

0 si 0<t<cw

est une telle fonction. Pour ces fonctions, E. Hewitt a proposé, en 1953, 1'exis-
tence d'une algébre M d'ensembles boréliens dans R , telle qu'une fonction

p(t) (=° < t <) admette la représentation

p(t) = Jw eist du(s)

au moyen d'une fonction additive p : M > [0,0) , si et seulement si p(t) est de
type positif au sens classique (voir [14]).. Méme si cette conjecture est fausse
(voir [11, au bas de la page 379]), il existe une version corrigée, démontrée en
1980 (voir [7, p. 274]1), ol 1'algébre M est choisie en fonction de p(t) . Mais
pour obtenir ce résultat et sa généralisation, il nous faut un théoréme de repré-

sentation.
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2. Un théoréme de représentation

Soit X un espace compact séparé et soit B(X) 1la famille des boréliens
de X . Etant donné une algébre A de sous-ensembles d'un ensemble S dense
dans X , nous écrivons C(S,A) pour la classe des fonctions a valeurs complexes
définies sur S qui sont limite uniforme de fonctions simples A-mesurables, et
nous écrivons IE pour la fonction caractéristique de E ¢ X . L'importance de
la classe C(S,A) réside dans le fait que pour qu'une fonction f y appartienne,
il est nécessaire que 1'intégrale Jf du existe pour toute fonction additive bor-
née p : A->C (voir [10, p. 2931); ol 1'intégrale est définie au sens de la con-
vergence Moore-Smith (voir [20, pp. 410-404] et [18, pp. 183-191]1). Nous allons
désigner la classe des fonctions continues sur X par C(X) . Une fonction addi-
tive u : A > C est dite négulilre dans A si, pour € > 0 et E € A quelcon-
que, il existe a,b > 0 et f,g € C(X) & valeurs réelles, tels que les ensembles
K={xe€eS: f(x) <a} et V={xe€eS :g(x) <b} ont les propriétés:

i) K,veA,

ii) KcCcEcV, et

iii) lu[ (V\K) < & ol |u[ est la variation totale de u .
Une fonctionnelle linéaire L définie sur C(X) est dite non négative si
L(f) = 0 pour toute fonction continue f : X + [0,®) . Pour une telle fonction-
nelle, on a obtenu dans [7 , p. 270] ce théor&me de représentation, analogue a ce-

lui de Riesz, pour les fonctions additives.

THEOREME 2.1. Soient S dense dans un compact séparé X et L une
fonctionnelle lin€aire non négative bornée définie sur 1l'espace C(X) avec norme
supremum usuelle. La classe A des ensembles EN S tels que E ¢ B(X) et

inf {L(£, - £) : £ < Ip < f

Jinf L5 Ig £,£, € C(N} =0
1°h2

2 3

est une algébre d'ensembles pour laquelle f[s € C(S,A) pour tout f € C(X) , et

il existe une seule et unique fonction additive A : A » [0,) , bornée et régu-

ligre, telle que J f[s dA existe au sens de la convergence Moore-Smith, et est
S

égale a L(f) pour tout f € C(X)
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C'est ce théoréme qui nous a permis, dans [7], de démontrer notre version
corrigée de la conjecture de Hewitt sur le 'probléme des moments" généralisé au

cas des fonctions additives.

3. Le probl&me des moments

Soit G un semi-groupe commutatif avec opération additive + , et soit
2 z € G} une famille de fonctions dans C(X) telle que
ﬂu+v(x) = Wu(x)ﬂv(x) (x€ X ; u,ve G) . Ecrivons FW(X) pour l'espace, avec
norme supremum, des combinaisons linéaires d'éléments de m , et soit ?;TYT la
fermeture dans C(X) de Fﬂ(X) . Si f est un €lément de FW(X) , écrivons
Z %(Z)HZ(X) pour f(x) , ol %(z) = 0 sauf pour au plus un nombre fini de z
S;Gdit qu'une fonction p : G~ C est de Lype positif par napport & m lorsque
z %(z)p(z) > 0 pour tout f ¢ FV(X) avec f > 0 . Soit M(S) 1'ensemble des
zggples (X,A) ol 1'algébre A (dans les boréliens de S) est telle que

f|S € C(S,A) pour tout f ¢ C(X) , et A : A~>C est additive, bornée et régu-

lidre.

Nous avons le résultat suivant pour les fonctions de type positif par
rapport & m (voir [8, p. 107]) qui généralise la version corrigée que 1'on re-
trouve dans [7 , p. 274], de la conjecture de Hewitt pour les fonctions de type

positif au sens classique.

THEOREME 3.1. Soit 7 lindairement indépendant dans C(X) . Pour
qu'une fonction® p : G+~ € soit de type positif par rapport & 7 , il est néces-
saire et suffisant qu'il existe un couple (A,A) € M(S) tel que A est 3 valeurs

non négatives et
p(z) = j m,(s) dA(s) (z € G)
S

oll 1'intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith. Lorsque
FW(X) = C(X) , on peut prendre pour A la classe des ensembles E N S avec

E € B(X) et
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infl} ) (h(z) - B(2)p(2)| : g Iz <h; ghe F (0} =0;
z€

et dans ce cas on est assuré de 1l'unicité de A

EXEMPLE 3.2. Soient

i) G un groupe commutatif localement compact avec identité e ,

ii) S 1le groupe dual & G,

iii) X 1le compactifié& de Bohr pour S et

iv) 7 1la famille des caractéres x - ﬂz(x) définis sur X (z € G)
On peut montrer qu'une fonction de type positif au sens classique est nécessaire-
ment de type positif par rapport & w . Puisque par le th€or&me de Stone-
Weierstrass, ?;fij-z C(X) , on déduit du Théoréme 3.1 1'existence d'un couple

(A,A) ¢ M(S) tel que A et A sont invariants par rapport aux translations

(c'est-d-dire, E + s € A et A(E + s) A(E) pour tout E € A et tout

s€8S) et
0 si z¢%e
J " dx =
S

EXEMPLE 3.3. L'ensemble S =N (ou [0,0)) est dense dans le compacti-
fié de Bohr X pour le groupe topologique Z (ou R) . Par le Théor&me 3.1, on
peut montrer 1l'existence d'un couple (A,A) € M(S) tel que A et A sont inva-

riants par rapport aux translations, f|, € C(S,A) our tout f € C(X) , et
PP S p

0 si z f 1,0c<]z] <1

s
J z” dA(s) =
S 1 si z =1

oli 1'intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith.

EXEMPLE 3.4. Soit S dense dans [0,1] et p : N~ C tel que

©

(Y c.cpx))=zo0
k=0 i+j=k *J

pour toute suite finie (ci) c € . Par le Théoréme 3.1, on peut montrer 1l'exis-

tence d'un couple (A,A) € M(S) tel que
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pk) = js a0

oli 1'intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith. Lorsque S est dé-

nombrable, on peut facilement montrer que A n'est pas O-additive.

~

Le Théoréme 3.1 sert aussi @ caractériser M(S)

4. Une caractérisation de M(S)

La thansfoamée X:G->C par rapport & w du couple (A,A) € M(S) se

définit par
X(z) = j m_dx  (z € G)
S Z

Nous écrivons Bﬂ(G) pour l'espace des combinaisons linéaires de fonctions de type
positif par rapport & T . Pour cette classe de fonctions, nous avons le résultat

suivant (voir [7 , p. 2751).

THEOREME 4.1. Pour que p soit &lément de Bﬂ(G) , 11 est nécessaire et

suffisant que p soit la transformée par rapport & m d'un couple dans M(S)

Ce résultat nous donne la caractérisation suivante de BW(G) , qui géné-
ralise celle d'Eberlein pour les fonctions continues de type positif au sens clas-
sique définies sur un groupe commutatif localement compact (voir [19, pp. 32-34]

et [7, p. 275]).

THEOREME 4.2. Pour que p soit €lément de B (G , il est nécessaire et

suffisant qu'il existe une constante K > 0 pour laquelle

[y B2)p(2)]| = K sup{|[£(x)] : x€ X}
2€6

pour tout f ¢ F"(X)

Soit {akn :k,n=0,,+2,...} ¢ ¢ tel que E |akn| <o (k =0,*1,
$2,...) et soit (W,A) € M(T) , od T={z € € : |z] = 1} est le groupe des ca-

ractéres pour Z . Si 1'on pose 1 pour la transformée de Fourier-Stieltjes



Jean-Marc Belley 11

i(n) = J 2" du(z) ,
T
alors la somme
L oa um
n

existe pour tout k € Z . La question & laquelle on veut répondre maintenant con-
siste 4 savoir quand, pour (u,A) € M(T) quelconque, il existe (V,E) € M(T)

tel que
V) = a i) (k€ Z)
n

Le résultat suivant démontré dans [7, pp. 277-278] & partir du Théor&me 2.1 nous
permet de dire qu'il existe un tel couple (Vv,E) € M(T) lorsque la fonction
int

k > 121 & e est dans BT(Z) pour tout t € [0,2m)

THEOREME 4.3. Soit G un groupe commutatif localement compact avec
groupe dual S et soit {LZ : z € G} une famille de fonctionnelles bornées sur
BS(G) par rapport 4 la norme supremum. Pour que la fonction z - Lz(ﬁ) soit
dans BS(G) pour tout (u,A) € M(S) , il est nécessaire et suffisant que la fonc-

tion z > LZ(S) soit dans BS(G) pour tout caractére s € S défini sur G .

Un résultat semblable pour le cas (plus difficile) ol BS(G) est remplacé
par le sous-espace des fonctions continues dans BS(G) , se trouve dans [3, p. 329].

L3 aussi la démonstration repose sur le Théordme 2.1.

EXEMPLE 4.4. Soit {(vZ,AZ) : z € G} dans M(S) ol G est un groupe

commutatif localement compact avec groupe dual S . Pour que la fonction
z+JﬁW)®(M
G z

soit dans BS(G) pour tout (u,A) € M(S) , il est nécessaire et suffisant que

les fonctions

z > Gz(s) (s €9)
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soient dans BS(G)

EXEMPLE 4.5. Soit (Vv,E) dans M(G) ol G est un groupe commutatif

localement compact avec groupe dual S . Pour tout (u,A) € M(S) , la fonction
z > j ﬁ(z - w) dv(w)
G

est un €lément de BS(G)

5. Un résultat ergodique

Soit S un groupe commutatif localement compact avec groupe dual G et
compactifié de Bohr X . Si 1'on prend pour 7 1la famille G des caractlres dé-
finis sur S , on peut montrer que BG(S) c C(S,A) (voir [6]1). Pour le couple

(A,A) de 1'Exemple 3.2, nous avons démontré dans [5] le résultat ergodique suivant.

THEOREME 5.1. Soit (L6) une suite généralisée uniformément bornée de
transformations non négatives définies sur l'espace C(S,A) avec norme supremum,

telle que, pour tout s € S ,

It

. 1 si s = 1'identité
lim Lé(s)(s) . .
-8 0 si se G, s $ 1'identits.

Alors, pour toute fonction £ € C(S,A) ,
lim Lo () (s) = £dx (s €9)
s O s

oli 1'intégrale 3 droite existe au sens de la convergence Moore-Smith.

Soit {US : s € S} une représentation unitaire de S définie sur un es-
pace de Hilbert H avec produit scalaire (+,*) . Pour x € H, la fonction
s > (st,x) définie sur S est de type positif au sens classique. Alors, par
polarisation (voir [13, pp. 12-13]) la fonction s - (st,y) est €lément de
BG(S) pour tous X,y € H . Soit P 1la projection orthogonale de H sur
{x ¢H : U,x = x pour tout s € S} . Blum et al [9] ont considéré le problé&me

~

consistant a savoir quand
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i) J (st,y) dm(s) = (Px,y) , ol m est la mesure de Haar définie sur
X
le compactifié de Bohr X pour S et s - (st,y) est un prolongement de la
fonction s » (st,y) de S a4 X, et

ii) 1la suite {nk :k=1,2,3,...} c N a la propriété

"k

(U "x,y) = (Px,Y)

| o122

—1

N k=1

pour tout opérateur unitaire U défini sur H et tous x,y € H (voir aussi
[16]). En appliquant le Théoréme 5.1, nous avons obtenu dans [6] des résultats qui
généralisent ceux qué l'on trouve dans [9], dans le sens que i) la représenta-
tion unitaire n'est pas supposée fortement continue avec spectre discret, et 1ii)
pour obtenir (Px,y) sous forme intégrale, on n'a pas eu 3 "prolonger" la fonc-
tion s - (st,y) de S 38 X . Ces deux résultats s'énoncent comme suit, ol A

est la fonction additive introduite dans 1'Exemple 3.2.

COROLLAIRE 5.2. Pour une représentation unitaire {Us : s € S} quelcon-

que de S définie sur un espace de Hilbert H , on a

J (Ugx,y) dA(s) = (Px,y)  (x,y € H)
S
oli 1'intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith.

COROLLAIRE 5.3. Pour tout opérateur unitaire U : H-+H , on a

1 ¥oomy
lins ] (U xy) = (Px,)
No>oo k=1

pour toute suite {nk : k € N} telle que

1%1 M 0 si |z|=1,z4%1
N> k=1 1 si z=1.

Le Théoréme 5.1 nous permet aussi de généraliser un résultat de N. Wiener

sur la continuité d'une mesure.
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6. La continuité d'une fonction additive

Soit S wun groupe commutatif localement compact avec groupe dual G .
Représentons un caractére s € G quelconque par la fonction s - <s,S> . Si
(W,E) € M(G) et (A,A) € M(S) est le couple dans 1'Exemple 3.2, alors les fonc-

tions § - A(8) = J <s,8> dA(s) et s » ji(s) = J <s,8> du(8) sont dans C(G,E)

S G
et C(S,A) respectivement (voir [7, pp. 276-277]). Soit t € G . La fonction

Py : G~ [0,1] définie par
pz(8) = f <s,8-T> dA(s)
S

est 1'élément de C(G,E) pour lequel

0 si s8tt
p2(8) = .
1 si §=1t.
Ainsi, on obtient que {%} est dans E . Dans [4, Théoréme 4.1 et Corollaire 4.2]

on a montré que
u({sh = f <s,8>(s) dA(s) (8 € G)
S

et que
T ludsh? - f 1912 ar .
3¢G S

Ces résultats et le Th&or&me 5.1 ont pour conséquence &vidente le théordme suivant,

qui généralise ce qu'a fait W.F. Eberlein dans [12].

THEOREME 6.1. Soient (1,E) € M(G) et (Lé) une suite généralisée uni-
formément bornée de transformations non négatives définies sur 1l'espace C(S,A)

avec norme supremum. Pour que
H({sh) = lim L(8M(s) (8 € G, s € 9)
S
et que

I ludsh|? = 1im L@ (s € 5)
8¢G §
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il suffit que

1 si 8§ est 1'identité
lim L6(§)(s) =
§ 0 autrement

pour tout s € S

On dit que le couple (u,E) € M(G) est continu si u({8}) = 0 pour

tout S¢€ G .

COROLLAIRE 6.2. Pour que (u,E) € M(G) soit continu, il est nécessaire
que

limj [its - W% drg(s) = 0
§ s

uniformément en w € G pour foute suite généralisée ((A,A)) € M(S) telle que
p 5286 q

la suite (AG) est non négative et bornée (en variation totale), avec

1 si § est 1'identité
lim j <s,%> dAG(s) = (6.2.1)
§ G 0 autrement

et suffisant que

pour une suite ((AS,AG)) C M(S) telle que la suite (AGJ est non négative et
bornée (en variation totale) avec la propriété (6.2.1); les intégrales étant au

sens de la convergence Moore-Smith.
EXEMPLE 6.3. Soit (u,E) € M(T) oli T est le groupe {z € C : |z} = 1}

Alors, par le Théoréme 6.1,

N .
p({zh) = lim =+ ¥ 2730
Nooo N+1 320

pour tout z ¢ T et

N
w(zh 2= in e TG
ng | | Noo N¥1 jZO |
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Ainsi, yu est continue si et seulement si

1 ? ~ l 2
lim == [lu@G)|“ =0 .
N N+1 .20

Ce résultat que 1l'on retrouve dans [4, Corollaire 4.3], est une généralisation
d'un théoréme de N. Wiener pour la continuité d'une mesure sur les boréliens de

T (voir [21]).

7. Les points fixes en théorie ergodique

Soient S =N ou [0,0) , G 1le groupe dual &8 S U (-S) ,
((AS,AG)) c M(S) wune suite généralisée telle que la suite (AG) est non négative

et bornée (en variation totale) et

Lim Ag(8) =
S 0 si 3¢ G\{o0}
Soit X, é1ément d'un espace de Hilbert réel H avec produit scalaire (°,°)
et soit ¢O :H->H (0 € S) des transformations (non nécessairement linéaires)
telles que
i) pour tout y ¢ H , les fonctions 0 » (¢0xo,y) sont continues et in-
tégrables (au sens de la convergence Moore-Smith) par rapport aux couples (Aé,AG),
et
ii) éi: (¢O+Sxo,¢0xo) existe uniformément en s ¢ S

Si (v,A) est un couple quelconque dans M(S) , nous &crivons j ¢0xo dv (o)
S

pour 1'élément x de H défini de fagon unique par
(x,y) = J (65%y5Y) dv(0)
S
lorsque 1'intégrale existe au sens de la convergence Moore-Smith pour tout y € H .

REMARQUE. Soit (A,A) 1le couple dans 1'Exemple 3.2. Soit An = A

(n=1,2,...) et
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1/n si k 0,1,...,n-1

0 si k = n,ntl,nt2,...

A UK} = ;

"

lorsque S = N ; et soit AT = A (0<T<®® et

|Y|/T si Yc [0,T]
AT(Y) =
0 si YcC (T,»)
lorsque S = [0,) (]Y| é&tant la mesure de Lebesgue pour Y € A) . Alors
R 1 si 8§ = 1'identité
lim An(g) =
> 0 autrement
et
. 1 si § = 1'identité
lim XT(g) =
Tooo 0 autrement .

I1 a &té démontré par J.-B. Baillon (voir [1] et [2]) et S. Reich (voir [17, p. 2701)
que ¢, x dr_(k) et ¢ x dA_(0) convergent faiblement vers un point fixe

S k™o n S oo T
pour {¢O : 0 € S} lorsque i) X, estun €1ément quelconque dans un sous-ensem-
ble borné, fermé et convexe C de H , 1ii) ¢0 : C~>C et 1iii) 1les transfor-
mations ¢0 sont non expansives. Dans ce contexte, nous avons obtenu le théor&me

suivant (voir [5]) qui généralise le résultat de S. Reich dans [17, p. 269].
THEOREME 7.1. La suite généralisée (J ¢0x0 dXG(O)) converge fortement
S
)

vers J ¢Oxo d\(0) et cette limite est un point fixe pour (¢
S

EXEMPLE 7.2. Soit la matrice {ank :k,n-=1,2,3...} avec ag = 0,

fortement réguliére; c'est-d-dire, telle que

kzl a =1 (n=1,2..)
et

lim § | a

|
n>o k=1 nk

&, (k+1) ~
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Soient i) S = {0,1,2,...} , ii) An 1'algébre composée de tous sous-ensembles

de S (n-=1,2,3,...) , et 1iii) Moot An + [0,1] 1la fonction additive définie par
un({k}) =a, m=123..)

Alors (voir [6])

1 si t=0
lim ﬁn(t) =
n->e 0 si 0<t<2m
oll
2r .
A1) = f K ) 0t <2m
n 0 n

Ainsi, pour une matrice fortement réguligre {ank :n, k=1,2,3,...} et une

suite ¢k : C~» C de transformations non expansives ayant les propriétés €noncées
©

plus haut, la suite {k21 ank¢kxo :n=1,2,3,...} converge fortement pour tout

x_ € C vers un point f;xe pour les ¢k .

o

8. Une fonction additive invariante

J. Mycielski a montré dans [15, p. 317] 1'existence d'une fonction addi-
tive p définie sur la o-algébre Ln composée des ensembles de Lebesgue dans
(n=1,2,3,...) , telle que u(Rn) =1 et u(TF) = u(F) pour tout F € Ln
et toute isométrie T de R" . Cependant, en se servant de 1'Exemple 3.2, on
peut montrer 1'existence d'une fonction additive A non négative et négulilre, dé-
finie sur une algébre A de boréliens dans R" tel que 1) A(Rn) =1,

ii) T est A-mesurable (c'est-d-dire, T 1A c A) , et iii) A(T IF) = A(F)
pour tout F € A et toute transformation affine et surjective T : R" > R" . Ceci

est une conséquence du résultat général suivant (voir [8, p. 108]).

THEOREME 8.1. Soit S wun groupe commutatif localement compact. Il
existe (A,A) € M(S) tel que
1) A : A-[0,1] et A(S) =1,

2) A et A sont invariants par rapport aux translations, et
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3) si T:S, >S5S

1 , estun homorphisme surjectif entre deux groupes

S1 et 52 qui sont commutatifs et localement compacts, alors T_1 : A2 + A, et

1
(TR = 0, () (Fe Ay ob (AjsA)) € M(S;) (i =1,2) sont les mémes couples

qu'avant.

Une isométrie de R" est nécessairement une transformation affine surjec-
tive. Ainsi, par rapport au résultat de Mycielski, ce th&or&me généralise la
classe des opérateurs au dépens de la grandeur de A (qui quand méme est assez
grand pour &tre d'intér&t). Lorsque S = R" , on a que la limite suivante existe

et est €gale a

. 1 n
lim T___F J f = f £ dA (f € C(R ,A))
hasaed Br Br Rn

ol 1'intégrale 4 droite existe au sens de la convergence Moore-Smith, celles &
gauche existent au sens de Lebesgue, et Br est une boule quelconque dans R" de
rayon r et volume IBrI (voir [8, p. 1081). Pareillement lorsque S = Z , on

a que la limite suivante existe et est €gale a
! ?
lim == £(3) = J £dx  (f € C(Z,A))
. 2N+1 j=oN "

oll 1'intégrale 4 droite existe au sens de la convergence Moore-Smith.
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