
Ann. SC. math. Québec, 1981, vol. V, no 2, pp. 185-192 

Un théorème classique de Paul Lévy affirme que si 

SUITES FORTEMENT MÉLANGEANTES 
ET LOIS STABLES SUR UN ESPACE HILBERTIEN 

Jean-Claude Massé 

’ ‘n’ 
CO 
1 est une suite de 

v.a. indépendantes de même loi, les lois stables sont les limites en loi des suites 

de la forme &X t . . . t Xn) - an où an E oi , bn E W\{O) (r-51, pD 162). 
n ’ 

Ibragimov a montré que ce résultat reste vrai lorsque I xnl est une suite station- 

naire fortement mélangeante ([SI, p. 404). L’objet de ce travail est de montrer 

que le théorème de Lévy-Ibragimov s’étend aux suites d’éléments aléatoires à valeurs 

dans un espace hilbertien séparable. 

Les lois stables ont été définies et étudiées par Jajte [71 sur un espace 

hilbertien, puis reprises dans le contexte plus général des espaces de Banach par 

Kumar et Elandrekar C 81. Rappelons la notation utilisée par ces auteurs. 

H un espace hilbertien séparable, 

donné deux probabilités 1-I et v 

la tribu des boréliens de H . 

Soient 

Etant 

m-u , on note 1-I *v la convolution de 

et v . Pour a E IR\{O} , on pose Ta~(B) = p(a -1 
B) , B E g(H) . On dit que 1-I 

est une loi b&zb& si, quels que soient a et b positifs, il existe c>o et 

~CH tels que 

Tap * Tbp = Tel-l * 6x 

où 6,(B) =l si XEB, = 0 sinon. Soient Xl et X2 des éléments aléatoi- 

res indépendants à valeurs dans H et tels que 1-1 = f.(Xl) = f(X2) . Dire que 1-I 

est stable signifie alors qu’étant donné 

un élément aléatoire x3 à valeurs dans 

a,b > 0 , il existe c>o, 

H tels que 1-I = L(X3) et 

XCH et 
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L(aX1 + bX2) = L(cX3 t x) . 

Soit (G,F,P) un espace probabilisé et soit {Xn: (Q,F,P) -f H}O0 une -.a3 

suite d* éléments aléatoires, c . -à-d. de fonctions mesurables par rapport à la tribu 

borélienne de H . On dit que {H jco n -03 est a;ta/tiunUc! (au sens strict) si, pour 

toute suite n < n < . . . < n 
1 2 

dans Z , la loi de 
P 

(X ,X , . . ..X. ) est iden- 
nl n2 P 

tique à la loi de I(X n, tk ,X n2tk’ l  ’ l  “n tk ) , quel que soit kEiN. On dit que 

{x r 

P 
n ,oo stationnaire est @dement maangeatie ([SI, p. 305) si 

a(n) = sup l p(Af-w - NNpw I 

tend vers 0 quand n + 00 , où Fmm = F(Xm,Xm 1, . ..) et Fit, = f(xmtn,xmtnfl,. ..); 

étant donné la stationnarité, cette définition ne dépend pas du choix de 

LEMME 1 (C61, Th. 17.2.1). Soit Ix 1” n -00 

ment mélangeante. Soient 

mdN. 

une suite stationnaire forte- 

mesurables respectivement p .r. 

à f 
m 
-00 et Fw mtn et telles que 151 I cl , 1~1 2 C2 où Cl et C2 sont des 

constantes. Alors 

Iwl) - E(S)E(rl)] I 16ClC2a(n) . 

La convergence @Lb.& (ou &&otie) d’une suite {pn} de probabilités sur 

B(H) vers la probabilité 1-1 est définie comme étant la convergence de H fd’n 
f 

pour toute f : H-ttR continue, bornée. 

Désignons par <. , .> le produit scalaire sur H . 

On écrit alors ‘n => 1-1 . 

titique de est la fonction p: H -f c définie par 

. 
~(XI) = H elcx “x’dp(x) . 

Il est bien connu que la probabilité 

caractéristique. 

La @nctiovr ccttcackt- 

est entièrement déterminée par sa fonction 

Nous utiliserons le critère de convergence faible suivant: 



THÉORÈME 1 ([4], p. 370). Pour que 1-1, => p , il faut et il suffit que 

l” n Iv 1 soit relativement compacte pour la convergence faible, 

2O iqx’ > +- Gw, 9 x’ E H . 

Un opérateur linéaire 

est appelé S-Up&ZA;t&.4h si, pour une base orthonormale 

1 (Aei,ei) < oo . . 

A :H+H symétrique, défini positif et compact 

Ie,l . H , la Lkace 

On peut alors montrer que cette trace ne dépend pas de la base 
1 

choisie ; on la notera WA) 

Le critère de compacité suivant est dQ à Prokhorov. 

THÉORÈME 2 (L-91, VI .2.3) . Pour qu’une famille K de probabilités sur H 

soit relativement compacte, il faut et il suffit que, pour tout E > 0 , pour tou- 

te ~EL il existe un S-opérateur S 
LE 

tel que 

(a) 1 - Reî(x’) I <Su Cx’,x’> + E , x’ E H ; 
9 

w sup tr(S 
LE 1 <Oo ; 

WK 
a3 

(C) lim SUP 1 <SF Eei,ei> = 0 , Où (ei} est une base orthonormale 
N TEK i=N ’ 

de H . 

Les deux prochains lemmes serviront à la démonstration du théorème fonda- 

mental ; nous ne démontrons que le second. 

b 
LEMME 2. Soit {b,}; , dans (R+ telle que lim bn = 00 et lim 7 = n-t1 1 

. 
n* n- n 

Alors, pour tout c E (0,ll , il existe 

bk 
que lim 3 = C . 

n* n 

CO 
‘kn’l tendant vers IN telle 

LEMME 3. Soit {b,}; dans lRt telle que lim bn = 00 . Pour toute suite 
n* 

d’éléments aléatoires (Xn : (Q,F,P) -+ H)mm , il existe alors {rn)m , croissante 

et tendant vers IN telle que 

r 

l nX.Po. c 
Xl J 

DÉMONSTRATION. Soit (En]7 dans lRt décroissant vers 0 et telle que 
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limbn"n =a . 
n* 

Soit {6,}7 dans tR+ décroissant vers 0 . Il existe alors 

N1 E IN tel que pour N 2 Nl , 

de même il existe N, E IN , tel que pour N 2 N, , 

Posons ri = 

pour n?N 3 

x1 + xz 
pIII~l ' 'n) < 62 ' 

n 

1 pour 1 < i < N2 . Soit maintenant N3 E N , N3 > N2 tel que 

x1 + x2 t x3 
'(II b 

n 

et soit ri = 2 pour N2 < i < N3 . On peut ainsi poursuivre la construction 

d'une suite {Nk} strictement croissante dans IN . Soient E et 6 dans tR, . 

Il existe alors N(E) et M(6) dans tN tels que pour n 2 N(ê) , cn < E et 

pour m 2 M(6) , 6m < 6 . Pour n 2 max{N(E),N 
M@l 1 , on obtient que 

d'où la conclusion, puisque rn 2 M(6) . 

Citons encore un autre résultat fondamental pour la suite, à savoir le 

Ce résultat démontré dans par Khintchine 

a été généralisé aux mesures sur un espace de Banach par Kumar et Mandrekar. 

THÉORÈME 3 ([SI, 1.5). Soient {p ) n et 1-1 des probabilités sur g(H) 

telles que un ==> p . Supposons qu'il existe {a,} dans IR+\{O} , {xn} dans H 

tels que Ta pn * dx ==> p' , où 1-1' est une probabilité sur B(H) non concentrée 
n n 

en un point. Alors il existe a > 0 et x E E tels que an + a , IIxn - XII +- 0 

lorsque n-t(x) et u'=Tap*Bx. 
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Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer notre caractérisation des 

lois stables. 

THÉORÈME 

mélangeante. 

Soit {Xn : (Q,f,P) +4-fm une 

{bn) dans w+ telle que lim 
n-+m 

suite stationnaire fortement 
b ntl 

T=l' 
(a,) dans H et 

soit V n la loi de 

ln 

L' 
1 X.-an. 

Alors si v est une probabilité non concentrée en un point sur H telle que 

'n => v , v est une loi stable. La réciproque est également vraie. 

REMARQUE. Toute probabilité 6x concentrée en un point est évidemment 

une loi stable limite d'une suite de lois d'éléments aléatoires de la forme 

souhaitée. 

DÉMONSTRATION. La réciproque est déjà contenue dans [8], Lemme 2.3. 

Nous démontrerons la nécessité en nous inspirant d'une vieille technique 

de S. Bernstein cl]. Considérons llexpression 

ln 
ntrntk n 

a@ 1 X. - an) t 
nl ' 

c 
ntrntl 

x0 - ak ) 
3 n 

VI 

=c 
ntrntk n 

c 
1 

x. - 
3 

c - n' 

n+r n 

< c 
ntl 

X. 
3 

où c = a sont choisis en conformité avec les n ba( b nn + ak bk > 9 (k,) et {rn) 
n n n 

lemmes 2 et 3 . Soit la loi du membre gauche de (#). En vertu du Lemme 1, 

Or Tan => Tav et T 
bk bnlavkn 

=> 

n 

(UT v b'> 
b b-la kn 

kn n 

TbV (C81, 1.3) . 

1 5 16a(rn) . ( w  

Il en résulte que 



x 
n 

d'où encore 

limh,(xl) = 
W-J 

= Tavn * T 
b b-'avkn 

=> Tav * Tbv (C91, 111.1.1) , 

kn n 

A - 
lim Tavn(XI)T 
T-P- b 

v (x') = ~(X*)~(x') = 
b-la kn 

kn n 

Tav * TbV(x’) 

d'après (C91,VI.2.1) . On sait, d'après le critère cité plus haut, que (x,) est 

relativement compacte, nous déduirons de (##) que {VJ est également relativement 

compacte. D'après le Théorème 2, étant donné E > 0 , on peut trouver pour {A,} 

une famille {S 
n,E 

} de S-opérateurs sur H satisfaisant les conditions (a), 

(b) et (c) de ce théorème. Soit NO(&) E N tel que pour n 2 NO(E) 

sup &(xY - Xn(I')I < 2 . 
X'EH 

Alors 

1 - Rein(xf) < 1 t E - 2 Reh,(xl) 2 6 x',x'> t E , x' E H 
nE '2 

pour n 2 No(c) . L'espace H étant polonais, soit K un compact dans H tel 

que pn(Kc) < 5 , n = 

1 - Rein(xt) = H [ 

1 En posant Tn Ex' = 2 
9 

Bochner, on définit un 

v,  l  l  .,No(c)-1 . Alors, pour ces mêmes n , 

- cosx' 1 
,x>W+.&x) 5 z 

2 
K <x%x> du,(x) + E , x'EH. 

E 

5 
<x',x>xd~~(x) où l'intégrale utilisée est celle de 

opérateur linéaire continu sur H , symétrique, défini po- 

sitif et compact, cette dernière propriété venant du fait que T 
n,s 

est un opéra- 

teur de Hilbert-Schmidt [31. Si Un E = Tn E pour n < NO(&) et Un E = S 
9 9 9 nE 

pour n 2 No(c) , on obtient donc une famille de S-opérateurs qui permet '2 

de vérifier le critère de Prokhorov pour (11,) . Puisque C,(X~) -f Ta~ * Tbv(xt) , 

on conclut que un => Tav * TbV . Or {v,} a la même limite faible que 

ntrntk n 
ui;” 1 

n 1 
X. - cn) = T 

3 ab b-lvntrntkn*6d ' 
ntr,+k, n n 
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aa b 

dn = 
n+rn+k 

bn 

ntrntk n - c n' 

r n 
du fait que F 1 X. P 0 (Lemme 3 et C21, Th. 4.1). En vertu du Théorème 3, 

nl 3 

on déduit alors qu'il existe c>O et zcE tels que Tav * Tbv = Tcv * 6 z ' 

où c = limab b-l ntrntk n et lld n- zll -+ 0 quand n -+ 00 . Il en résulte que v 
n-IL00 n 

est stable. 
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