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L’INDEPENDANCE D’UNE SERIE D’OBSERVATIONS

LV AN,

Yves Lepage et Hanna Zeidan

RESUME

Le comportement de douze tests paramétriques et non-paramétriques pour
1'hypothése d'indépendance d'une série d'observations est &tudié pour des &chantil-
lons de petite ou moyenne taille en calculant par simulation, la puissance empiri-
que de ces tests pour des alternatives de dépendance avec tendance linéaire ou cy-
clique. L'analyse des puissances empiriques obtenues montre une supériorité de

certains tests proposé&s par Dufour (1979).

1. INTRODUCTION

Dans plusieurs applications de la statistique, nous rencontrons le probl@-

me de tester 1'hypoth&se de 1'indépendance d'une série d'observations ayant la méme
1

loi marginale continue. Ce probléme est particuli&rement important en séries chro-

nologiques, en contrfle de la qualité et en €pidémiologie.

La négation de 1'hypothése de 1'indépendance d'une série d'observations
ayant la méme loi marginale continue &tant trop vaste pour &tre étudiée globalement,
les auteurs ont construit des tests pour des alternatives plus restreintes; Dans
la littérature, nous retrouvons plusieurs tests paramétriques et non paramétriques
pour tester des alternatives de tendance lin€aire ou cyclique. Toutefois, trds peu
d'auteurs se sont penchés sur le probléme de comparer les différentes procédures.

Noether (50), Stuart (54, 56), Knoke (77) et Aiyar, Guillier § Albers (79) ont com-
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paré certains tests non paramétriques selon 1l'efficacité asymptotique relative au

2

sens de Pitman mais, & notre connaissance, aucune comparaison n'a &été

2

établie pour
des échantillons de petite ou moyenne taille pour des alternatives de dépendance.
Le but de cet article consiste & comparer la puissance empirique de certains tests

paramétriques et non paramétriques pour des alternatives de dépendance avec tendance

linéaire ou cyclique.

Dans la section 2, nous introduisons les statistiques que nous &tudions
et nous résumons certaines propriétés. Les alternatives considérées de méme que la
méthode de simulation sont présentées dans la section 3 tandis que la section 4 con-

tient une discussion des résultats.

2. LES TESTS

Soit X(1),...,X(n) une série d'observations de méme loi marginale F
continue. Désignons par Hy 1'hypothése de 1'indépendance des observations. Nous

introduisons maintenant les tests que nous &tudions.
TEST DE YOUNG-VON NEUMANN. Young (41) considére la statistique

n-1

§oxet) - xee+1))?
t=1

n =2
2 ) (X)) -X
t=1

n

ol X = z X(t)/n , pour tester 1'hypoth&se H0 contre toute alternative de ten-
t=1 :

dance. Il montre que sous H0 , pour des &chantillons d'une population normale

de taille supérieure ou €gale a 20, la loi de A est approximativement normale

avec moyenne 0 et variance (n—2)/(n2—1)
D'autre part, von Neumann (41) introduit la statistique

n-1 2
) (X(t+1) - X())
n t=1
n-1 n _2
I (X)) - X
t=1
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Dans Hart § von Neumann (42) et dans Hart (42), on trouve la loi exacte de
A' sous Ho en supposant la loi F normale. Comme A = 1 - (n-1)A'/2n , nous
pouvons en déduire la loi exacte de A et la loi approximative de A' sous Ho

en supposant F normale.

TEST DES RETOURS. Une série d'observations admet un retour en t ,
t=2,...,n-1, si X(t-1) < X(t) et X(t) > X(t+1) ou X(t-1) > X(t) et
X(t) < X(t+l) . Une statistique testant Ho contre toute alternative de tendance

est donnée par

oll Yt =1 s'il y a un retour en t , O sinon. Notons que cette statistique est
équivalente 3 la statistique suggérée par Wallis § Moore (41) de méme qu'd la sta-
tistique proposée par Bilham (26) dans un autre contexte. Lorsque n est grand,
la statistique D suit approximativement sous Ho une loi normale de moyenne
2(n-2)/3 et de variance (16n-29)/90 (voir Kendall § Stuart (68), Vol. 3,

p. 352).

TEST DE SPEARMAN. Daniels (50) utilise la statistique

n(nz—l)

T= iz

2
(R-t)" -
;o t

e~

1
2 ¢

oll Rt désigne le rang de X(t) parmi X(1),...,X(n) , pour tester 1l'hypoth&se
H  ~contre toute alternative de tendance. Notons que la statistique T est une
transformation du coefficient de corrélation de Spearman (04). Lorsque n est
grand, la statistique T suit approximativement sous Ho une loi normale de

moyenne 0 et de variance nz(nz—l)(n+1)/l44 (voir Hotelling & Pabst (36), Olds

(38, 49)).

TEST DE DIFFéRENCE DES RANGS. La statistique
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nil 2
G = (R - R ) ]
=1 t t+l

ol Rt désigne le rang de X(t) parmi X(1),...,X(n) , pour &tre utilisée pour
tester 1'hypothése H0 contre toute alternative de tendance (voir Aiyar (69)).
Lorsque n Vest grand, en utilisant von Neumann, Kent, Bellinson § Hart (41) et
Noether (50), nous pouvons montrer que la statistique G suit approximativement

sous HO une loi normale de moyenne n(nz-l)/6 et de variance

n(n+l) (n-2) (5n%-2n-9) /180 (voir aussi Aiyar (69)).

TEST DE WALD-WOLFOWITZ. Wald & Wolfowitz (43) proposent la statistique

n-1
N= § X(t)X(t+l) + X(n)X(1)
t=1

pour tester 1'hypothése Ho contre des alternatives de tendance ou de cycle. Pour

n > 30 , ils suggérent d'approximer sous Ho la loi de N par une loi normale de

moyenne (Sf-sz)/(n—l) et de variance

2 2 2
- 45152 + 45153 + 52 - 284

(n-1) (n-2)

)
(n-1)°

2
i (Sl - S

n
oli Sk = z Xk(t) (voir aussi Noether (50)).
t=1

TEST DE MOORE-WALLIS. Soit pour t =1,...,n-1 , Y_ =1 si

X(t+l) > X(t) et, 0 sinon. Moore & Wallis (43) utilisent la statistique

pour tester 1l'hypothése HO contre des alternatives de tendance ascendante ou des-
cendante. Notons que la projection de la statistique H sur la famille des sta-

tistiques linéaires bas€es sur les rangs est une constante.
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Mann (45a) montre que pour n = 13 , la loi de H sous Ho peut &tre
approximée par une loi normale de moyenne (n-1)/2 et de variance (n+l1)/12 (voir

aussi Kendall § Stuart (68), Vol. 3, p. 355).

TEST DE FOSTER-STUART. Pour tester 1'hypothése Ho contre toute alterna-

tive de tendance, Foster § Stuart (54) considérent la statistique

ol, pour t = 2,...,n, Yt =1 si X(t) > max(X(1),...,X(t-1)) ou
X(t) < min(X(1),...,X(t-1)) , 0 sinon (voir aussi Foster § Teichroew (55)). 1Ils

montrent que lorsque n 2 15 , la statistique S suit approximativement sous H

o
n n n
une loi normale de moyenne 2 ) 1/t et de variance 2 ) 1/t - 4 l/t2 .
t=2 t=2 t=2
TEST DE MANN. Mann (45b) étudie la statistique
1]
L = Y
t=1 s=1 ©°
t<s
ol pour t et s=1,...,n, t # s, Yt s = 1 si X(t) < X(s) , O sinon,

pour tester 1'hypothése Ho contre les alternatives de tendance ascendante (voir
aussi Noether (50)). Notons que la statistique L est une fonction du coefficient
de corrélation de Kendall (voir Kendall (48)) qui est asymptotiquement équivalent

au coefficient de corrélation de Spearman (voir Héjek & Sidak 67)).

Lorsque n > 10 , la statistique L peut @tre approximée sous H0 par
une loi normale de moyenne n(n-1)/4 et de variance (2n3+3n2-5n)/72 (voir

Mann (45b)).

TEST D'ANDERSON. Pour tester 1'hypothése Ho contre toute alternative

de tendance, Anderson (42) suggére la statistique
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n n 2
Y OX(E)X(t+1) - (L X(£)/n
t=1 t=1

C =

oo o 2
YOXT(®) - () X(e)/m
t=1 t=1

ol X(n+l) = X(1)

I1 montre que sous Ho , pour des échantillons d'une population normale,
la loi de C est approximativement normale de moyenne -1/(n-1) et de variance
(n—2)/(n—1)2 lorsque n 2 15 .

TEST DE DUFOUR. Pour t=1,...,N, N=n -1, définissons Zt = XtXt+1
et dénotons par R; le rang de [Z, | parmi |Zlf,...,|ZN| . Dufour (79) consi-

dére la famille de statistiques

g‘: +
S = u(z, )ay(R)
t=1 t" "Nt

oi u(z) =1 si Z>0, 0 si Z<0 et aN(-) est une fonction non négative,
afin de tester 1'hypothése H0 contre des alternatives de dépendance. Sous Ho

et pour des &chantillons d'une population symétrique, il montre en imposant des
conditions de régularité sur la fonction aN(-) que la loi asymptotique de S est

N N
normale de moyenne L 2 a,(t) et de variance L E az(t)
2 21 N 4 =1 N

Trois statistiques sont particuliérement intéressantes:

et

N RY
s 1 u(z)e G0+ o))
t=
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odi ®(+) est la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite. La
statistique F a &t& étudiée par David (47), Goodman (58) et Granger (63). Quant
aux statistiques V et I , elles sont respectivement les analogues des statisti-

ques de Wilcoxon et de van der Waerden pour la symétrie (voir Héjek & Sidak 67)).

3. LA SIMULATION

Nous étudions les alternatives oli, pour t = 1,...,n , les observations

sont de la forme

X(t) = £(t) + € >

f(t) étant une fonction connue et €t représentant une erreur dépendante. Sous

1'alternative, les observations sont donc dépendantes avec une tendance de

forme f£(°)

Les tendances que nous considérons sont f(t) = t/25 , t/10 , sin 2%% ou

sin Zg}_‘ De plus, nous supposons que le vecteur aldatoire g = (sl,...,en)' suit
une loi multinormale de moyenne 0= (0,...,0)" et de matrice de covariance

Y= 68+ (1-I olt 8% 1, A estla matrice n xn dont chaque &lément est
1'unité et I est la matrice identité n xn . Nous pouvons facilement montrer

que & correspond au coefficient de corrélation entre toutes les paires d'observa-

tions X(t)

La forme de la région critique offrant la meilleure puissance empirique
n'est en général pas connue. Pour une alternative donnée, certaines statistiqueé
nous incitent 3 considérer des régions critiques bilatérales (B) , d'autres des
régions critiques unilatérales & droite (UD) et enfin d'autres des régions criti-
ques unilatérales i gauche (UG) . Ainsi, pour chacune des douze statistiques pré-
sentées dans la section précédente, nous &tudions en utilisant la loi asymptotique
des régions critiques B, UD et UG de niveau a ol a = 0.01 , 0.05 et 0.10

Aussi, nous considérons des tailles &chantillonnales de 15, 25, 35 et 50 et

§ =0.25, 0.50 et 0.75
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A l'aide de 1'ordinateur CYBER 173 du Centre de calcul de 1'Université& de
Montréal, nous simulons, pour chaque valeur de n et chaque alternative de ten-
dance dépendante, mille séries d'observations pour lesquelles nous &tablissons pour
o= 0.01, 0.05 et 0.10 la puissance empirique des douze tests selon les régions
critiques B, UD et UG . Pour o = 0.05 , nous présentons dans les tableaux 1
et 2 les résultats pour les alternatives de tendance linéaire dépendante et dans
les tableaux 3 et 4 les résultats pour les alternatives de tendance cyclique dépen-
dante. Dans Lepage § Zeidan (79), nous trouvons les résultats pour o = 0.01 et
0.10 ainsi que pour les tendances f(t) = 10 , t et t3/729 - t2/18 + 2t/3 - 1/2

pour o = 0.01 , 0.05 et 0.10

4. DISCUSSION

Dans la discussion qui suit, &tant donné que nous ne supposons pas a priori
la forme de la région critique offrant la meilleure puissance empirique, nous ne
comparons donc pas nécessairement des tests avec des régions critiques de m&me
forme. Nous considérons plutdt la puissance empirique d'un test comme la puissance
empirique la plus €levée parmi les puissances empiriques obtenues pour ce test

avec les régions critiques B, UD et UG .

Pour les alternatives de tendance linéaire considérées, nous remarquons
qu'd quelques exceptions prés, la puissance empirique augmente avec la taille &chan-
tillonnale n et le coefficient de corrélation § entre les observations. Les
exceptions s'observent pour des petites tailles &chantillonnales et s'expliquent
par l'emploi du point critique asymptotique au lieu du point critique exact. Aussi,
nous observons qu'en général la puissance empirique de chaque test augmente avec
la pente de la droite f(t) quels que soient n et & . Les tests de Dufour
(I et V), le test de Mann (L) et le test de Spea;man (T) offrent la puissance empi-
rique la plus élevée quels que soient n et & . Enfin, les tests des retours
(D), de Moore-Wallis (H) et de Foster-Stuart (S) présentent une puissance empirique

trés faible.
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Pour les alternatives cycliques considérées, &tant donné la faible puis-
sance empirique observée pour les tests de Moore-Wallis (H), de Mann (L), de
Spearman (T) et de Foster-Stuart (S), nous discutons plutdt les résultats des tests
A,D,G,N,C,F, VetI . A l'exception du test des retours (D), la puis-
sance empirique de chacun des autres tests augmente avec la fréquence des cycles
quels que soient n et & . De plus, & quelques exceptions prés, la puissance em-
pirique augmente avec la taille &échantillonnale n et le coefficient de corréla-
tion & entre les observations. Enfin, en général, les tests de Dufour (V et I)

présentent la meilleure puissance empirique quels que soient les cycles considérés.

En conclusion, mentionnons 1'excellente performance des tests de Dufour
(V et I) 3 la fois pour les alternatives de dépendance avec tendance linéaire et
les alternatives de dépendance avec tendance cyclique. Le test I est 1&gérement
supérieur au test V toutefois,le test V est plus facilement utilisable. Les puis-
sances empiriques obtenues pour les autres tests sont conformes avec les résultats
asymptotiques connus (Noether (50), Stuart (54, 56), Knoke (77) et Aiyar, Guillier
& Albers (79)) sans la dépendance. Cette structure de dépendance tend donc & aug-

menter la puissance empirique pour des &chantillons de petite ou moyenne taille.
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