Ann. sc. math. Québec, 1981, vol. V, no 2, pp. 147-167

LOCALISATION RELATIVE ET ACTIONS
Claude Lemaire

0. INTRODUCTION

0.1. La localisation des groupes et des espaces nilpotents a pris de
plus en plus d'importance ces dernidres années (voir par exemple [51). I1 est dif-
ficile, en général, d'étendre les résultats obtenus & des groupes ou d des espaces
non nilpotents, faute d'une généralisation assez maniable de la localisation. Ce
travail est consacré i une de ces généralisations, la "localisation relative" in-

troduite par P. Hilton dans [4], comme correspondant algébrique de la 'localisation

de la fibre'" de la Topologie algébrique.

Plus spécialement, nous nous intéressons 4 1'effet d'une telle localisa-

tion sur l'action d'un groupe, dans la ligne de [2], [3], [6].

0.2. Soit E : N» G > Q une extension de groupes, avec N nilpotent.

La P-localisation EP de E est 1'extension NP»+ G(P) » Q ol NP est la P-

localisation (ordinaire) de N et NP]G/N , le produit croisé correspondant

G =
(P)
i 1'action induite de G sur N, et N= {(em_l,m) | me N} ([4D)

On a un diagramme commutatif
N>—— G —Q

Np > G p > Q




148 Localisation relative et actions

oli e représente, ici et partout, la P-localisation.

0.3. Le cadre naturel pour &tudier la localisation relative est la caté-
gorie U des groupes au-dessus du groupe U , 3 noyau nilpotent. Toutefois, cette

catégorie n'a pas assez de sous-objets pour convenir @ nos besoins. Nous travail-

lons donc plutdt dans la catégorie SU des extensions E : N» G Q, Q=<U.

Un morphisme de E dans E' = N'» G' - Q' est un couple (¢,¥) ,

¢ : N> N, ¢y : G~> G' tel que

N G U
¢ v
N'> > G' > U
soit commutatif (ce qui entrafne naturellement Q < Q') . La P-localisation rela-

tive est un foncteur de SU dans SU .

0.4. Si ¢ : N> M, N,M nilpotents, M P-local, Y P-localise si et
seulement si | est une P-b{jection, c'est-d-dire Ker ¢ est un P'-groupe et
pour tout me M, il existe un t dans P' avec mt € YN . Un correspondant

partiel est un résultat de Hilton ([41]1, 2.3, 2.5):

THEOREME. Si 1'action de conjugaison de G sur N est nilpotente, alors

1'action de conjugaison de G sur NP est nilpotente et e : G > G est une

(P) (P)

P-bijection.

Dans cette situation, nous dirons que E est 4 action nilpotente; nous

désignerons le résultat par 0.4.H.

Nous dirons que E + E' est un P-{somorphisme si N > N' est une P-

bijection et Q = Q' . Si N' est P-local, c'est équivalent 3 dire que E, 3 E .

Si on a simplement que N + N' est une P-bijection, nous dirons que



CLaude Lemaire 149

E » E' est un prg-P-isomorphisme. Cela veut dire que E, est le pull-back de
Eé par rapport 4 1'inclusion de Q dans Q' . Pour prouver que EP’: E' , nous

procéderons ordinairement en quatre Etapes:

Trouver un morphisme de E - E' , prouver que N' est P-local , montrer

que E > E' est un pré-P-isomorphisme, enfin, prouver que Q = Q'

0.5. DESCRIPTION. Ce schéma de travail est d'abord illustré, dans la sec-
tion 1, par une &tude du pull-back et du produit dans SU . Nous y montrons que
la P-localisation préserve les produits (1.2); qu'elle préserve les pull-backs &
un pré-P-isomorphisme preés (1.6) et tout & fait dans un cas particulier (1.7). Le

Théoréme 1.9 décrit le lien inverse entre E_  ~ E

p ﬁ et les (pré)-P-isomorphismes

(comparer avec [5], 3.3).

Les résultats fondamentaux se trouvent dans la section 2. Nous montrons
que si le groupe K agit sur E , il existe un prolongement unique de 1'action de
K sur EP (2.2); si K est nilpotent et son action sur N nilpotente, alors il

existe un prolongement unique de Kp sur EP (2.3 et 2.6). Fixateurs et &léments

fixes pour ces actions induites sont &tudiés dans le reste de la section.

Dans la section 3, nous appliquons ce qui précéde aux actions que 1l'on
peut déduire de la conjugaison, en particulier aux normalisateurs (3.2) et aux
centralisateurs (3.3 4 3.6). Lorsque N est abélien, nous pouvons associer & E
une extension de Q-modules, qui devient une extension de K-modules si une action
de K sur E est définie. A 1'aide de cette correspondance, nous pouvons tirer
des conclusions sur les fixateurs (4.2, 4.3), les orbites (4.4) et la suite des-

cendante pour 1l'action, définie comme dans [6] (Théoréme 4.6).
Enfin, nous terminons sur deux résultats sur les variétés de groupes, en

relation avec la localisation relative.

0.6. NOTATIONS. Nous suivons les notations des travaux de P. Hilton cités

en référence. Rappelons que P est un ensemble de premiers et que pour un entier
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t, te P' signifie qu'aucun facteur premier de t n'appartient & P .

Pour N nilpotent, tP,N est le sous-groupe (totalement invariant) des

€léments de N dont 1l'ordre appartient a P'

E est toujours N» G Lo Q, Q=< U . De méme, E, est N1>+ G Q1 s
etc. Si X est une>extension plus compliquée, ses trois.termés sont désignés par
NX, GX,QXx. Si H<G, E(H) est NnH»H-> H/NnH, H/NnH<Q. Or-
dinairement, nous identifions (E(H))P comme un sous-objet de EP ; en particulier,

H est regardé comme un sous-groupe de G

® (P

1. PRODUITS ET PULL-BACKS

1.1. Dans SU , nous avons un produit défini par:
Ex E' : NX N'»K-~>U
oi K est le pull-back de G et G' sur U .
1.2. THéOREME. La P-localisation préserve le produit.

PREUVE. Remarquons que Q(E x E')

Q n Q' . Donc
Q(EP X Eﬁ) = QEP n QEé = Q(E x E")
Par la propriété du pull-back, nous avons le diagramme:

ExE': NxN » GEXE'") » Q(E xE")

1 . 1
Ep X Ej ¢ Ny x Ny > G(Ep x E}) > Q(E, x E})

La premiére fl&che verticale est la P-localisation, donc EP X Eé = (E x E')P . 0O

1.3. Un diagramme de U n'a pas de pull-back en général. Par exemple,

prenons

E3 : A3» 53 » Z/2 ; El = E({1,s}) , E, = E({1,t})
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oli s,t sont des transpositions distinctes. Le pull-back de El et E2 sur ES

n'existe pas dans Z/2 .

1.4. Dans SU , considérons un diagramme

et construisons E ¢ SU comme KN>+ K- U ofi K estle pull-back de G1 et

G2 sur G m™: K-> Gi +U (i=1,2,3)) et K, est le pull-back de N, et

3’ N 1

N2 sur N3 .
On vérifie sans peine que E est le pull-back du diagramme dans SU , que

nous noterons A(EI’EZ;EB)

1.5. Le pull-back n'est pas préservé par la localisation. Si nous re-
prenons l'exemple 1.3, nous constatons que A(EI,EZ;E3) =1-+1->12/2 , sa 2-loca-

lisation est 1» 1 > Z/2 mais A((El)2 s (Ez)2 H (ES)Z) est 1> 2/2>» Z/2 .

~

Nous allons cependant voir que le pull-back est préservé i un pré-P-iso-

morphisme pr&s et un cas oll il est ‘préservé.

1.6. THEOREME. L'application canonique de A(EI’EZ;ES) dans

A((El)p , (EZ)P 5 (E3)P) est un pré-P-isomorphisme.

PREUVE. Dans les groupes nilpotents, la P-localisation commute avec le pull-back

([51, 2.10). 11 suffit dés lors de comparer les noyaux. []

1.7. COROLLAIRE. Si U est un P-groupe et les E; i action nilpotente

(i-=1,2,3) , alors A(EI’EZ;Es)P = A((El)P s (EZ)P 5 (ES)P)

PREUVE. Compte tenu de 1.6, il suffit de prouver que QA(EI’EZ;ES) =

QA((El)P , (Ez)P ; (E3)P) . Soit (xl,xz) un €lément du pull-back de (Gl)(P) ,
. r T, _ ~

(GZ)(P) sur (GS)(P) . Pour un certain r dans P', (xl,xz) = (eyl,eyz) ol

Yy € G1 et y, ¢ G2 (car les e sont P-bijectifs par 0.4.H). Si zy52, sont
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les images dans G, de Y1°Y2 respectivement, ez, = ez, .

3
. t t t .t
Par le lemme ci-dessous, Zl = z, pour un t e P' . Donc (yl,yz) ap-
. rt _rt t t .
partient au pull-back de G1 et G2 sur G3 , (Xl » Xy ) = (eyl,eyz) et 1'appli-

cation de GA(El’EZ;ES) dans GA((El)P N (EZ)P ; (ESJP) est une P-bijection. Il
N , . . . .
en est donc de méme de 1l'application de QA(EI’EZ’E3) dans Q/\((El)P , (EZ)P 5 (E3)P)

et puisque U est un P-groupe, ces deux groupes sont &égaux. (]

1.8. LEMME. Supposons E & action nilpotente. Soient x,y ¢ G . Si

ex = ey , alors il existe un t e P' tel que xt = yt . Si tP,N est borné, t

peut &tre choisi indépendamment de x et y .

PREUVE. Posons Ao = tP,N , A. 17 [Ai,G] . L'action de G sur t_,N est nil-

1+ p!
potente, donc A, = 1 pour un certain ¢ ([2], 2.5) . Si ex=-ey , x =yu
ol u e tP,N et est d'ordre, mettons t, - Nous allons démontrer que, pour tout

i, il existe un Ti dans P' tel que

Ti T1
x =y 8§, ou 6, €A
i i i
Pour i = 0 le résultat est vrai avec 60 = u et To = 1 . Supposons-le vrai
T. T.
pour i ; donc x s y 1. ot 8. €A, . Soit t, l'ordre de &, et
1 1 1 1 1
T. =T. « t. . Alors
i+l i i
T. . . . . .
X i+l _ ( Tlé )tl B T1+15t16 _ T1+1(S
=W =y i %4 7Y i+l
Par récurrence sur t; » on vérifie que Gi+1 appartient a Ai+l . Puisque pour
un ¢, AC = 1, la premi8re partie du lemme en découle. Si tp,N est borné par
T , on peut prendre T, = T qui est indépendant de x et y ainsi que le moment
i i
oll on arrive & 1'égalité xT = yT .0

1.9. Mentionnons ce que 1l'on peut sauver du lien entre (E1)P [~ (EZ)P et

les P-isomorphismes, dont la version classique se trouve dans [5], 3.3 .

THéOREME. Soient E E, dans Q et supposons que (El)p o (EZ)P .

1> 72

Alors:
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(i) 1l existe E3 B E4 dans SQ et un diagramme

tels que ¢ et y sont des pré-P-isomorphismes et T , v des P-isomorphismes.
(ii) Si de plus, Q est un P-groupe et les E; (i =1,2,3) & action

nilpotente, alors ¢ et Y sont des P-isomorphismes.

PREUVE. (i) On prend E, = (E Les applications €videntes de E1 et E2

3 l)P :

dans E3 sont des P-isomorphismes. Pour E4 , on prend A(El’EZ;ES) . Que o
et ¢ soient des pré-P-isomorphismes résulte du cas ordinaire ([5], 3.3) appli-

qué aux N -

(ii) résulte de 1.7 en tenant compte que E3 est aussi 4 action nilpo-

tente (0.4.H) . 0O

1.10. REMARQUE. Si Q est fini et les Ni R Gi de type fini pour

i =1,2 , alors on peut choisir E3 et E4 de maniére & ce que N3 , G3 s N4

et G, soient aussi de type fini. Car on peut remplacer E3 par NP nH»H-> Q

4
oi H = sgr{eGl,eGZ} . Puisque Q est fini, NP n H est d'indice fini dans H ,

qui est de type fini, donc NP n H est lui-méme de type fini.

La propriété pour E4 est claire puisque le pull-back d'un diagramme de
groupes nilpotents de type fini est de type fini et que G4 est une extension

d'un groupe de type fini par un groupe fini.

2. ACTIONS

2.1. Soit K un groupe, E dans SU . Par une action de K sur E,
nous entendons un homomorphisme de K dans Aut E . Donc une action de K sur E

induit des actions compatibles de K sur N, G, Q , celle sur Q &tant triviale.
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. - . . ' 1z . P Lz k 5
Lt'image de x dans G par l'action d'un €lément k de K sera notée x . Pour

tout x dans G et tout k dans K, xx € N . Nous dirons qu'une action de

K sur E est nilpotente si sa restriction & N est nilpotente.

PR
2.2. THEOREME. Toute action w de K sur E peut &tre étendue de ma-
unique 3 une action € w de K sur EP . S8i w est nilpotente, alors

€ W est nilpotente.

PREUVE. On sait que 1'action de K sur N peut &tre étendue de manidre unique

a NP (L21) . Nous définissons une action Eﬁ» de K sur EP par

o) D= S N ek, xeN,, yeo

Les vérifications sont routiniéres.

I1 est clair que cette action prolonge l'action de K sur Np 5 donc si

w est nilpotente, € 1'est aussi ([2], 2.9). D'autre part, si une action de

prolonge w , elle agit sur NP et eG de la méme facon que € W ,

K sur E P

P

donc lui est &gale puisque N, et G engendrent G

p . 0

(P)

2.3. THEOREME. Soit K un groupe nilpotent, W une action nilpotente de

K sur E . Alors il existe un prolongement nilpotent Kﬁu de K, sur EP . Si

P

H est un K-sous-groupe de G , alors H est un Kp-sous-groupe de G

(P) P

PREUVE. L'action de K sur N a un prolongement unique et nilpotent de Kp sur

N, (C2], 3.2). Considérons EIK : NJK -~ GJK» Q ol GIJK - Q est défini par

P

(g,k) » mg . C'est bien un homomorphisme puisque ﬂgk = mg pour tout ge G,

k e K. NIK est nilpotent ([2], 2.7) et (N]K)P = NP]KP
(E]K)P : NP]KP)+ (G]K)(P) > Q ol (G]K)P = (N]K)P](G]K)/N]K N

le crochet intermédiaire &tant le produit semi-direct pour 1'action induite par la

conjugaison de NIK par GIK .

Par calcul, on vérifie que:
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— .
1) KP > (G]K)(P) : k» ((1,k);(1,1)) » NIJK est un monomorphisme;
2) G(P) > (G]K)(P) : (n,g)i + ((n,1);(g,1)) * NIJK est un monomorphisme;

3) aprés identification de KP et G avec leurs images,

(P)
(GIK) ®) * G(P) S
4) KPnG(P)—l ;
5) G(P) < (G]K)(P) de sorte que (G]K)(P) = G(p)]KP pour l'action de

conjugaison.

Nous obtenons ainsi une action de Kp sur EP , que nous appelons Ep -

Sa restriction a Np est 1'action de K, sur Np induite par 1l'action de K sur

P

N donc est nilpotente.

Enfin, si H est un K-sous-groupe de G , l'action de KP sur H(P)
est décrite a partir de HIK , que 1l'on peut injecter dans GIK et H(P) , vu

comme sous-groupe de G(P) » est un  K,-sous-groupe. ]

2.4. Si w est une action de KP sur EP , nous notons pﬂﬂ l'action
de K sur EP obtenue par restriction. Notons Av(X,Y) 1'ensemble des actions

nilpotentes du groupe X sur Y dans SU .
Nous avons le diagramme pour K nilpotent:

€
A(KE)—————>A(KE

A (K

2.5. THEOREME.
(1) €p = ppkp .
(ii) Pp est bijectif.

iii II A (K,E TA_(X,E et TA_ : A (K,E) ~ TTA (X ,E
(151) Tep  A(KE) > TA (KE) My ¢ AR TA(Ky B

p premier, sont injectives.

PREUVE. (i) Pour k € K , ppkp(w)[k] est la conjugaison par
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—_— -1
((1,ek);(1,1)) « NIK . Or ((1,ek);(1,1)) = ((1,1);(1,k)) * ((1,ek);(1,k" 7)) ol
((1,ek);(1,k_l)) e NJK . Donc pPApQu)[k] est aussi la conjugaison par
((1,1);(1,k)) « NJK et 1'image de ((n,1);(g,1)) * NIK par cette conjugaison est

précisément ((nk,l);(gk,l)) * NIJK, c'est-a-dire, le résultat de 1'action €p -

ii Si w est une action nilpotente de K sur E_  , nous pouvons cons-
P P p

truire Aau comme dans 2.3. Par (i), ppkﬁ est 1'identité. D'autre part, si

nous partons d'une action w de Kp sur E nous fournit le diagramme:

P’ Pp

NpIK y—— G, K ——=q

(P)

Np JKp ———> G ) JKy———=>Q .

(P)

La deuxi®me ligne est la P-localisation de la premi&re, donc Aéppa = w et fp

est bijectif.
(iii) Soient wl,wz € Av(K,E) . Il s'agit de prouver que si, pour chaque
premier p et tout k € K, epwl(k)[epx] = epwz(k)[epx] (x € G) , alors
wl(k)[x] = wz(k)[x] . Mais Epwl(k)[epx] = spwz(k)[epx] entraine que
wl(k)[x] . (wz(k)[x])-l appartient au noyau de ep , C'est-d-dire 3 tP,N . Puis-

que ﬂtP,N =1, le résultat en découle. (i) et 1l'injectivité de Hep entrafnent
P
1'injectivité de HAP . 0

2.6. COROLLAIRE., Si w € Av(K,E) R pr est la seule action de K, sur

P

Ep qui prolonge w .

PREUVE. Unicité de eyw (2.2) et injectivité de

. (2.5.ii).

fp
2.7. Nous allons maintenant &tudier le comportement de certains sous-

objets 1i&s 4 une action, sous 1l'effet d'une P-localisation. Cette &tude sera

poursuivie dans la section 4, dans un cas particulier. Si K agit sur G , nous

notons K(X) (X c G) 4Le fixateur de X , c'est-i-dire le sous-groupe de K formé

des &léments k tels que xk = X pour x e X ; GK sera le sous-groupe de G
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formé par Les &Léments §4ixes par K .

de E(GN

2.8. THEOREME. Supposons N
et 1l'action de K sur E nilpotente.
est une P-bijection. De méme, K(G)

P-bijection.

NOTE. Nous ne savons pas si

vrai, en tout cas, si N est ab&lien

4.2, 4.3).

PREUVE. 1I1 est clair que e : K> K

p
K(X) < e'lxp(eX) Si k e e'lxp(ex)

k
encore e(x ) = ex .

157

P . . o K .
Nous &crirons pour simplifier E~ au lieu

sans P'-torsion et X< G, K nilpotent

Alors K(X) = e'lxp(eX) et K(X) » KP(eX)
_-1
= e KP(G(p)) et K(G) -~ KP(G(P)) est une
en général Kp(eX) est P-local. C('est

ou l'action sur N triviale (ci-dessous

envoie K(X) dans KP(eX) , donc

, alors (ex)ek = ex pour tout x e X ou

Puisque N est sans P'-torsion, e est injectif et
xk = x pour tout x e X . Pour tout S < KP , e_ls £ .S est une P-bijection,
donc K(X) - KP(eX) est une P-bijection. Montrons que KP(G(P)) = KP(eG) Si
k e KP(eG) , k fixe eN . Pour tout n e NP , i1 existe un t € P' tel que
nt - en ; donc (r_ft)k = (ﬁk)t = nt Puisque N, est P-local, A -n. Puisque
eG et Np engendrent G(p) , k fixe G(P)

De cette remarque et la premiére partie, la deuxiéme partie du résultat

suit immédiatement. [

2.9. COROLLAIRE. (i) Si K

P'-torsion, alors toute action nilpotente de K

est un sous-groupe nilpotent de
1'action de conjugaison de K sur N

P'-torsion. En particulier, si

. _ -1
PREUVE. (i) Kp =1 donc e KP(G(p)
est triviale.

(ii) L'action de K/ZG n K
déle. Si k € K/ZG n K est d'ordre

G tel que

sans

(i1)

est un P'-groupe nilpotent et N

sur E est triviale. Si K

[G,K] <N, N sans P'-torsion et

nilpotente, alors K/ZG n K est sans

K est un P'-groupe, il est central.

) =K. Par 2.7, K(X) = K donc 1l'action

sur G , induite par la conjugaison, est fi-

t, teP', ek =1 et
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k e (K/ZG n K)(G) par 2.7, donc k=1 .0

2.10. THEOREME. Si K est de type fini, alors e induit un pré-P-iso-

morphisme de EK dans Eg .

PREUVE. e envoie GK dans GfD\ . D'autre part, NK = Nn GK et Nf = N, nG?n).
QW] r r r
On sait que, K &tant de type fini, Ng = (NK)P ([21, 4.1.1), ce qui est exacte-

ment la propriété demandée. [

(EM) # Eg . Par exemple, prenons E : Z/2 > Z/4 »Z/2

et K = Z/2 agissant par changement de signe.

By = 0 Z/2» Z/2 et E§/2-0»Z/2—>—>Z/2
mais
E2/2 2 220 272 272 et (. = 0m 0 » 272 .

Cependant, nous avons (EK)p = EK

P dans un cas particulier:

2.12. COROLLAIRE. Si K est de type fini, Q un P-groupe, N &

P'-torsion bornée et E & action nilpotente, alors (EK)P = E§ .
K

(P)
r € P' tel que xt = ey et eyk = ey pour tout k . Par 1.8, (yk)t = yt pour

PREUVE. G ~ G(P) est une P-bijection (0.4.H). Si x € G , i1 existe un

t indépendant de k et dans P' , et yt € Gk . Donc GK > G%P) est P-bijec-

tive. En utilisant 2.10, on conclut comme dans 1.7. 0

2.13. THEOREME. Si K est nilpotent et 1l'action de K sur E nilpo-
K

tente, alors Eg = EPp .
PREUVE. Naturellement GKP < GK I1 faut donc prouver i G

. @ < Cpy - que si u e ) est
fixe pour tout k dans K , il est fixe pour tout k dans K. . G agit, via

P
G(P) , sur NP]KP . Pour g choisi dans G , la fonction Fg : NP]KP > NP]KP dé-
finie par m» mgm_1 est une dérivation (pour l'action de conjugaison). Res-

treinte a KP , Fg donne une dérivation Bg de K, dans N

P P

Si n est choisi dans NP , la fonction k » n-lnk est une dérivation
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dn de 1(P dans NP .

—_—
Soit u = ((n,1);(g,1)) ¢ NIK un élément de G Par calcul, on vé-

(P)

rifie que:

1) u est fixe pour 1l'action de Kp si et seulement si Bg = dn .

2) u est fixe pour 1'action de K si et seulement si la restriction de

ag a K = la restriction de dn a K.

Mais ces restrictions sont des dérivations d'un groupe nilpotent K dans

un groupe nilpotent P-local NP . Par [3], 2.2, le prolongement d'une telle déri-

vation & K, est unique donc Bg = dn sur K entraine Bg = dn sur K, . 0O

P P

3. ACTIONS INTERNES

3.1. Nous allons appliquer et €tendre les résultats de la section 2 aux

actions induites par la conjugaison dans G et G Dans ce qui suit, T et

¢3]
H sont des sous-groupes de G , T est dans Le normalisateur NGH de H dans

G et agit sur H par conjugaison. Nous devons ''contourner' la non-nilpotence

de T . Nous commencons par montrer que T est dans N H (3.2) — mon-
(P) Gepy (P
trant au passage que la P-localisation d'un sous-groupe normal est normal — ce
qui permet de considérer 1l'action de conjugaison de T(P) sur H(p) . Nous véri-
T

fions alors que E(H(é§)) = E(H{P)) (3.3). Nous n'avons plus alors qu'a appliquer
la section 2 pour obtenir le Corollaire 3.4. Notant que GT est le centralisateur
de T dans G et GG = ZG , nous tirons les conséquences pour le centre (3.5),

constatant que la situation idyllique ol E(ZG)P = E(ZG(p)) n'est pas toujours

réalisée (3.6).

3.2. THEOREME. T(P) <N En particulier, si H< G, alors

H
Sy

H < G

(P) P -

PREUVE. Nous devons démontrer que

-1
1) x = (mt) * (n,h) - (m~t ,t-l) +NeH pour tous me (Nn T,

P
teT, ne (Nn H)P et heH.

2 x=(mtm !« meethemt - el Letheh N
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La conjugaison par m vient de 1'action induite de (N n T)P sur G suivant

(P)

2.3. En effet, posons K= Nn T . K est nilpotent, il agit par conjugaison sur

E au sens de 2.1 et l'action sur N est nilpotente.

Puisqu'il n'y a qu'un prolongement possible (2.6), l'action induite en
2.3 est la conjugaison. Puisque H est un T-groupe, (N n H)P est un T-groupe

et H un (N n T)P—groupe par 2.3, donc x ¢ H( La deuxigme partie est le

(P

cas ol T=G .[

P)

- -~ (P)
3.3. THEOREME. = E(H
E(H (P)) (Hepy™)
PREUVE. Naturellement, H (P) < Soit X € HT x est donc fixe, en par-
(P (P) P
ticulier, pour l'action de T n N . Par 2.13, x est donc fixe pour l'action de

(TnN) sur H Mais il est fixe par hypoth&se pour tout €lément de eT .
p P P

(®

Comme T est le produit de (T n N)p et eT , x est fixe pour 1l'action de

(P
tout €lément de T(P) . 0

3.4. COROLLAIRE. Si T est de type fini, la localisation induit un pré-
P-isomorphisme de E(HT5 dans H(£§)) Si de plus E est 3 action nilpotente,
Q un P-groupe et tP,N borné, alors E(HT)P = E(H(és)

PREUVE. Conséquences immédiates de 3.3 avec 2.10 et 2.12 respectivement. [

3.5. COROLLAIRE. Soit G de type fini. Alors:

(i) 1la localisation induit un pré-P-isomorphisme de E(ZG) dans

E(ZG H
(ii) si E est & action nilpotente, Q & P-torsion et tp,N borné,
alors ZG(P) = (ZG)(P) = (ZG)p .

PREUVE. (i) et une partie de (ii) sont simplement 3.5 pour H =T = G .
ZG = GG est abélien, donc (ZG)P a un sens. L'image de ZG dans Q est aussi
abélienne et P-locale, puisque Q est un P-groupe. (ZG)P = (ZG)(P) résulte

alors de l'exactitude de la P-localisation ordinaire. (0

3.6. Voici deux exemples qui montrent qu'en général E(ZG)P E E(ZG(p))
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a) E : A3)+ 83 - Z/2 . (E(ZS =11~ 272/2 mais E(Z(S

15 2/2>12/2 .
b) Soient p , q deux premiers distincts, G un q-groupe fini de
classe 2. E :ZG» G G/ZG ol G/ZG est abélien et différent de (1). Alors

(B(Z6), = 1> 1> 6/26 mais E(ZG)) = 1> 6/2G » G/2G .

4. LE CAS OU N EST ABELIEN

4.1. Dans cette section; N est abélien (sauf dans 4.3). Grfce d une
construction classique, dont tous les détails peuvent &tre trouvés dans [1], nous
pouvons associer 3 E une extension ME de Q-modules et ramener certaines ques-

tions sur la P-localisation relative & la P-localisation ordinaire sur ME .
D'une facon précise, nous considérerons le diagramme commutatif

E : N > G Q

(s34
Qo
@
~
*
~

ME : IN » ZG/IN » IG» MG = IG/IN « IG » IQ

ol IX est 1'idéal d'augmentation de X et 3 1'application induite par
X+» X -1 . On sait que le premier 3 est un isomorphisme de Q-modules et les

deux autres, des injections ([11]).

Réciproquement, si N» M ——Eale est une suite exacte de Q-modules, on
peut lui associer une suite exacte de groupes N» G(M) - Q ol
GM) ={me M| m=q -1 pour un q ¢ Q ; la loi est définie par

xey=x+ Tx+1) «y ([1], §3)

On vérifie dans [1] que M(G(M)) =M et GM(G) = G . On &tablit ainsi
une équivalence entre la catégorie des groupes au-dessus de Q , d noyau abélien,
et la catégorie des Q-modules au-dessus de IQ ; les objets correspondants entrent

dans un diagramme du type (*) ol les noyaux peuvent &tre identifiés.
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. . Py N
Si K a on peut dé&fin K sur ME 3

on peu
k

de 1'action sur ZG définie par (Zzigi) = Zzigi . Il est routinier de vérifier

>

que cela induit bien une action sur ME , compatible avec les structures de
Q-modules, que le premier 3 de (*) devient un isomorphisme de K-modules et que
1'action sur IQ est triviale. En particulier, si 1'action de K sur E est
nilpotente, MG est un K-module nilpotent, comme extension de deux K-modules

nilpotents ([5], 4.3).

Placons-nous dans ce cas et répétons la construction pour EP , avec ZP
comme coefficients. On obtient une extension MEp dont les trois termes sont

P-locaux. L'application de MG dans MG induite par g - 1% eg - 1 déter-

(P)
mine la P-localisation N » NP 3 gauche et 1'injection canonique de 1IQ dans
IPQ d droite, qui est aussi la P-localisation. Donc MG - MG(P) P-localise
aussi ({5], 2.5). L'action de Kp sur MG(P) est compatibie avec i‘faction de K
sur MG . Réciproquement, si K agit sur N» M > IQ , de telle sorte que 1l'ac-

tion sur IQ soit triviale, alors K agit sur G(M) et l'action induite sur M

est 1'action initiale.

4.2. THEOREME. Soit N abélien, K nilpotent agissant sur E de mani&-
re nilpotente. Alors KP(eX) est P-local pour tout X c G . De plus:
i L i = = :
1) si N est sans P'-torsion, K(X)P KP(eX) et (KG)P KP(G(P)) H

2) si X est fini, K(X)p = KP(eX)
PREUVE. Par la définition de 1l'action sur MEP et 1'injectivité de 9 , on a:

KP(eX) =N KP(eX) = N KP( ex)
xeX xeX
Mais chaque KP(Bex) est P-local par [3], 1.1, donc KP(eX) est P-local. Si N
L i = = =
est sans P'-torsion, K(X)P Kp(ex) par 2.8 et K(G)P KP(eG) KP(G(P))

aussi par 2.8.

Supposons maintenant X fini. Comme la P-localisation (dans les groupes
nilpotents) commute avec les intersections finies ([5], 2.10), on peut prendre

pour X un seul €lément x . A la P-localisation e correspond la P-localisa-
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tion € : ME -~ ME on a

P 3
Kp(eX) = Kp(3ex) = KP(Eax) = KX}

par [3], 1.1 et le dernier terme &€gale K(x) d'oli le résultat. [0

P’

4.3. Voici un résultat analogue, mais qui n'utilise par 1'hypoth&se que

N est abélien. La preuve s'inspire de [3].

THEOREME. Soit X nilpotent avec une action sur E , triviale sur N .

Alors pour tout X fini inclus dans G , KP(eX) = K(X)P .

~

PREUVE. De nouveau, on peut se limiter & un seul élément x . Considérons 1'ap-

plication éx de X dans N définie par

5,00 = x » (Hk

(comparer avec [3], 1.3). dx est un homomorphisme car
- - - 1
sk, kn) = x(xHEF = xeHR - KK hHM = sk - 6 k0
k
)

mais (6xk' = Sxk' puisque l'action sur N est triviale. Ker 6x = K(x)

En répétant la construction pour G( et ex , on obtient le diagramme

P)

commutatif:

K(x) > K

Kp(ex)‘ K

La deuxidme et la troisi&me fl&ches P-localisent donc la premigre aussi ([5], 2.5)

et KP(ex) = K(x)P .0

4.4. Notons x 1l'orbite de x sous l'action de K ou K, suivant que

P

x est dans G ou G

®

THEOREME. Si N est abélien, K nilpotent et l'action sur E nilpo-
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tente, X,y ¢ G alors X e y si et seulement si epx € epy pour tout premier p .

PREUVE. Il suffit de noter que x e y si et seulement si dx e 0y et que

e x e si et seulement si 3e X = e 9x e e 9y . Par [3], 3.1 9X € 3y si et
O p* " %p p®” 2 Y

seulement si, pour tout p premier, 3pax e €3y . 0O

P

4.5. Suivant Hilton et Stammbach ([6]), nous définissons A;G inductive-

ment par
Alc =G, Al+1G = sgr{gkg—l [ g e Al , keK}, i>1
K K K
. n n+l
La K-longueur de G (ngG) est n si AKG # 1 et AK G =1 . Dans le cas

d'un K-module, la longueur est la classe de nilpotence de l'action. En particu-

lier, si l'action de K sur E est nilpotente, ngG est finie.

Dans le th&or&me qui suit, nous identifions les deux copies de N (comme

K-module) que 1'on rencontre dans G et MG .

4.6. THEOREME. Si N est abélien, K nilpotent et l'action sur E nil-
potente, alors
. i i . -
(1) AKG = AKMG pour i > 1, donc 1gKG = ngMG .

.. i i
(ii) e : AKG > AKPG(P) G .

P-localise pour tout i , donc 1lg,6 G < 1g
Kp (P) K

PREWE. (i) Il suffit de prouver que AXG = A2(M6) puisqu'il s'agit de K-sous-
2

groupes de N . AKG‘° G ; soit H = G/AEG ; H est un K-groupe trivial.

M{ est un K-module trivial et MG - MH a pour noyau AEG . Donc
AEMG < AEG . Réciproquement, soit M = MG/Ai(MG) . Puisque l'action de K sur
Q est triviale, Ai(MG) est un Q-module et M aussi. Comme K-module, M est

trivial.

A la suite N/Ai(MG) » H - IQ , on peut associer la suite
N/Ai(MG) » G(M) » Q (voir 4.1). A l'action (triviale) de K sur M correspond

1'action triviale de K sur G(M)

Le noyau de G - G(M) est Ai(MG) et puisque G(M) est trivial comme
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K-groupe AZ(MG) > AZG
? K - KT

(ii) On sait que MG (MG)P (4.1). Par[6], 5.2 et 5.7.1,

(P °

A;(MG) > A;(MG(P)) P-localise pour tout i 2 1 . Le résultat pour i > 1 vient

alors de (i). Pour i =1, il est trivial.

5. APPLICATION AUX VARIETES

5.1. Une variété de groupes est une classe de groupes fermée pour les
quotients, sous-groupes et produits directs quelconques. A tout groupe G et
toute variété V est associ€ un sous-groupe normal VG de G (appelé le sous-

groupe verbal) tel que G/VGe V et Ge V siet seulement si VG =1

Dans le cadre d'une variété V , la propriété importante d'une action de
X sur Y est que Y soit un VX-ghoupe, c'est-a-dire que V(YIX) < X . Dans ce

cas, V(YIX) = VX (voir [7], p. 108).

Nous notons g(cl,...,cr) la variété de tous les groupes polynilpotents
de rang < (cl,...,c ) caractérisée par PG =T_(T (... . G)...) . Les varié-
¥ “r %r-1 1

tés des groupes nilpotents de classe < ¢ et les variétés des groupes résolubles

de longueur < t sont des cas particuliers de Bﬁcl,cz,...,cr)

5.2. THEOREME. Supposons que V = Bﬁcl,...,cr) ouque N et G sont

~

de type fini et P+ ¢ . Si E est a action nilpotente, alors G e V  entraine

PREUVE. Si GeV , N estun G-groupe ([7], 1.10). Nous avons démontré dans
[8]1, 3.4 que dans les hypoth&ses indiquées (plus générales, en fait), NP est
alors un  G-groupe. Donc V(NPJG) =VG =1 et NP]G €V . Mais alors G(P) s

qui est un quotient de NP]G , appartient 3 V . 0

5.3. THEOREME. Supposons que K est nilpotent et que son action sur E
est nilpotente. Nous reprenons les hypoth&ses de 5.2 en supposant de plus que si
V n'est pas un g(cl,...,cz) , K est de type fini: alors si G est un

VK-groupe, G(p) est un VKP—groupe.
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PREUVE. Supposons d'abord que K ¢ V. Alors GJK € V ; 1'action de GIK sur
NJK est nilpotente et si nous construisons (G]K)(P) 3 partir de NIK -~ GIK » Q,

(G]K)(P) € V par 5.2; (G]K)(P) = G,y )X, (preuve de 2.3) donc G est un

(P) P (®

K,-groupe. Si K¢ V, on le remplace par K/VK . (On sait que VK < K(G) et

que G est un (K/VK)-groupe ([71, 1.13) .)

L'action de K, sur G est le relévement de l'action de (K/VK)p

P

et on sait alors que G
(P) 4

P

sur G est un VK, -groupe si G est un

(P)
YﬁK/VK)P—groupe (C71, 1.11). Or G(P)

P (P)

est un X(K/VK)P—groupe par la premidre
partie de la preuve. [J
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