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LOCALISATION RELATIVE ET ACTIONS 
Claude Lemaire 

0. INTRODUCTION 

0.1. La localisation des groupes et des espaces nilpotents a pris de 

plus en plus d’importance ces dernières années (voir par exemple GSI). Il est dif- 

ficile, en général, d’étendre les résultats obtenus à des groupes ou à des espaces 

non nilpotents, faute d’une généralisation assez maniable de la localisation. Ce 

travail est consacré à une de ces généralisations, la l’localisation relative” in- 

troduite par P. Hilton dans C4], comme correspondant algébrique de la “localisation 

de la fibre” de la Topologie algébrique. 

Plus spécialement, nous nous intéressons à l’effet d’une telle localisa- 

tion sur 1 ‘action d’un groupe, dans la ligne de [2], [SI, [6]. 

0.2. Soit E : N»G++Q une extension de groupes, avec N nilpotent. 

La P-localisation Ep de E est l’extension Np * G 
(P) 

++ Q où Np est la P- 

localisation (ordinaire) de N et G 
(PI 

= NplGji , le produit croisé correspondant 

à l’action induite de G sur Np et i= {(em -‘,m) 1 m E NI (c41) . 

On a un diagramme commutatif 

N-G-Q 

Np'G -Q 
(P> 
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où représente, ici et partout, la P-localisation. 

0.3. Le cadre naturel pour étudier la localisation relative est la caté- 

gorie g des groupes au-dessus du groupe U , ai noyau nilpotent. Toutefois, cette 

catégorie n’a pas assez de sous-objets pour convenir à nos besoins. Nous travail- 

lons donc plutôt dans la catégorie SU des extensions E : N » G -t) Q , Q < U . 

Un morphisme de E dans E’ = N’ » G’ t) Q' est un couple 

cp : N+N', I/.J : G+G' tel que 

N, bG -U 

cp 4-J 

1 Y 
N’>- G’ - U 

soit commutatif (ce qui entraîne naturellement Q 5. Q'> . P-localisation rela- 

tive est un foncteur de SU dans SU . 

0.4. Si $J :N-+M, N,M nilpotents, M P-local, $J P-localise si et 

seulement si $ est une P-bijectian, c’est-à-dire Ker $ est un P*-groupe et 

pour tout m E M , il existe un t dans P’ avec mt E $N . Un correspondant 

partiel est un résultat de Hilton (C41, 2.3, 2.5): 

THÉORÈME. Si l’action de conjugaison de G sur est nilpotente, alors 

l’action de conjugaison de G 
m 

sur NP est nilpotente et e : G -t G 
(PI 

est une 

P-bi j ection . - 

Dans cette situation, nous dirons que 

désignerons le résultat par 0.4.H. 

Nous dirons que E + E’ 

E US a action nitpa~etie; nous 

est un P-tiurnukptime si N + N’ est une P- 

bijection et Q = Qf . Si NV est P-local, c’est équivalent à dire que Ep j E’ . 

Si on a simplement que N + N’ est une P-bijection, nous dirons que 
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E -+ E’ est un pd-P-iAomukph.ihm~. Cela veut dire que Ep est le pull-back de 

EP par rapport à l’inclusion de Q dans Q’ . Pour prouver que Ep = EV , nous 

procéderons ordinairement en quatre étapes: 

Trouver un morphisme de E + E’ , prouver que N’ 

E + E’ est un pré-P-isomorphisme, enfin, prouver que 

est P-local , montrer 

Q=Q’. 

O.S. DESCRIPTION. Ce schéma de travail est d’abord illustré, dans la sec- 

tion 1, par une étude du pull-back et du produit dans SU . Nous y montrons que 

la P-localisation préserve les produits (1.2); qu’elle préserve les pull-backs à 

un pré-P-isomorphisme près (1.6) et tout à fait dans un cas particulier (1.7). Le 

Théorème 1.9 décrit le lien inverse entre Ep - EP et les (pré) -P-isomorphismes 

(comparer avec [SI, 3.3) . 

Les résultats fondamentaux se trouvent dans la section 2. Nous montrons 

que si le groupe K agit sur E , il existe un prolongement unique de l’action de 

K sur Ep (2.2); si K est nilpotent et son action sur N nilpotente, alors il 

existe un prolongement unique de Kp sur Ep (2.3 et 2.6). Fixateurs et éléments 

fixes pour ces actions induites sont étudiés dans le reste de la section. 

Dans la section 3, nous appliquons ce qui précède aux actions que l’on 

peut déduire de la conjugaison, en particulier aux normalisateurs (3.2) et aux 

centralisateurs (3.3 à 3.6). Lorsque N est abélien, nous pouvons associer à E 

une extension de Q-modules, qui devient une extension de K-modules si une action 

de K sur E est définie. A l’aide de cette correspondance, nous pouvons tirer 

des conclusions sur les fixateurs (4.2, 4.3)) les orbites (4.4) et la suite des- 

cendante pour l’action, définie comme dans [6] (Théorème 4.6). 

relation 

Enfin, nous terminons sur deux résultats sur les variétés de groupes, 

avec la localisation relative. 

0.6. NOTATIONS. Nous suivons les notations des travaux de P. Hilton cités 

en référence. Rappelons que P est un ensemble de premiers et que pour un entier 
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t 9 t E P' signifie qu'aucun facteur premier de t n'appartient à P . 

nilpotent, tpfN est le sous-groupe (totalement invariant) des 

éléments 'de N dont l'ordre appartient à P* . 

E est toujours Nw G-%+Q , QI U . De même, El est Nl k Gl tf Q, , 

etc. Si X est une extension plus compliquée, ses trois termes sont désignés par 

NX , GX , QX . Si H < G , E(H) est N n H» H ++ H/N n H , H/N n H 5 Q . Or- 

dinairement, nous identifions (E(H))p comme un sous-objet de Ep ; en particulier, 

H 
(P> 

est regardé comme un sous-groupe de G 
(P) 

. 

1. PRODUITS ET PULL-BACKS 

1.1. su , nous avons un produit défini par: 

E x E' :NxN'»K+U 

où K est le pull-back de G et G* sur U . 

1.2. THÉORÈME. La P-localisation préserve le produit. 

PREUVE. Remarquons que Q(E x Et) = Q n Q* . Donc 

Q(Ep X f$> = QEp n QEP = Q(E x ~1) . 

Par la propriété du pull-back, nous avons le diagramme: 

E x E' : N x N' » G(E x E') * Q(E x E') 

Ep x E; : Np x N; - G(Ep x EP) -tf Q(Ep x E;) . 

La première flèche verticale est la P-localisation, donc Ep x EP = (E x E')p . 0 

1.3. Un diagramme de U - n*a pas de pull-back en général. 

prenons 

E3 : A3~ S3 -++ Z/2 ; El = E({l,s}) , E2 = E({l,t]) 

Par exemple, 
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pu s,t sont des transpositions distinctes. Le pull-back de El et E2 sur E3 

n'existe pas dans 2/2 . 

1.4. Dans su, considérons un diagramme 

E2 - E 
3 

et construisons E E SU comme KN» K 
7T - U où K est le pull-back de Gl et 

G2 sur G3, ~:K-tGi-tU (i = 1,2,3) et KN est le pull-back de Nl et 

N2 sur 
N3 l  

On vérifie sans peine que 

nous noterons A(E~,E~;E~) . 

1.5. Le pull-back 

E est le pull-back du diagramme dans 

n'est pas préservé par la localisation. 

- 9 que su 

Si nous re- 

prenons l'exemple 1.3, nous constatons que A(E~,E~;E~) = 1 -t 1 -+ Z/2 , sa 2-loca- 

lisation est 1~ 1 + Z/2 mais A((E~)~ , (E2)2 ; (E3)2) est 1 -t z/2 ++ z/2 . 

Nous allons cependant voir que le pull-back est préservé à un pré-p-iso- 

morphisme près et un cas où il estpréservé. 

1.6. THÉORÈME. L'application canonique de A(E~,E~;E~) dans 

A((El)p 9 (E2jp ; (Eg) p) est un pré-P-isomorphisme. 

PREUVE. Dans les groupes nilpotents, la P-localisation commute avec le pull-back 

(r.53, 2.10) l  Il suffit dès lors de comparer les noyaux. 0 

1.7. COROLLAIRE. Si est un P-groupe et les Ei à action nilpotente 

0 = 1,2,3) 9 alors A(E@~;E~)~ = A((El)p y (Ezjp ; (E3)p) . 

PREUVE. Compte tenu de 1.6, il suffit de prouver que QA(E1,E2;E3) = 

QA((E~)~ 5 (E21p ; (E3)p) l  
Soit (x1,x,) un élément du pull-back de (Gl)(P) ' 

(G2)(p) sur (G3)(p) . Pour un certain r dans P' , cg, X;l = (eYl'eY2) où 

y1 E G1 et y2 E G2 (car les e sont P-bijectifs par 0.4.H). Si 21,~~ sont 
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les images dans Gg de yl,y2 respectivement, ezl = ez2 . 

t t Par le lemme ci-dessous, zl = z2 pour un t E P' . Donc (Y;,Y:) ap- 

partient au pull-back de Gl et G2 sur Gg , (xit,x;t) = (ey:,ey$ et llappli- 

cation de GA(E~,E~;E$ dans GA((E~)~ , (E2)p ; (Eg)p) est une P-bijection. Il 

en est donc de même de l'application de QdE19E2;E3) dans QNEQp > W21p ; CE31p) 

et puisque U est un P-groupe, ces deux groupes sont egaux. 0 

1.8. LEMME. Supposons E à action nilpotente. Soient x,y E G . Si 

ex = ey , alors il existe un t E P' tel que Xt 
t =y . Si tp,N est borné, t 

peut être choisi indépendamment de x et y . 

PREUVE. Posons A0 = tp,N , Ai+l = CAi,Gl . L'action de G sur tp,N est nil- 

potente, donc A 
C 

= 1 pour un certain c (C21, 2.5) . Si ex = ey , x = yu 

où u E tp,N et est d'ordre, mettons t. . Nous allons démontrer que, pour tout 

i , il existe un Ti tel que 

Ti x = 
T. 

Y 16i où 6 pA.. 
1 

Pour i = 0 le résultat est vrai avec 6, = u et TO = 1 . Supposons-le vrai 

pour i ; donc x 
Ti Ti 

= y 6i où 6i E Ai . Soit ti l'ordre de di et 

T i+l = Ti l ti . Alors 

T itl _ x - 
T. ti 

(Y lb-i) = 
T. t. 

Y 1+16 Qitl = i 

T ii-l 
y %tl ' 

Par récurrence sur ti , on vérifie que &+l appartient à Ait1 . Puisque pour 

un c, A C =l, la première partie du lemme en découle. Si tp,N est borné par 
. 

T 9 on peut prendre T. = T1 
1 

qui est indépendant de x et y ainsi que le moment 

où on arrive à l'égalité xTi Ti =y .o 

1.9. Mentionnons ce que l'on peut sauver du lien entre (El)p 'L (E2)p et 

les P-isomorphismes, dont la version classique se trouve dans C!d, 3.3 . 

THÉORÈME. Soient El , E2 dans Q et supposons que (El)P - (E2)p . 

Alors: 
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( 1 i 

tels que cp 

il existe 

et 

E3 ' E4 dans SQ et un diagramme 

E4 
cp , 

E1 

4.J 

1 1 

T 

E2 - E 
V 3 

sont des pré-P-isomorphismes et P-isomorphismes. 

(ii) Si de plus, Q est un P-groupe et les Ei (i = 1,2,3) à action 

nilpotente, alors et sont des P-isomorphismes. 

PREUVE. (i) On prend E3 = (El)p . Les applications évidentes de El et E2 

dans E3 sont des P-isomorphismes. Pour E4 , on prend A(E~,E~;E~) . Que q 

et $ soient des pré-P-isomorphismes résulte du cas ordinaire ([SI, 3.3) appli- 

qué aux Ni . 

(ii) résulte de 1.7 en tenant compte que E3 est aussi à action nilpo- 

tente (0.4.H) . 0 

1.10. REMARQUE. Si Q est fini et les Ni , Gi de type fini pour 

i = 1,2 , alors on peut choisir E3 et E4 de manière à ce que N3 , G3 , N4 

et G4 soient aussi de type fini. Car on peut remplacer E3 par Np n H » H -t, Q 

où H = sgr{eGl,eG2) . Puisque Q est fini, Np n H est d'indice fini dans H , 

qui est de type fini, donc 

La propriété pour 

Np n H est lui-même de type fini. 

E4 est claire puisque le pull-back d'un diagramme de 

groupes nilpotents de type fini est de type fini et que G4 est une extension 

d'un groupe de type fini par un groupe fini. 

2. ACTIONS 

2.1. Soit K un groupe, E dans SU . Par une ation de K Auh E , 

nous entendons un homomottpkinm~ de K cfann Aut E . Donc une action de K sur E 

induit des actions compatibles de K sur N , G , Q , celle sur Q étant triviale. 
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L'image de k x dans G par l'action d'un élément k de K sera notée x . Pour 

tout x dans G et tout k dans K , X~X-' E N . Nous dirons qu'une action de 

K sur E est &p~&tie si sa tttiktU&un Ù N est nilpotente. 

2.2. THÉORÈME. Toute action w  de K sur E peut être étendue de ma- 

nière unique à une action E w  P de K sur Ep . Si W est nilpotente, alors 

EW 
P est nilpotente. 

PREUVE. On sait que l'action de K sur N peut être étendue de manière unique 

à Np (El) . Nous définissons une action &p~ de K sur Ep par 

((x,y) . %)k = (xk,yk) . N (k E K 9 XE N P' YEG) l  

Les vérifications sont routinières. 

Il est clair que cette action prolonge l'action de sur Np ; donc si 

w  est nilpotente, CPU l'est aussi (C21, 2.9). D'autre part, si une action de 

K sur EP prolonge a Y elle agit sur et eG de la même façon que 

donc lui est égale puisque Np et G engendrent G 
(P> 

. 0 

2.3. THÉORÈME. Soit un groupe nilpotent, W une action nilpotente de 

K sur E . Alors il existe un prolongement nilpotent hpU de Kp sur Ep . Si 

H est un K-sous-groupe de G , alors H 
(PI 

est un Kp-sous-groupe de G 
(PI 

. 

PREUVE. L'action de K sur N a un prolongement unique et nilpotent de Kp sur 

Np (c21, 3.2). Considérons EIK : NIK -+ GIKW Q où G!K -++ Q est défini par 

wo c,  rg l  

k 
C'est bien un homomorphisme puisque 7-rg = rg pour tout g E G , 

kcK. N]K est nilpotent (Dl, 2.7) et (NIK)p = NplKp 

(EIKIp : Np]Kp" (GIK) 
PI 

-t, Q où (GIK)p = (NIK)pl(GIK)/=, 

le crochet intermédiaire étant le produit semi-direct pour l'action induite par la 

conjugaison de NIK Par GlK . 

Par calcul, on vérifie que: 



11 KP + (GIK) 
(PI 

: k * ULkl ;Ll)l . x est un monomorphisme; 

2) G (p) + (GM UV 
: (n,g)% -+ ((n,l);(g,l)) .G est un monomorphisme; 

3) après identification de KP et G 
(P) 

avec leurs images, 

(GIKI (p) = G(p) . Kp ; 

4) Kp n G 
(PI 

=l; 

5) G (P> 
Q (GIK) 

(P) 
de sorte que (GIK) 

PI 
= G(p)]Kp pour l'action de 

conjugaison. 

Nous obtenons ainsi une action de KP EP ' que nous appelons EpU . 

Sa restriction à Np est l'action de Kp sur Np induite par l'action de K sur 

donc est nilpotente. 

Enfin, si H est un K-sous-groupe de G , l'action de Kp sur H 
(PI 

est décrite à partir de HIK , que l'on peut injecter dans GIK et H 
w  9 vu 

comme sous-groupe de G 
(P) 

, est un KP-sous-groupe. 0 

2.4. Si c est une action de Kp sur Ep , nous notons opE l'action 

de K sur Ep obtenue par restriction. Notons A,(X,Y) l'ensemble des actions 

nilpotentes du groupe X sur Y dans SU . 

Nous avons le diagramme pour K nilpotent: 

"P 
AvoLE) - Av(Wp) 

y,JKp,Ep) 

2.5. THÉORÈME. 

( > i EP = PpAp l  

(ii) P P est bijectif. 

(iii) IIE : 
P 

AvWl + l-IA 
PV 

uLEp) et IIX 
Pp 

: AV(K,E) + I-IA (K ,E ) 
pv P P 

, 

p premier, sont injectives. 

PREUVE. (i) Pour k E K , ppXp(w)Ckl est la conjugaison par 

I  
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((l,ek);(l,l)) mz .  O r  ((l,ek);(l,l)) = ((l, l);(l,k)) l ((i,ek>;(l,k-‘1) où 

((l,ek);(l,k-‘)) E=. Donc oPXP(w)Ckl est aussi la.conjugaison par 

ULl);o,k)) /-- 
c J 

N]K et l’image de ((n,l);(g,l)) l N]K par cette conjugaison est 

précisément ((n k,l) ;(gk,W . NIK , c’est-à-dire, le résultat de l’action EP . 

(ii) Si est une action nilpotente de K sur EP ’ nous pouvons cons- 

truire Xp comme dans 2.3. Par (i) , ppXP est l’identité. D’autre part, si 

nous partons d’une action w  de Kp sur EP9 pP nous fournit le diagramme: 

NplKp- Gcp) lKp- Q l  

La deuxième ligne est la P-localisation de la première, donc XPopc = w  et op 

est bijectif. 

(iii) Soient w1’w2 E A,(W) . Il s’agit de prouver que si, pour chaque 

premier p et tout k E K , E w  (k)Cepxl = E w  (k)CepxJ (x E G) , alors 
Pl P2 

y(k) Cxl = w2(k)Cxl . Mais E w  (k)[epx] 
Pl 

= E w  (k)Ce x] 
P2 P 

entraîne que 

y(k) L-xl . (w2(k) Cxl) -’ appartient au noyau de e 
P 

, c’est-à-dire à t ,N . Puis- 
P 

que nt ,N=l, 
Pp 

le résultat en découle. (i) et l’injectivité de MIE entraînent 
P 

1 ‘injectivité de TTx 
P . 

[7 

2.6. COROLLAIRE. Si w  E A,(K,E) , xpw est la seule action de Kp sur 

EP qui prolonge ti . 

PREUVE. Unicité de E~W (2.2) et injectivité de pp (2.5.ii). 

2.7. Nous allons maintenant étudier le comportement de certains sous- 

objets liés à une action, sous l’effet d’une P-localisation. 

poursuivie dans la section 4, dans un cas particulier. Si K 

Cette étude sera 

agit sur G , nous 

notons KW u = GI Ce @utitem de x , c* est-à-dire le sous-groupe de K formé 

k des éléments k tels que x = x pour x E X ; GK sera le sous-groupe de G 
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formé par R&5 iX&Wti &LX& pCL& K . Nous écrirons pour simplifier EK au lieu 

de E(GK) . 

2.8. THEOREME. Supposons N sans PI-torsion et X = G , K nilpotent 

et l'action de K sur E nilpotente. Alors K(X) = e -lKp(eX) et K(X) + Kp(eX) 

est une P-bijection. De même, K(G) = e -lK (G 
p (P)) 

et K(G) -+ Kp(G(p)) est une 

P-bijection. 

NOTE. Nous ne savons pas si en général Kp(eX) est P-local. C'est 

vrai, en tout cas, si N est abélien ou l'action sur N triviale (ci-dessous 

4.2, 4.3). 

PREUVE. Il est clair que e : K + Kp envoie K(X) dans Kp(eX) , donc 

K(X) 5 eBIKp(eX) . Si k E e-'Kp(eX) , alors (ex) ek = ex pour tout x E X ou 

encore k e(x ) = ex . Puisque est sans P'-torsion, e est injectif et 

Xk = x pour tout x E X . Pour tout S 5 Kp , e-h e -S est une P-bijection, 

donc K(X) -+ Kp(eX) est une P-bijection. Montrons que KP(G(P)) = Kp(eG) . Si 

k 6 Kp(eG) , k fixe eN . Pour tout ii-e Np, il existe un t E P' tel que 

2 -t k = en ; donc (n ) = (?)t = Ï? . Puisque Np -k est P-local, n = E . Puisque 

eG et NP engendrent G 
(P> 

,kfixeG . 
PI 

De cette remarque et la première partie, la deuxième partie du résultat 

suit immédiatement. 0 

2.9. COROLLAIRE. (i) Si K est un P'-groupe nilpotent et N sans 

PV-torsion, alors toute action nilpotente de K sur E est triviale. (ii) Si K 

est un sous-groupe nilpotent de G tel que CG,KI 5 N , N sans PV-torsion et 

l'action de conjugaison de K sur N nilpotente, alors K/ZG n K est sans 

P'-torsion. En particulier, si K est un P'-groupe, il est central. 

PREUVE. u-1 Kp = 1 donc e-lKp(G(p)) = K . Par 2.7, K(X) = K donc l'action 

est triviale. 

(ii) L'action de K/ZG n K sur G 9 induite par la conjugaison, est fi- 

dèle. Si k E K/ZG n K est d'ordre t , t E P' , ek = 1 et 
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k E (K/ZG n K)(G) par 2.7, donc k= 1 . 0 

2.10. THÉORÈME. Si K est de type fini, alors e induit un pré-P-iso- 

morphisme de EK K dans Ep . 

PREUVE. e envoie GK dans GK . D'autre part, NK 
(PI 

= N n GK et NF = Np nGK . 
(P> 

On sait que, K étant de type fini, NK K p = (N )p (C21, 4.l.i), ce qui est exacte- 

ment la propriété demandée. 0 

2.11. En général, Par exemple, prenons E : Z/2 -+ Z/4 -»Z/2 

et K= Z/2 agissant par changement de signe. 

E3 
= 0 S+ Z/2 ++ Z/2 et E z/2 

3 
= 0 H z/2 J-t z/2 

mais 

EU2 = Z/2 * Z/2 -++ Z/2 et (E w )3 = 0~ 0 -++ Z/2 . 

Cependant, nous avons 

2.12. COROLLAIRE. Si 

K 
CE > P = E; dans un cas particulier: 

K est de type fini, Q un P-groupe, N a 

P'-torsion bornée et E à action nilpotente, alors K K (E )p = Ep . 

PREUVE. G + G 
(PI 

est une P-bijection (0.4.H). Si x E GK 
(PI 

, il existe un 

r E P' k tel que xr = ey et ey = ey pour tout k . Par 1.8, (Yk) t 
t 

= Y pour 

t indépendant de k et dans P1 , et yt E G k . Donc G K K -+ G 
(PI 

est P-bijec- 

tive. En utilisant 2.10, on conclut comme dans 1.7. CI 

2.13. THÉORÈME. Si K est nilpotent et l'action de K sur E nilpo- 

EK KP tente, alors p = E P ' 

PREUVE. Naturellement G KP K 
(PI 

s G 
(P> 

. Il faut donc prouver que si u E G 
(PI 

est 

fixe pour tout k dans K , il est fixe pour tout k dans Kp . G agit, via 

G 
(PI 

, sur NplKp . Pour g choisi dans G , la fonction F : NplKp -+ N ]K 
g 

p p dé- 

finie par m * mgmel est une dérivation (pour l'action de conjugaison). Res- 

treinte à Kp , F 
8 

donne une dérivation a 
8 

de Kp dans Np . 

-1 k Si n est choisi dans Np , la fonction k » n n est une dérivation 
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d* de KP dans NP . 

Soit u = m,i) ;k,l)) .x un élément de G 
(PI 

. Par calcul, on vé- 

. rifie que: 

1) u est fixe pour l'action de Kp si et seulement si a = dn . 
g 

2) u est fixe pour l'action de K si et seulement si la restriction de 

ag à K= la restriction de d n à K. 

Mais ces restrictions sont des dérivations d'un groupe nilpotent K dans 

un groupe nilpotent P-local Np . Par [33, 2.2, le prolongement d'une telle déri- 

vation à KP est unique donc a =d 
g n 

sur K entraîne 8 q dn sur Kp . 0 
g 

3. ACTIONS INTERNES 

3.1. Nous allons appliquer et étendre les résultats de la section 2 aux 

actions induites par la conjugaison dans GetG . 
w  

Dans ce qui suit, T et 

G 

sont des sous-groupes de 

et agit sur 

T 

par conjugaison. 

a-t cfavzn .tee vzoiLma&iA abu de H 

Nous devons %ontournerV' la non-nilpotence 

de T . Nous commençons par montrer que T 
P) 

est dans NG H(P) (3.2) - mon- 
(P) 

trant au passage que la P-localisation d'un sous-groupe normal est normal - ce 

qui permet de considérer l'action de conjugaison de T 
PI 

surH . 
(PI 

Nous véri- 
T 

fions alors que E(H (PI 
(P) 

) = E(H TP)) (3.3) l Nous n'avons plus alors qu'à appliquer 

la section 2 pour obtenir le Corollaire 3.4. Notant que GT est le centralisateur 

de T dans G et GG = ZG , nous tirons les conséquences pour le centre (3.5), 

constatant que la situation idyllique où E(mp = E(ZG 
(PI 

) n'est pas toujours 

réalisée (3.6). 

3.2. THÉORh. T 
m 

I NG H 
(V 

. En particulier, si H Q G , alors 
(PI 

H 
UV 

aG . 
(P> 

PREUVE. Nous devons démontrer que 

1) x = (m,t) 0 (n,h) l (mVt 
-1 

,t -1 
) l %! E H 

P> 
pourtous me (N n T)P, 

téT, nE(NnH)p et hcH. 

t -1 2) x= (mnm l m(t-'ht)m-' l t-'h-%,1) (l,tht-') l N . 
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La conjugaison par m vient de l'action induite de (NnT)P sur G 
m 

suivant 

2.3. En effet, posons K = N n T . K est nilpotent, il agit par conjugaison sur 

E au sens de 2.1 et l'action sur N est nilpotente. 

Puisqu'il n'y a qu'un prolongement possible (2.6), l'action induite en 

2.3 est la conjugaison. Puisque H est un T-groupe, (N n H)P est un T-groupe 

et H 
(P) 

un (N n T)p-groupe par 2.3, donc x E H 
CPI 

. La deuxième partie est le 

cas où T = G . 0 

3.3. THÉORÈME. T T 
E(H (PI 

UV 
) = E(H ) . 

(P) 

T 
PREUVE. Naturellement, H (V T T 

(P> 
<H . 

w  
Soit x E H 

(PI 
, x est donc fixe, en par- 

ticulier, pour l'action de T n N . Par 2.13, x est donc fixe pour l'action de 

(TnN)p sur H 
(PI 

. Mais il est fixe par hypothèse pour tout élément de eT . 

Comme T 
(P> 

est le produit de (TnN)p et eT, x est fixe pour ll'action de 

tout élément de T 
(V 

. 0 

3.4. COROLLAIRE. Si T est de type fini, la localisation induit un pré- 

T T 
P-isomorphisme de E(H ) dans E(H P> 

(P) 
) . Si de plus E est à action nilpotente, 

Q un P-groupe et tprN borné, alors T T 
E(H )p = E(H (P) 

u9 
) . 

PREUVE. Conséquences immédiates de 3.3 avec 2.10 et 2.12 respectivement. 0 

3.5. COROLLAIRE. Soit G de type fini. Alors: 

(i) la localisation induit un pré-P-isomorphisme de E(ZG) dans 

E(ZG (PI ) ; 

(ii) si E est à action nilpotente, Q à P-torsion et tp,N borné, 

alors ZG 
(PI 

= (ZG) (p) = (ZQp . 

PREUVE. (i) et une partie de (ii) sont simplement 3.5 pour H = T = G . 

ZG = GG est abélien, donc Wlp a un sens. L'image de ZG dans Q est aussi 

abélienne et P-locale, puisque Q est un P-groupe. wap = (ZG)(p) résulte 

alors de l'exactitude de la P-localisation ordinaire. [7 

3.6. Voici deux exemples qui montrent qu'en général 



4 E : A3ti S3 -+ Z/2 . W(ZSg))2 = 1 + 1 -+ Z/2 mais E(ZIS3) (2) > = 

1 + z/2 + z/2 . 

b) Soient P 9 9 deux premiers distincts, q-groupe fini de 

classe 2. E : ZG k G ++ G/ZG où G/ZG est abélien et différent de (1). Alors 

w3)p = 1 -+ 1 -+ G/ZG mais E(ZG 
(P) 

) = 1 + G/ZG tf G/ZG . 

4. LE CAS Où N EST ABÉLIEN 

4.1. Dans cette section, N est abélien (sauf dans 4.3) . Grâce à une 

construction classique, dont tous les détails peuvent être trouvés dans cl], nous 

pouvons associer à E une extension MB de Q-modules et ramener certaines ques- 

tions sur la P-localisation relative à la P-localisation ordinaire sur ME . 

D’une façon précise, nous considérerons le diagramme commutatif 

E : N-G-Q 

I 

a 

ME : IN 0 ZG/IN l IG» MG = IG/IN l IG * 

* ( > 

où IX est l’idéal d’augmentation de X et a llapplication induite par 

x-x-1. On sait que le premier a est un isomorphisme de Q-modules et les 

deux autres , des injections (Cl]). 

Réciproquement, si N F+ M Ti -1Q est une suite exacte de Q-modules, on 

peut lui associer une suite exacte de groupes N * G(M) -W Q où 

G(M) = {mEMI?m=q- 1 pour un q E Q} ; la loi est définie par 

x* Y = x t (TX t 1) . y (Cl], 53) . 

On vérifie dans Cl1 que M(G(M)) = M et GM(G) = G . On établit ainsi 

une équivalence entre la catégorie des groupes au-dessus de Q , à noyau abélien, 

et la catégorie des Q-modules au-dessus de IQ ; les ob j ets correspondants entrent 

dans un diagramme du type (*) où les noyaux peuvent être identifiés. 



Si K agit sur E , on peut définir une action de K sur ME à partir 

de l'action sur ZG définie par (Zzigi) k k = cz.g. . 
11 

Il est routinier de vérifier 

que cela induit bien une action sur ME , compatible avec les structures de 

Q-modules, que le premier a de (*) devient un isomorphisme de K-modules et que 

l'action sur IQ est triviale. En particulier, si l'action de K sur E est 

nilpotente, MG est un K-module nilpotent, comme extension de deux K-modules 

nilpotents ([Sl, 4.3). 

Plaçons-nous ce cas et répétons la construction pour EP ' avec zP 

comme coefficients. On obtient une extension MEp dont les trois termes sont 

P-locaux. L'application de MG dans MG 
(P) 

induite par g - 1 * eg - 1 déter- 

mine la P-localisation N+N P à gauche et l'injection canonique de IQ dans 

IpQ à droite, qui est aussi la P-localisation. Donc MG + MG 
(V 

P-localise 

aussi ([SI, 2.5). L'action de Kp sur MG 
(V 

est compatible avec l'action de K 

sur MG . Réciproquement, si K agit sur N G M -++ IQ , de telle sorte que Fac- 

tion sur IQ soit triviale, alors K agit sur G(M) et l'action induite sur M 

est l'action initiale. 

4.2. THÉORÈME. Soit N abélien, K nilpotent agissant sur E de maniè- 

re nilpotente. Alors Kp(eX) est P-local pour tout X c G . De plus: 

1) si N est sans PV-torsion, K(X)p = Kp(eX) et (KG)p = K (G P (P)) ; 

2) si X est fini, K(X)p = Kp(eX) . 

PREUVE. Par la définition de l'action sur et l'injectivité de a , on a: 

Kp(eX) = n Kp(eX) 
xcx 

= n KP( ex) . 
xcx 

Mais chaque Kp(aex) est P-local par C31, 1.1, donc Kp(eX) est P-local. Si N 

est sans PV-torsion, K(X)p = Kp(eX) par 2.8 et K(G)p = Kp(eG) = K (G 
p 0) 

aussi par 2.8. 

Supposons maintenant X fini. Comme la P-localisation (dans les groupes 

nilpotents) commute avec les intersections finies ([SI, 2.10), on peut prendre 

pour X un seul élément x . A la P-localisation e correspond la P-localisa- 
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tion e : ME-t MEP ; on a 

Kp (W = Kp (aex) = Kp(&x) = K(ax)P 

par [3], 1.1 et le dernier terme égale K(x)P , d'où le résultat. 0 

4.3. Voici un résultat analogue, mais qui n'utilise par l'hypothèse que 

est abélien. La preuve s?.nspire de C 31. 

THÉORÈME!. Soit K nilpotent avec une action sur E , triviale sur N . 

Alors pour tout X fini inclus dans G , Kp (W = K(X)P . 

PREUVE. De nouveau, on peut se limiter à un seul élément x . Considérons l'ap- 

plication 6 x de K dans N définie par 

6x(k) = x l (x-')~ 

(comparer avec C31, 1.3). homomorphisme car 

W,k’) = X((X 

-1 k' k 
)  )  = x(x 

-lk k 
)  l x ((x 

-1 k' k ) ) = 6xk l (ôxk') k 

mais (6xk1)k = "x' puisque l'action sur N est triviale. Ker 6x = K(x) . 

En répétant la construction pour G 
(PI 

et ex , on obtient le diagramme 

commutatif: 

0 
K(x)>-* K x N 

1 le/ le 
ex Kp(ex) / Kp p N P l  

La deuxième et la troisième flèches P-localisent donc la première aussi ([SI, 2.5) 

et Kp(ex) q K(x)~ . 0 

4.4. Notons l'orbite de X sous l'action de K ou KP suivant que 

X est dans G . 
(PI 

nilpotent et l'action sur E nilpo- THÉORÈME. Si N est abélien, K 



tente, &Y E G alors XE7 si et seulement si epx E ëJ pour tout premier p . 

PREUVE. Il suffit de noter que x E y si et seulement si 8x E ay et que 

epx E e si et seulement si 
P 

a epx 
= ePax E ePay l  

Par C31, 3.1, ax E ay si et 

seulement si, pour tout p premier, Zpax E Zpay . 0 

. 
4.5. Suivant Hilton et Stammbach (L-63)) nous définissons AkG inductive- 

ment par 

1 itl AKG = G , AK G q sgr{gkgwl 
. 

1 g+> kcK} 9 irl. 

La K-longueur de ntl G (1gKG) est n si AgG t 1 et AK G = 1 . Dans le cas 

d'un K-module, la longueur est la classe de nilpotence de l'action. En particu- 

lier, si l'action de K E est nilpotente, lgKG est finie. 

Dans le théorème qui suit, nous identifions les deux copies de 

K-module) que 1 'on rencontre dans G et MG. . 

4.6. THÉORÈME. Si N est abélien, 

N 

nilpotent et l'action sur 

(comme 

E nil- 

potente, alors 
. . 

(i) AiG = AiMG pour i > 1 , donc lgKG = lgKMG . 
. 

(ii) e : A'G + A K iG 
Kp cp> 

P-localise pour tout i , donc lg G 
Kp (PI 

5 lgKG . 

PREUVE. (i) Il suffit de prouver que AiG = A$MG) puisqu'il s'agit de K-sous- 

2 groupes de N . AKGa G ; soit H = G/A;G ; H est un K-groupe trivial. 

2 IW est un K-module trivial et MG + MH a pour noyau AKG . Donc 

2 2 AKMG I AKG . 2 Réciproquement, soit M = MG/AK(MG) . Puisque l'action de K sur 

Q est triviale, 2 A,(MG) est un Q-module et M aussi. Comme K-module, M est 

trivial. 

A la suite N/A$MG) )+H+ IQ, on peut associer la suite 

2 N/AK(MG) k G(M) ut Q (voir 4.1). A l'action (triviale) de K sur M correspond 

1 'action triviale de K sur G(M) . 

Le noyau de G -+ G(M) 2 est AK(MG) et puisque G(M) est trivial comme 
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K-groupe, A$MG) 2 AKG , 

(ii) On sait que MG 
(P) 

= (MG)p (4.1). Par C61, 5.2 et 5.7.i, 
. . 

A~<(W) -+ $(MG (p)) P-localise pour tout i 2 1 . Le résultat pour i > 1 vient 

alors de (i) . Pour i = 1 , il est trivial. 

5. APPLICATION AUX VARIÉTÉS 

5.1. Une variété de groupes est une classe de groupes fermée pour les 

quotients, sous-groupes et produits directs quelconques. A tout groupe G 

toute variété V est associé un sous-groupe normal VG de G (appelé le sous- - 

groupe verbal) tel que G/VG E V et G E V si et seulement si VG = 1 . - - 

Dans le cadre d’une variété V , la propriété importante d’une action de - 

X sur Y est que Y soit un VX-gtLuup& c’est-à-dire que V(YlX) = X . Dans ce 

cas, V(YIX) = VX (voir C 71, p. 108) . 

Nous notons 
qc,,  . l  + 

la variété de tous les groupes polynilpotents 

de rang 5 (cl, . . . , cr) caractérisée par PG = rc (I’ Les varié- 
C r r-l 

(. . .TclG) . . .) . 

tés des groupes nilpotents de classe 5 c et les variétés des groupes résolubles 

de longueur < t sont des cas particuliers de P(cl,c2,...,cr) . 

5.2. THÉORÈME. Supposons que V = O(C~, . . . ,cr) - ou que N et G sont 

de type fini et 

G(P) E !! l  

PREUVE. Si GEV, - 

Si E 

est un 

est à action nilpotente, alors GEV - entraîne 

G-groupe (C71, 1.10). Nous avons démontré dans 

ES], 3.4 que dans les hypothèses indiquées (plus générales, en fait), Np est 

alors un G-groupe. Donc V(NPIG) = VG = 1 et NplG E V . Mais alors G(p) , - 

qui est un quotient de Np3G , appartient à V . 0 - 

5.3. THÉORÈME. Supposons que K est nilpotent et que son action sur E 

est nilpotente. Nous reprenons les hypothèses de 5.2 en supposant de plus que si 

V n’est pas un P(c,, . . .,c,) , K est de type fini: alors si G est un - 

VK-groupe, G(p) est un VKp-groupe. 
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PREUVE. Supposons d'abord que K E V . Alors GIK E 1 ; l'action de GIK sur - 

NIK est nilpotente et si nous construisons (GIK) 
(PI 

à partir de NIK -f GIK if Q, 

u=) (p) E V par 5.2; - KW (p) = G(P)lKP (preuve de 2.3) donc G 
(P) 

est un 

Kp-groupe. Si K 4 l , on le remplace par K/VK . (On sait que VK c K(G) et 

que G est un (K/VK)-groupe (C71, 1.13) .) 

L'action de Kp sur G 
(PI 

est le relèvement de l'action de ww p 

sur G 
(P) 

et on sait alors que G 
(V 

est un . Fp-groupe si G(p) est un 

V(K/VK)p-groupe (c71, 1.11). Or G(p) est un _ - V(K/VK)p-groupe par la première 

partie de la preuve. Cl 
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