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ÉQUATIONS DECO'I'NCIDENCE~UR DES CÔNES ET 
BRANCHES CONTINUES DEVECTEURS PROPRES 

G. Isac 

31 . Nous considérons l’équation de co!i!ncidence, f(x) q Xg(x) où x E K , K 

étant un cône convexe dans un espace de Fréchet et XER t ’ 

Les équations de copncidence dans des espaces de Banach ont été étudiées 

par la technique du degré de co!?ncidence par J. Mawhin C151, R.E. Gaines et J. 

Mawhin [71, M. Mininni [16], par la technique du degré topologique par W.V. 

Petryshyn L-181, C191, P.M. Fitzpatrick et W.V. Petryshyn C51, C61. Des techniques 

différentes dans l’étude des équations de coyncidence ont été utilisées par S. 

FuEik, J. NeEas, J. SouEek et V. SouEek C251, par M. Schechter, J. Shapiro et 

M. Snow C231, par F.E. Browder C23 et E.T. Dean et P.L. Chambre c4l. 

Nous remarquons aussi l’ouvrage [13]. 

Dans cet ouvrage, nous n’utilisons pas le degré de co!i!ncidence ou topolo- 

gique 9 mais la présence d’une branche continue de vecteurs propres pour le couple 

(f, g> sur le cône K et nous étudions l’équation f(x) = Mx) sans faire de 

transformations sur f ou sur g , ce qui est trss important pour certains problè- 

mes pratiques C211. 

Nous remarquons aussi que nos résultats nous donnent quelques nouveaux 

théorèmes de point fixe sur des ensembles non convexes. 

$2. Nous utilisons dans cet ouvrage les cônes localement bornés que nous avons 

utilisés aussi dans les ouvrages [SI, C93. 
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Si E(T) est un espace localement convexe, nous supposons que la topolo- 

gie T est définie par une @me ~u~~~cw& de semi-normes 
(1 la}& II81 l  

Soit K c E un cône convexe, c’est-à-dire, K t IK t K et (VX E Rt) 

(AK c IK) ; nous disons que le cane iK est &XX&JTI~~~ bahne C81 si et seulement 

s’il existe un voisinage U de zéro tel que U n B( est borné. 

Un cône convexe bien basé C 81, L-91, C 101 est localement borné et donc un 

cane localement compact ou faiblement localement compact est localement borné [SI. 

Les canes convexes semi-complets au sens de Mokobodzki [81 sous certaines 

hypothèses sont localement bornés C 81, C93. Nous remarquons aussi que chaque cône 

convexe dans un espace normé est localement borné. . 

Dans cet ouvrage nous utilisons la caractérisation suivante d’un cane 

localement borné [ 81. 

Le cane convexe K c E est ~~cu&~ti bo/Lnc si et seulement s5.1 existe 

une semi-norme p continue et uniformément positive sur K , c’est-à-dire: 

(Va E Al (ya > 0) (vx  E u (y,1 qc1  5 P(X)) l  

8 3. Soit E(T) un espace localement convexe et C un cane convexe abstrait muni 

d’une structure de Riesz, c’est-à-dire on suppose qu’il existe sur C une struc- 

ture d’espace réticulé compatible avec la structure de cône convexe donnée sur C . 

Soit BE la famille des ensembles bornés de l’espace E . Nous disons 

qu’une fonction o : BE -+ C est une meAuhe cf& nun compati& sur E , si les pro- 

priétés suivantes sont vérifiées: 

l” (vn, ‘n2 E gE) (QI = $1 => (C&l) 5 a(@) 

2O (vs2 6 g& (a(=(fi>> = a&?)) 

3O (+n, E BE) (&, u n,) = sup(a($) ,a($)}) 
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EXEMPLES. 

l0 Soit E(T) un espace de Fréchet qui a la topologie T définie par la 

famille suffisante de semi-normes (1 /n}ncN . On prend comme cône C l’ensemble 

de toutes les fonctions a : N -+ [0,-t-C et on considère sur C la structure natu- 

relle de cône convexe donnée par (a1 + a21 00 = a,(n) t a,(n) pour tout ay2 E c 

et tout n E N et (X l a) (n) = Aa quel que soit XER t ’ a< C et nEN. 

La relation d’ordre: a1 I a2 <=> (‘dn E N)(al(n) 2 a,(n)) donne sur C une struc- 

ture d’espace de Riesz. La fonction a : BE + c définie par: 

m 
MGl I(n> = inf{d > 0 1 s2 = U Ri , 1 In - diam. (&) I d} 

i=l 

vérifie les propriétés 1’ - 6’ et elle s’appelle la mticche de Y~UM CompacikE de 

2O La mesure de non compacité de Hausdorff C20 3. 

3O Dans les ouvrages [SI, [191, on trouve plusieurs exemples de mesures 

de non compacité. Soit E(T~) , F( Tu) deux espaces localement convexes, 

y = E 9 5 = F deux cônes convexes et C un cône convexe abstrait muni d’une 

structure de Riesz. Soit y : BE + C ) 2 : BF + C deux mesures de non compacité 

précisées. Nous disons que l’opérateur f : IKl + K2 est de type 

Lipschitz si les affirmations suivantes sont vérifiées: 

L1) (‘dfi E BK 1 (f(SI) E Ba< > 9 
1 2 

9 f est continu, 

où 6 
% 

(resp. B ) 
K2 

est la famille des ensembles bornés du cône OK1 (resp. IK ). 2 

REMARQUES. 

l0 Soit E = F un espace quasi-complet et IKl = lK2 . Si f : IKl + Kl 
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est un opérateur (k,al,al)-Lipschitz où 0 < k < 1 , alors f est condensant au 

sens de Sakovski C201. 

2O Si F est un espace localement convexe quasi-complet, Kl c E , 

UC2 = F deux cônes convexes et f : Kl + K2 un opérateur (k,al,a2)-Lipschitz où 

k=O , alors f est complètement continu. 

§4 . Nous considérons dans ce paragraphe que 1’ espace E(T) est un espace de 

Fréchet . 

Nous disons que 1’ ensemble KcE est un cône ktLanQuC)c s* il existe un 

cône convexe UC1 c E et un voisinage convexe V de zéro tel que K = Kl n V . 

Si KcE est un cône convexe ou un cône tronqué et f,g : K -+ K , deux 

opérateurs, nous posons: 

f(f,g) = Ix E K\{O1 1 3x 2 0 , f(x) = Xg(x)) . 

Si K= UC1 n V où Kl est un cône localement borné, alors nous disons que K est 

un cûne tionquE kLucctee.meti bumE. 

DÉFINITION 1. Soit K c E un cône convexe localement borné ou un cône 

tronqué localement borné. 

Nous disons que f(f,g) est une b4anche cutinue de lungueLLtL maxdnu& si, 

pour tout voisinage ouvert U de zéro, tel que U n K , est borné et 8U n K $ 0 

ona XJnY(f,g) +0. 

DÉFINITION 2. Si K c E est un cône convexe ou un cône tronqué, nous 

disons que l’opérateur g : K -+ K est MMc/temeti positif si, quelle que soit 

{Xn&J = ’ 9 une suite telle que lim g(x,) = 0 , il résulte qu’il existe une 
n- 

sous-suite {x } 
nk 

convergente vers zéro. 

REMARQUE. La notion d’opérateur strictement positif que nous utilisons 

est plus générale que la notion d’opérateur strictement positif définie par 

Schaefer C221. 
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opéra 

dire, il existe b E R+\I 

t eur 

EXEMPLES. 

l0 Si E est un espace de Banach et K c E un cône convexe, alors un 

g : /K + IK formément pos itif au sens de Krasnoselskii Cl11 c’est-à- 

tel que: (VX E IK) (Il g(x)11 2 bllxlll est strictement 

positif. 

2O Soit E(T) un espace localement convexe, K c E un cône convexe lo- 

calement borné et p une semi-norme continue uniformément positive sur IK . 

a) Si le cône IK est normal Cl73 et si pour l’opérateur g : IK + IK il 

existe un opérateur h : IK + IK strictement positif tel que m E wgw 2 h(x)), 

alors g est strictement positif. 

b) Si, pour l’opérateur g : IK -+ IK , il existe une fonction continue 

cp :IK+R t et a,b E R+\{OI tels que C~(O) = 0 ; (Vx E IK) (cp(g(x)) 2 bCp(x)la , 

alors g est strictement positif sur IK . 

t ement 

3O Dans l’ouvrage [22], il existe plusieurs exemples d’opérateurs stric- 

positifs. 

DÉFINITION 3. Soit IK c E un cône convexe ou un cône tronqué. 

Nous disons que l’opérateur 8 :lK+K est p&ap&e si et seulement si g 

est continu et quel que soit CCIK un ens embl e compact , l’ensemble g-l(C) est 

compact. 

Une notion plus restrictive d’opérateur propre est étudiée dans l’ouvrage 

[N. Bourbaki, T0po&#-e g&~é%&$ Hermann, Paris]. 

Si E 9 F 

nous disons que f 

sont deux espaces de Banach et f : E-+F un opérateur continu, 

est CaQftc~~ si: II II X +w implique Ilfboll + O3 ’ 

EXEMPLES. 

l0 Soit E , F deux espaces ‘de Banach et f : E + F un opérateur con- 

tinu. Si (VX E E)(llf(x)ll 2 cllxlla) où a,c E R+\{OI ) alors f est coercif 

Les opérateurs coercifs ont été utilisés dans c251. 
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2O L’opérateur de Von Karman C 11 est propre. 

3O Dans 1 1 ouvrage C 11, nous trouvons des exemples d’opérateurs différen- 

tiels propres. 

4O Soit E , F deux espaces de Banach et f : E +- F un opérateur con- 

tinu coercif. Si f= h + g où h est un opérateur compact et g est un opéra- 

teur propre, alors f est propre. 

SO Soit E , F deux espaces de Banach, E étant réflexif et f : E -+ F 

un opérateur continu et coercif. Si, quelle que soit {x~)~<N = E une suite fai- 

blement convergente vers x0 , telle que {f(x,)} est fortement convergente, il 

résulte que {x } n ncN est fortement convergente vers x 0 ’ alors f est un opéra- 

t eur propre. 

DÉFINITION 4. Si E(-rl) , F(r2) sont deux espaces localement convexes 

et f : E-+F un opérateur continu, nous disons que 

tout ensemble compact 

f est 

Cc F et pour tout ensemble borné et fermé BcE, l’en- 

(b) -propre si, pour 

semble f -1 (C) n B est compact. 

EXEMPLES. 

l0 Soit E un espace de Banach, E* son dual et f : E -+ E* . Nous 

disons que f vérifie la condition (S+) si: pour toute suite ix,) c E faible- 

ment convergente vers x telle que lim <f(x,) ,xn - x> 5 0 , il résulte que Ixn) 

est fortement convergente vers x et f(x,) est faiblement convergente vers 

f(x) l  
Si E est un espace de Banach réflexif, g : E* -+ E un opérateur linéaire 

monotone (au sens de Minty-Browder), h : E -+ E* un opérateur borné qui vérifie 

la condition (S+I , alors 1 + goh est un opérateur (b) -propre. 

2O Chaque opérateur propre est (b) -propre. 

THÉORÈME 1. Soit E(T) un espace de Fréchet, K = E un cône convexe, 

fermé, localement borné, f : IK -+ K un opérateur complètement continu et 

g : l.K+K un opérateur continu, strictement positif et (b) -propre. 
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Soit Ul , U2 deux voisinages ouverts de zéro tels que Ü2 c Ul et 

Ul n IK est borné. 

On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées: 

l0 f(f,gl est une branche continue de longueur maximale. 

2O Il existe p* > 0 tel que: 

i> (x E f(Q) n au,> G (f(x) = I-lg(x)) + IJ < I_l* ; 

ii) (x E f(Q) f-l au,) G (f(x) = l-Q(x)) -, 1-i ’  lJ* l  

Alors, p* est une valeur propre pour le couple (f, g> associée à un 

vecteur propre x* E K n (Ul\Ü2) c’est-à-dire, f(x*) = p*g(x*) . 

DÉMONSTRATION. Puisque le cône K est localement borné et Ul n K est borné, il 

existe une semi-norme continue p , uniformément positive sur le cône K etun 

nombre réel r > 0 
0 

telque: Ul n#cÏ$ = {x E E ] p(x) 5 ro) . 
0 

Nous supposons que p* n’est pas une valeur propre pour le couple (f, g) 

associée à un vecteur propre x* E IK n (Ul\Ü2) et nous considérons les ensembles 

suivants: 

Cf(f,g) l0 f ix E Qf(f,g) 1 x E ül\U21 9 

C4(f,g> l< = {XE CJYf,g)lO 1 f(x) =‘cI l g(x) ) 1-Iq*I, 

Lf(f, g> 1’ = Ix E CJ(f,g)lO 1 f(x) = ‘CI . g(x) , p > P*I . 

Les hypothèses (2’) impliquent les relations suivantes: 

Cf(f,g) l0 = CJ(f,g)l’ u Ccp(f,g) l< , 

Cf(f,g) 3' n CJ(f,g)l< = Q . 

Puisque [4(f,g)l>,[J(f,g)]’ c [J”(f,g)]O , il résulte qu’il existe 

r > 0 tel que: 

(1) inf{p(x) 1 x E CJ(f,g)I<} > r et 

(2) inf{p(x) 1 x E CQ(f,g) 1’1 > r . 

En effet, si on suppose que: inf(p(x) 1 x E [f(f,g)l<} = 0 , alors il existe une 
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suite {x ) n ncN ' Vn E N , xn E CJ(f,g)l< telle que lim p(x,) = 0 . Puisque 
n* 

la semi-norme II p est uniformément positive sur IK , il résulte que {x,> B 0 . 

Comme le cône 1K est fermé, il résulte que 1K n (ÜI\U2) est un ensemble 
- 

fermé et comme [J(f,g)]' c 1K n (ül\U2) , il résulte que 0 E IK fi (Ul\V,) , ce qui 

est absurde. 

Par un calcul analogue, on prouve que: inf{p (x) / x E Lf(f,g)l’I > 0 l  

Donc nous pouvons choisir r > 0 qui vérifie les relations Cl'), (2'). Llensemble 

C~(f,g~ f est fermé. 

En effet, soit Ix,} c [9(f,g)l< telle que: 

(3) f(x,) = Fi,g(x,) où 0 < un < 1-1" et {xn} convergente. 

Soit x0 = lim xn . Puisque (Vn E N)(p(xn) > r) , il résulte que 
nw 

lim p(xn) = p(x,) 2 r . 
nm 

Nous prouvons maintenant la relation: 

(4) inf{p(g(x)) [ x E K , p(x) 2 r} = E > 0 . 

En effet, si nous supposons que: infIp(g(x)) 1 x E IK , p(x) 2 r) = 0 , 

il résulte qu'il existe une suite ty,) = fc telle que: 

(Vn E N) (~(y,) 2 r) et {P(g(y,))’ + 0 l  

La semi-norme P étant uniformément positive sur K 9 il résulte que 

&(Y,> l---L 0  l  
L'opérateur g étant strictement positif sur K , il résulte 

qu'il existe une sous-suite {y 
nk 

12 0 , ce qui est impossible parce que 

(vk  E NI @(Y 

nk 
> 2 r) l  

Donc la relation (4) est vraie. De la relation (4), nous avons alors: 

(5) lim p(g(x,>) = p(g(x,)) 2 E ' 0 l  

Ii* 

, 

La relation (3) nous donne alors: p(f(xn)) = pnp(g(xn)) , d’où 

P(f(xn)) 
un = 

p(g(x,)) ' 



G. bac 123 

ce qui implique qu’il existe: 

P (flxo) ) 
po = lim pn = 

p(g(xo)) l  

Nous avons 1~-, < u* parce que si 1-1, = p* , comme x0 1 0 (p étant 

uniformément positive sur K) nous obtenons que f(xo) = p*g(x,) et nous avons 

ainsi que 1-(* est une valeur propre pour le couple 0, g> associée à un vecteur 

propre qui se trouve dans l’ensemble IK n (Ul\U2) , ce qui est impossible. Donc 

l’ensemble Lf’(f,g)l’ est fermé. 

Un calcul analogue nous donne aussi que l’ensemble m, g> f est ferme. 

Puisque l’espace E(T) est métrisable, la topologie ‘I est définie par 

une famille dénombrable de semi-normes ‘I InkN qui vérifie les propriétés sl), 

s2) CU Nous pouvons supposer que la famille {I In}nCN est monotone croissante 

et dans ce cas la topologie T est définie par la métrique: 

CO I x - ‘4 
P(X,Y) = c 2-n 1 + 1 x _ yI ; bx,y E E . 

n=l n 

Utilisant la distance P 9 nous pouvons définir: dist(CJ(f,g) 3< , 

Nous démontrons la relation suivante : 

(6) dist(L@,g)l’,C~(f,g)l’) > 0 . 

Pour prouver la relation (6)) nous supposons que 

dist(@f,g) l’,CLf)(f,g) 1’) = 0 . 

Il existe alors {xn}neN = Lf(f,g)l< et {ynjnCN = C4(f,g) 3’ telles que 

f(Y,) = png(yn) où un > p* pour tout n E N et 

(7) lim p(xn,rn) = 0 . 
n- 

Mais nous avons les relations suivantes: 

(8) r < p(x,> ; r < P(Y,) < r. ; Vn E N . 
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Puisque f est complètement continu et les relations (8) impliquent que 

EY,) est bornée (à cause du fait que p est uniformément positive sur K) , il 

résulte qu’il existe M> 0 tel que: (Vn E N)(p(f(yn)) < M) . Les relations (4) 

et (8) impliquent: (vn E N)(p(g(yn)) 2 E: > 0) d’où il résulte: 

P(f(Y,)) M 
P* < 1-1, = p(g(y )) 5 Ë ; Vn E N . 

n 

Utilisant encore que f est complètement continu, nous pouvons affirmer 

qu’il existe une sous-suite convergente (p }. 
5 JEN 

= {l-J,} et une sous-suite 

{Yn 1 = IYJ telle que la suite WY, 1) est convergente. Evidemment, si 
j j 

pO 
= lim F-l, 

j 
, alors 1-(, > 0 . 

De la relation f(yn ) = un g(y, ) , il résulte que {g(y )). est 
j j j nj ‘EN 

convergente, et puisque g est un opérateur (b)-propre, il résulte qu’il existe 

une sous-suite (y n. } convergente, de la suite . 
J i. 

{Yn 1 
j 

Soit y, = lim yn . 
i* ji 

Evidemment y, t 0 et nous avons f(yo) = pog(yo) . L’ensemble [f(f,g)l’ étant 

fermé, il résulte que y, E [f(f,g)]’ . 

De la relation (7)) il résulte 

P(Xn 
iii 

>y,) ’ PC’, 9Yn > + P(Yn 

ji ji ji 
,Y,> + O 

ce qui donne que y 
0 

= lim xn et, comme Cf(f,g)l< est fermé, nous obtenons 
i* ji 

que y, E Cf(f,g) 3’ n Cf(f,g)l< , ce qui est absurde. 

Donc, si d = dist(Cf(f,g) l’,C&f,g) 1’) , nous avons d>O. Nous po- 

sons 9 = u2 u u; où 

u; = {y E E 1 P(X,Y) < y > x E Cf(f,g)l’} . 

L’ensemble Us est un voisinage ouvert de zéro. Si nous considérons le voisinage 

ouvert de zéro u; f-l u1 9 nous avons U2 n Ul c ül et 1 ‘hypothèse (1’) implique 

l’existence d’un vecteur propre x0 E a(U; n Ul) n K pour le couple 
V&I l  
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Puisque a(UZ n Ul) n K c (ül\U2) n IK , il résulte que xo E C&f,g)]O . 

Mais, d'après la construction de l'ensemble U: , il résulte que x0 4 [Q(f,g)] 
> 

et aussi x0 + Cf(f,gll< (parce que c'est en contradiction avec la définition du 

nombre d ). 

Nous obtenons ainsi une contradiction en regardant la définition et les 

propriétés de l'ensemble [f(f,g)]' et le théorème est démontré. 0 

COROLLAIRE. Soit E(r) un espace de Fréchet, K c E un cône convexe, 

fermé, localement borné, f : K-tK un opérateur complètement continu et 

g :K-+K un opérateur continu, strictement positif et (b)-propre sur K . 

Soit Ul , U2 deux voisinages ouverts de zéro tels que Ü2 c Ul et 

Ul n IK est borné. 

Si les hypothèses suivantes sont vérifiées: 

l0 Jtf,gl ' est une branche continue de longueur maximale, 

2O (x E 4Cf,g) n av,> G (f(x) = 1-16(X)) => 1-I < 1 9 

3O (x E f(f,g) f-l 39 G (f(x) = w(x)) => lJ ' 1 Y 

alors: 
- 

4 il existe x* E u( n (Ul\U,) tel que f(x*) = g(x*> 9 

b) si g=L alors il existe un point fixe pour f dans l'ensemble 

IK n (U1\u2) . Cl 

DÉFINITION 5. Nous disons que l'opérateur g : K -+ K est a-~~~nci~ si 

et seulement si: 

cl) g est continu, 

c2) 8 est borné, 

c3) (3 > O)(VA = K , borné)(ca(A) I a(g(A))) . 

Nous supposons que l'espace E(T) est un espace de Fréchet. 



DÉMONSTRATION. Si (xn} est bornée et {g(x,>) est convergente, alors 

a({g(xn)}) = 0 . Puisque g est a-coercif, il résulte que a({~,}) = 0 , mais 

comme 1 t espace E est un espace de Fréchet, il résulte que {x,} est relative- 

ment compacte, d’où la conclusion de la proposition. 0 

THÉORÈME 2. Soit E(Y) un espace de Fréchet, KcE un cône convexe, 

fermé, localement borné, f : K + K un opérateur (k,a,a)-Lipschitz et g : K + IK 

un opérateur a-coercif et strictement positif sur le cône K . 

Soit Ul , U2 deux voisinages ouverts de zéro tels que Ü2 c Ul et 

Ul n tK est borné. 

On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées: 

l0 f(f,g) est une branche continue de longueur maximale, 

2O k il existe p* > c ; (c étant la constante de coercivité) tel que: 

il (x E f(f,gl f-l av,> 6 (f(x) = ~g(xl) =’ 1-1 < 1-I* 

ii) (x E fCf,g) f-l au,) G (f(x) = 1.1g(x)) =’ P ’ 1-I” ’ 
- 

Alors il existe x* E K n (Ul\U2) tel que f(x*) = p*g(x*) l  

DÉPIONSTRATION. Nous supposons qu’il n’existe aucun x* E tK n (Ul\Ü2) tel que 

f(x*l = p”g(x”) . 

Comme dans le Théorème 1, nous considérons les ensembles 

m,g)l” 9 LfW,g) lC , CJyf,g)l’ 

et nous avons 

Cf(f,g, l0 = CJtf,g) 1’ u C4(f, g) l< , 

Cf(f, g) 1’ n O(f ,g) 1’ = Q . 

Puisque le cône est localement borné et u1 II K est borné, il existe une semi- ’ , 

norme continue p , uniformément positive sur le cône [K tet un nombre réel 

r > 0 
0 

tel que Ul n IK c Ër = {x E E 1 p(x) 5 ro} et comme g est strictement 
0 . 

positif sur K , le même calcul utilisé dans la démonstration du Théorème 1 nous 

donne que les ensembles C$(f,g)l< , Cif(f,g)l’ sont fermés. 
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soit {I In&q une famille monotone croissante de semi-normes qui donne 

la topologie T et qui vérifie les propriétés sl), s2) r-81. Si nous considérons 

la métrique 

CO I x - ‘I, p(x,y) = 1 fn 1 + Ix _ yI ; kY E E 9 
n=l n 

nous pouvons démontrer que: 

(1) dist(C4(f,g)l<,Cj(f,g)l’) > 0 . 

En effet, nous supposons que 

dist([~(f,g)]‘,[~(f,g)l’) = 0 . 

Il existe alors {x~}~~N c CJ(f,g)]< et {Y~}~~N = [Q(f,g) 1’ telles que 

f(Y,) = png(yn) où pn > p* pour tout n E N et 

(2) l im  Pb,,Y,) = 0 l  

n- 

Mais, comme dans le Théorème 1, nous pouvons démontrer qu’il existe 

r > 0 tel que: 

(3) r .< p(n) ; r < P(Yn) ’ r. ; Vn E N . 

Pui sque 

sulte que (Y 1 n ncN 

P est uniformément positive sur K 9 de la relation (3)) il ré- 

est bornée et, comme f (k,a,a) -Lipschitz, il résulte que 

{f(u,)),,, est bornée, donc il existe M > 0 tel que (Vn E N)(p(f(yn)) 5 IV) . 

L’opérateur étant strictement positif sur lc 9 nous pouvons prouver 

que : 

(4) inf{p(g(x)) 1 x E DC 9 p(x) 2 r) = C > O l  

Les relations (3) et (4) impliquent: (Vn E N)(p(g(yn)) 2 E > 0) d’où il 

résulte la relation: 

(5) Wn E NI CU* < 1-1, = 
P(f(Yn)) M 

p(g(y,)) < -Ë l  



Donc, de la relation (S), nous obtenons que la suite ‘%A~N est rela- 

tivement compacte et alors il existe une sous-suite (un 1 c {Q convergente. 
j 

si I-J, = lim 1-1, , nous avons : 
j- j 

(6) po>FI*‘$ 

Puisque {f(yn )} . 
j JEN 

est bornée et 1-1 
0 

= lim 1-I, , nous avons: 
j* j 

{ (IJ 
-1 
0 - Pi5 fCY, 1) -L 0 

j j 

ce qui implique 

L ‘opérateur g étant a-coercif, nous avons: 

d’où 

C . a$ 1) 2 P$({Yn H ’ 
j j 

De la relation (6), il résulte que a({~, }) = 0 et comme l’espace . 
J 

E(T) est un espace de Fréchet, il résulte que {yn } est relativement compacte. 
i 

Donc il existe une sous-suite convergente de la Sui;e {y 1 
ni jcN ’ 

Nous pouvons 

supposer que cette sous-suite est {y 1. 
“j JEN l  

Soit y, = km y, . Puisque 
j- j  

P(Y, ) ’ r 9 
i 

nous avons que ~(y,) 2 r et donc y, t 0 . 

Evidemment, g(Yo) $ 0 et la relation f(Y, > 
j 

= 1-1, g(y, > implique 
j j 

f (Y,) = pog(yo) et comme @f,g)l’ est fermé, nous obtenons y, E Cf(f,g)l’ . 

De la relation (2)) nous avons: 

P(x, 
j 

,Y,> 5 P(X ,Y, 1 + 
2 j 

PCY, 
j 

,Y,) --J- O ’ 

ce qui donne: lim xn 
‘-)oo 

= y, et comme U(f,g)l< est fermé, il résulte que 
3 j 
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Y, E Lf(f,g>l' n Lf(f,g>l< . 

Donc, d = dist([f(f,g) J’,[f(f,g)]<) > 0 et nous pouvons considérer 

1 ‘ensemble 

3 = u2 u u; 

où 

u; = d 
{y E E 1 p(x,y) < 2 , x E Cf(f,g]l') . 

Comme dans le Théorème 1, utilisant l’hypothèse Cl’), il résulte l’exis- 

tence d’un vecteur propre x0 E IK n a(U,k n U1) pour le couple (f&) 9 qui a les 

propriétés suivantes: x0 E [~(f,g)l” , x0 + CJ(f,g)l’ et x0 # C9(f,g)l< 9 ce 

qui est impossible et le théorème est démontré. Cl 

COROLLAIRE 1. Soit E(r) un espace de Fréchet, K = E un cône convexe, 

fermé, localement borné, f : K -+ K un opérateur (k,a,a)-Lipschitz et g : B( -+ K 

un opérateur a-coercif et strictement positif sur le cône IK . Soit U1 , U2 

deux voisinages ouverts de zéro tels que Ü2 c U1 et U1 n IK est borné. 

On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées: 

1’ t(f,g) est 

2O :<1 (où 

3O (x (5 4(f,g) 

4O (x E mg1 

Alors il existe x*dKn 

REMARQUE. Si 

une branch .e continue de longueur maximale, 

C est la 

n au,) G 

n av,) 6 * 
- 

uJpJ$ 

constante de coercivité), 

(f(x) = l-Q(x)) => 1-I < 1 9 

(f(x) = I-ig(x)) => IJ  ’  1  l  

tel que 

g = 1 , alors 

f(x*) = g(x”) . 

est strictement positif sur 

a-coercif où la constante c = 1 . 

Nous avons alors le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 2. Soit 

fermé, localement borné et 

N+e 

f : IK-UK 

un espace de Fréchet, IKCE un cône convexe, 

un opérateur (k,a,a) -Lipschitz. 

Soit U1 , U2 deux voisinages ouverts de zéro tels que Ü2 c U1 et 

U1 n K est borné. 



On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées. 

l0 4(f,I) est une branche continue de longueur maximale. 

2O Il existe p* > k tel que: 

U (x E i(f,g) n WI) Fr (f(x) = l-lx) => 1-I < I-1* 9 

ii) (x E 4(f,g) n XI,) & (f(x) = vx) => 1-I > p* . 

a) il existe x* E tK n (Ul\ü2) tel que f(x*) = )_1*x* 

b) si p* = 1 , alors il existe un point fixe de l’opérateur f dans 

l’ensemble K n (Ul\U,) . Cl 

COROLLAIRE 3. Soit W-r) un espace de Fréchet, K=E un cône convexe, 

fermé, localement borné, f: lK-+K un opérateur (k,a,a)-Lipschitz et g : K -+ iK 

un opérateur a-coercif et strictement positif sur le cône K . 

Soit u1 ’ u2 deux voisinages ouverts de zéro tels que ü2 = u1 et 

Ul n tK est borné. 

On suppose que les hypothèses suivantes sont vérifiées: 

l0 ~~f,g) est une branche continue de longueur maximale. 

k 2’ y = max(ao,-c-) < 6 où 

a 0 = supc1J 1 (3 x E f(f,g) n XJ,) F (f(x) = u.g(x>)J 

P- inf{p 1 (3x E Q(f,g) n XJ,) 6 (f(x) = pg(x))) . 

Alors, pour tout u* E ]y,B[ , il existe x* E K n (Ul\Ü2) tel que 

f(x*) = p*g(x*) l  0  

REMARQUE. Les résultats obtenus sont vrais sur des cônes tronqués 

fermés. 0 

Les Théorèmes 1 et 2 peuvent être considérés comme des extensions aux 

couples (f,g) d es résultats démontrés par K. Schmitt dans l’ouvrage [241 et du 

Théorème 5 de l’ouvrage cl41 démontré par N.V. MarEenko. 

Nous disons que les opérateurs f , g sont bien coupU sur le cône IK 
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si: f est complètement continu et g est (b) -propre et strictement positif sur 

IK ou f est (k,a,a) -Lipschitz et g a-coercif et strictement positif 

sur IK . 

Alors la signification des Théorèmes 1 et 2 est la suivante. Le nombre 

1-I” > 0 
k 

(resp. p* > --) est une valeur propre pour le couple (f, g> associée à 

un vecteur propre 

sur le cône 

x* E K n (U1\ü2) si les opérateurs f 9 g sont bien coup&2 

mg) est une branche continue de longueur maximale et si les 

conditions Leray-Schauder sont vérifiées. 

Pour les applications aux équations fonctionnelles, nous avons besoin des 

critères commodes qui nous assurent que 

gueur maximale. 

Dans le cas 

mg) est une branche continue de lon- 

g=I 9 il existe de tels critères Cl], C121. Dans 1 1 ouvrage 

L-91, nous avons démontré le résultat suivant. 

THÉORÈME. Soit E(c) un espace de Fréchet, K c E un cône convexe fermé, 

normal, saillant et f : IK -+ IK un opérateur (k,a,a) -Lipschitz (k 2 0) . 

On suppose qu’il existe un ensemble A = IK séparant. Alors: 

l0 il existe une semi-norme p continue monotone croissante et unifor- 

mément positive sur IK ; 

2’ si 6A > kdA où 6A = inf{p(f(x)) 1 x E A} et dA = SU~{~(X) 1 x E A} 

alors il existe A>0 et z E A tels que X£(z) = z c91. cl 

Utilisant ce théorème, nous pouvons démontrer les propositions suivantes, 

qui sont des conséquences de nos résultats de l’ouvrage C91. 

PROPOSITION 2. Soit E(Y) un espace de Fréchet, IKcE un cône convexe, 

fermé, saillant, normal, localement borné et p une semi -norme continue monotone 

croissante et uniformément positive sur K . 

Si f :lK+K est un opérateur (k,a,a) -Lipschitz où k>O et 

sup{x 1 (x,X) E cl < + où C est la composante connexe de l’ensemble 
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s = {(x,x) E IK x R+Ix = Xf(x)) qui contient (0,O) , alors f(f,I) est une bran- 

che continue de longueur maximale. 0 

PROPOSITION 3. Soit E(T) un espace de Fréchet, K c E un cône convexe 

fermé, saillant, localement borné et f :K+O( un opérateur complètement continu. 

Si S q {(x,X) E K xR+ ) x = xf(x>) et C est la composante connexe de 

qui contient uLo> et si SU~{A 1 (x,X) E Cl = -w , alors JTf, 1) est une 

branche continue de longueur maximale. 0 

A ce moment, nous ne connaissons pas de critères d'existence des branches 

continues de vecteurs propres pour des couples (f,g) 9 si simple comme pour 
WI) l  

Généralement, les résultats globaux sur les vecteurs propres pour les 

équations non linéaires de la forme F(x,h) = x démontrés par P. Rabinowitz, 

E.N. Dancer et H. Amann ne s'appliquent pas aux couples. 

Nous considérons que des études sur l'existence des branches continues de 

vecteurs propres de longueurs maximales pour les couples d'opérateurs (f, g) pré- 

sentent un grand intérêt. Cl 

BIBLIOGRAPHIE 

Cl1 

c21 

c31 

BERGER, M.S., Nant2.ne~y and FuncktonaL Anak!y~~, Academic Press, 1977. 

BROWDER, F.E., NOn&.neak tigenvahe pmbLmh and Ga&tkin 

Bull. Am. Math. Soc., Vol. 74, Nr. 4 (1968), 651-656. 

CORNEA, A., ICHIM, I., sut Petitence du vakkum pttape~ ~OWL L~A ap- 

pfictiom compta, Rev. Roum. Math. Pures et Appl., Tom. XXII, Nr. 5 

(1977), 599-606. 

c43 DEAN, E.T., CHAMBRE, P.L., Un Xhe bi&ma&hn 06 ~~&L&&IA 06 Xhe nun- 

finea-& eigenvabe phab&m Lu t Xb(x)u = g(x,u) , Siam Appl. Math., Vol. 

20, Nr. 4 (1971), 722-734. 



G. laac 133 

c 51 

C 61 

c 71 

c 81 

c 91 

L-101 

Cl11 

WI 

L-131 

L-141 

FITZPATRICK, P.M., PETRYSHYN, W.V., Fixed po.iti ~heattm and khe @.xed 

paivtt index @tt mtivakhed mapphzga hz cunti, Journ. of the London Math. 

soc., Vol. 12, F-l (1975), 78-85. 

FITZPATRICK, P.M., PETRYSHYN, W.V., PoaiLLve tigenvaheh 604 non.Li.nea.4 

muA%vc&ued noncompact O~UUZXU~ U.Xh app.LLcaZioti ta dQj@w~Xiul 

~pmtioa, Journ. of Diff. Eq. 22 (1976), 428-441. 

GAINES, R.E., MAWHIN, J.L., Cuhzcidence degttee and nonhneatt di@w~tiakt 

~utiuti, Lecture Notes in Math., Springer-Verlag, Nr. 262 (1977). 

ISAC, G., Cône Localement butLn& ti&odm~ de paht &LX~ e-t V~&UAA 

pmpte~ poa~vu poti du op&ahum non LhzEaihti dati du upacti toca- 

.tmeti convexq Inst. de Math. Pure et Appl., Univ. Catholique de 

Louvain, Rapport Nr. 131 (1979). 

ISAC, G., va.Leuu p~opmu po~.-Lwe~ pum du opWew de @pe 

a-L@ctiz dam du ehpaceh de ftr&ch&, Publ. Math. de 1Wniv. de Pau, 

1979. 

JAMESON, G.O., Okdmed LLnem dpacti, Lecture Notes in Math., Springer- 

Verlag, Nr. 141 (1964). 

KRASNOSELSKII, M.A., Pa~ieLLve SolUon~ us Opemtu~ E~u~AXUM/J, 

Noordhoff, 1964. 

KRASNOSELSKII, M.A., Sume p&obCemn 06 nanLi.necrtt anah+.& Uspehi Mat. 

Nauk. 3(61) (1954), 57-114. 

MANGASARIAN, O.L., Pwwn-Ftabeni.ti 06 Ax - XBx , Journ. of Math. Anal. 

and Appl. 36 (1971), 86-102. 

MARtENKO, N.V., On Ahe conCLnu.uCon u 6 an apWutr. and the ex/inXence a6 

&Lxed @H.&, Dokl. Akad. Nauk 145 (1962), 1767-1770. 



134 

L-151 

Cl61 

Cl71 

Cl81 

Cl91 

cm 

cm 

cm 

[231 

CM1 

MAWHIN, J., Topologicat degrree metho& hz non..iX.nea,t boundany value 

p~ob&m~, NSF-CBNS Regional Conference at the Claremont Univeristy Center, 

Claremont, California, 1977. 

MININNI, N., Cohzcidence degtLee and aolvab.ilLty 06 home nontineatt hune- 

tionat ecp.a&ovu in nomed dpacu. A Spe&aL app&oach, Nonlinear Anal. 

Th. Meth. 6 Appl., Vol. 1, Nr. 2 (1977), 105-122. 

PERESSINI, A.L., cittdmed Tupo&ug~c~ Veck~h Spaca, Harper 6 Row , 1967. 

PETRYSHYN, W.V., Bi.&.maLion and tiympfo;tic bi@mLi.on 6oh equakioti 

i.nvoLving A-pkopti mapphzgb t#tih appfictionh $0 di6&U&i& eqution.h, 

Journ. of Diff. Eq. 28 (1978), 124-154. 

PETRYSHYN, W.V., FITZPATRICK, P.M., A degkee theoky, &ixed poiti &eotreti 

and mapping kheotremh 6o/t mui%v&ued non-compact mappinga, Trans. Amer. 

Math. Soc. 194 (1974), l-25. 

SADOVSKI. B.N., Li.mLt-compati and condenhng opmoti, Uspehi Mat. Nauk 

27 (1972), 81-146. 

SCOTT, D.S., SoCving npart-,e ayrntic gen&zed tigenvathe p&obLm 

Wtihuti 6acXotiztion, Siam Jour. Num. Anal., Vol. 18, Nr. 1 (1981), 

102-110. 

SCHAEFER, H.H., On non-.knem puG.&be upc%aXuh.h, Pacifie Journ. of Math. 

9 (1959), 847-860. 

SCHECHTER, M., SHAPIRO, J., SNOW, M., Soihtkon 06 dze non&Lnem phob&m 

A(u) = N(u) in Banach dpace, Trans. of the Amer. Math. Soc., Vol. 241 

(1978)) 69-78. 

SCHMITT, K., fixed poh.t and cohwidence kheotta wi,th appkXcaA;ionn Xo 

nonkinea di&eheti& and i.n.&g&aX eyuationh, Inst . de Math. Pure et 

APPl., Univ. Catholique de Louvain, Rapport Nr. 97, 1976. 



G. bac 135 

c251 SVATOPLUK, F., NE&S, J., SOUEEK, J., SAUCEK, V., SpecOd anaXyhiA 06 

novteinm op&om, Lecture Notes in Math., Springer-Verlag, Nr. 396, 

1973. 

V+hhn~eti de madzEm~yueh 
CoLUge miktd.he noyal de Stiti4ean 
Sain.Mean, ?uEbec 
JO3 lR0 

Mantictti/t tteçu Le 22 janvie 7961. 
RevihQ Re 28 avti 19bl. 


