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EQUATIONS DE COINCIDENCE SUR DES CONES ET
BRANCHES CONTINUES DE VECTEURS PROPRES
G. Isac

§1. Nous considérons 1l'équation de co¥ncidence, f£(x) = Ag(x) ol xe K, K

€tant un cOne convexe dans un espace de Fréchet et X ¢ R, .

Les &quations de cofncidence dans des espaces de Banach ont &té &tudiées
par la technique du degré de cofincidence par J. Mawhin [15], R.E. Gaines et J.
Mawhin [7], M. Mininni [16], par la technique du degré topologique par W.V.
Petryshyn [18], [19], P.M. Fitzpatrick et W.V. Petryshyn [5], [6]. Des techniques
différentes dans 1'€tude des &quations de cofncidence ont &té utilisées par S.
Fu¥ik, J. Ne&as, J. Soufek et V. Sou¥ek [25], par M. Schechter, J. Shapiro et

M. Snow [23], par F.E. Browder [2] et E.T. Dean et P.L. Chambre [4].
Nous remarquons aussi 1'ouvrage [13].

Dans cet ouvrage, nous n'utilisons pas le degré de cofncidence ou topolo-
gique, mais la présence d'une branche continue de vecteurs propres pour le couple
(f,g) sur le cdne K et nous &tudions l'équation f£(x) = Ag(x) sans faire de
transformations sur f ou sur g , ce qui est trés important pour certains problé-

mes pratiques [21].
Nous remarquons aussi que nos résultats nous donnent quelques nouveaux

th€orémes de point fixe sur des ensembles non convexes.

§2. Nous utilisons dans cet ouvrage les cBnes localement bornés que nous avons

utilisés aussi dans les ouvrages [8], [9].
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Si E(1) est un espace localement convexe, nous supposons que la topolo-

gie 1 est définie par une famille suffisante de semi-normes {| Ia}aeA £8]

Soit Kc E wun cBne convexe, c'est-d-dire, K+ K+ K et (V) e R+)
(MK c¢ K) ; nous disons que le cBne K est Localement borné [8] si et seulement

s'il existe un voisinage U de z&ro tel que Un K est borné.

La notion d'ensemble sEparant définie dans 1'ouvrage [ 3] nous donne le
résultat suivant. Le cBne convexe K c E est localement borné si et seulement

s'il existe un ensemble A c K séparant.

Un cOne convexe bien basé [8], [9], [10] est localement borné et donc un

cOne localement compact ou faiblement localement compact est localement borné [8].

Les cBnes convexes semi-complets au sens de Mokobodzki [8] sous certaines
hypoth&ses sont localement bornés [8], [9]. Nous remarquons aussi que chaque cBne

convexe dans un espace normé est localement borné.

Dans cet ouvrage nous utilisons la caractérisation suivante d'un cBne

localement borné [8].

Le cBne convexe K c E est Localement borné si et seulement s'il existe
une semi-norme p continue et uniformément positive sur K , c'est-i-dire:

(Vo e A)Cy, > 0 (¥x e Ky |x| s p()) .

§3. Soit E(t1) un espace localement convexe et ( un cOne convexe abstrait muni
d'une structure de Riesz, c'est-a-dire on suppose qu'il existe sur C une struc-

ture d'espace réticulé compatible avec la structure de cOne convexe donnée sur C .

Soit BE la famille des ensembles bornés de 1'espace E . Nous disons
qu'une fonction o : By >~ C est une medure de non compacité sur E , si les pro-
priétés suivantes sont vérifiées:

1° (v2;.2, € BR @) < 2,) = @@)) <al@,)
® (2 € Bp) @(%0@) = a(@)

(V2,025 € Bp) (@@ v Q,) = supfa @;),a(@,)})

2

o]

3
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4° (2,02, € B (@@ + 0y <a(@) +al@,))
(o]

5° (¥ € B (VA e R)(a(h + @) = |A]a()

6° (vQ e B) (o) = 0 <=> Q est précompact).

EXEMPLES.

1° soit E(T) un espace de Fréchet qui a la topologie T définie par la

famille suffisante de semi-normes On prend comme cdne C 1'ensemble

{l In}neN :

de toutes les fonctions a : N - [0,+o[ et on considére sur C la structure natu-
relle de cdne convexe donnée par (a1 + az)(n) = al(n) + az(n) pour tout aj,a, € C
et tout ne N et (A - a)(n) = da(n) quel que soit X ¢ R, ace C et neN.

La relation d'ordre: ay <a, <= (¥n e N)(al(n) < az(n)) donne sur C une struc-
ture d'espace de Riesz. La fonction a : BE + C définie par:

m

[o() I(n) = inf{d >0 | Q = Q& o, |]n-dmm(%)5d}

i=1 *

vérifie les propriétés 1° - 6° et elle s'appelle la mesure de non compacité de

Kuratowshi.

[o]

2 La mesure de non compacité de Hausdorff [201.

3° Dans les ouvrages [5], [19], on trouve plusieurs exemples de mesures
de non compacité. Soit E(Tl) , F(Tz) deux espaces localement convexes,
Kl c<E, Kz c F deux cbnes convexes et C un cOne convexe abstrait muni d'une
structure de Riesz. Soit o ¢ BE > C, 0y BF + C deux mesures de non compacité
précisées. Nous disons que 1l'opérateur f : Kl - Kz est de type (k,al,uz) -
Lipschitz si les affirmations suivantes sont vérifiges:

b)) (e By IED < By )

22) f est continu,

&) (ke RO(VRE By ) ((£(D) < key(D)

ol B (resp. %K ) est la famille des ensembles bornés du cdne Kl (resp. K

).
1 2 2

REMARQUES .

1° soit E=F un espace quasi-complet et Kl = KZ . Si f: Kl > Kl
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est un opérateur (k,ul,al)—Lipschitz ol 0 <k <1, alors f est condensant au

sens de Sakovski [20].

2° Si F est un espace localement convexe quasi-complet, Kl cE,

K2 c F deux cOnes convexes et f : Kl > Kz un opérateur (k,al,az)—Lipschitz oll

k = 0, alors f est complétement continu.

4. Nous considérons dans ce paragraphe que l'espace E(T) est un espace de
P grap, q P P

Fréchet.

Nous disons que l'ensemble K c E est un cdne thonqué s'il existe un

cOne convexe Kl c E et un voisinage convexe V de zéro tel que K =K, nV .

1

Si K c E est un cbne convexe ou un cdne tronqué et f,g : K -~ K , deux

opérateurs, nous posons:
Ff,8) = {x e K\{O} | XA 20, £(x) = Ag(x)}

Si K = Kl nV ol Kl est un cOne localement borné, alors nous disons que K est

~un cdne thonqué Localement borne.

DEFINITION 1. Soit K c E un cbne convexe localement borné ou un cdne

tronqué localement borné.

Nous disons que JS(f,g) est une branche continue de Longuewr maximale si,
pour tout voisinage ouvert U de zéro, tel que Un K, est borné et U n K § ¢

ona 3Un F(f,g) 0.

DéFINITION 2. Si K c E est un cbne convexe ou un cdne tronqué, nous
disons que 1l'opérateur g : K ~ K est stnictement positif si, quelle que soit

{x_} K , une suite telle que lim g(xn) = 0, il résulte qu'il existe une
n->o

sous-suite {xn } convergente vers zéro.

C
*n’neN
REMARQUE. La notion d'opérateur strictement positif que nous utilisons

est plus générale que la notion d'opérateur strictement positif définie par

Schaefer [22].
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EXEMPLES.

10

Si E est un espace de Banach et K c E un cOne convexe, alors un
opérateur g : K -+ K uniformément positif au sens de Krasnoselskii [11] c'est-a-
dire, il existe b ¢ R+\{0} tel que: (Vx e K)(|g(x)]| = b||x|]) est strictement

positif.

2o Soit E(T) un espace localement convexe, K c E un cdne convexe lo-
calement borné et p une semi-norme continue uniformément positive sur K .

a) Si le cdne K est normal [17] et si pour 1l'opérateur g : K » K il
existe un opérateur h : K - K strictement positif tel que (Vx e K)(g(x) = h(x)),
alors g est strictement positif.

b) Si, pour l'opérateur g : K-+ K , il existe une fonction continue
¢ :K>R et abe R+\{O} tels que ¢(0) = 0 ; (¥x € K)(p(g(x)) = blp(x)1? ,

alors g est strictement positif sur K .

3° Dans 1'ouvrage [22], il existe plusieurs exemples d'opérateurs stric-

tement positifs.
DEFINITION 3. Soit K ¢ E un cOne convexe ou un cdne tronqué.

Nous disons que 1'opérateur g : K + K est propre si et seulement si g
est continu et quel que soit C < K un ensemble compact, 1l'ensemble g-l(C) est

compact.

Une notion plus restrictive d'opérateur propre est &tudiée dans 1'ouvrage

[N. Bourbaki, TopolLogie générale, Hermann, Paris].

Si E , F sont deux espaces de Banach et f : E > F un opérateur continu,

nous disons que f est coercdf si: ||x|| » o implique |[f(x)] » = .

EXEMPLES.
1° soit E , F deux espaces de Banach et f : E > F un opérateur con-
tinu. Si  (¥x € E)(JE(X)] = c[x|*) ob a,c e R+\{O} , alors f est coercif.

Les opérateurs coercifs ont &té utilisés dans [25].
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2° L'opérateur de Von Karman [1] est propre.

0 P ooz
3" Dans 1l'ouvrage [1], nous trouvons des exemples d'opérateurs différen-

tiels propres.

4° soit E , F deux espaces de Banach et f : E~> F un opérateur con-
tinu coercif. Si f=h+ g oli h est un opérateur compact et g est un opéra-

teur propre, alors f est propre.

s° Ssoit E , F deux espaces de Banach, E é&tant réflexif et f : E~> F
un opérateur continu et coercif. Si, quelle que soit {xn}neN c E une suite fai-
blement convergente vers X, telle que {f(xn)} est fortement convergente, il

résulte que {xn}neN est fortement convergente vers x =, alors f est un opéra-

teur propre.

DEFINITION 4. Si E(Tl) , F(t sont deux espaces localement convexes

2)
et f : E- F un opérateur continu, nous disons que f est (b)-propre si, pour
tout ensemble compact C c F et pour tout ensemble borné et fermé B < E , 1l'en-

semble fﬁl(C) n B est compact.

EXEMPLES.

1O

Soit E wun espace de Banach, E* son dual et f : E > E* . Nous
disons que f vérifie la condition (S,) si: pour toute suite {xn} c E faible-
ment convergente vers x telle que TIE'<f(xn),xn - x> <0, il résulte que {x}
est fortement convergente vers Xx et f(xn) est faiblement convergente vers

f(x) . Si E est un espace de Banach réflexif, g : E* >~ E un opérateur lingaire

monotone (au sens de Minty-Browder), h : E -~ E* un opérateur borné qui vérifie

la condition (S+) , alors I + goh est un opérateur (b)-propre.
2° Chaque opérateur propre est (b)-propre.

THEOREME 1. Soit E(T) wun espace de Fréchet, K < E un cOne convexe,
fermé, localement borné, f : K - K un opérateur complétement continu et

g : K~ K un opérateur continu, strictement positif et (b)-propre.
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Soit U1 > Uy deux voisinages ouverts de zéro tels que ﬁé S U1 et

U1 n K est borné.

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées:

(o}

1° JS(f,g) est une branche continue de longueur maximale.

(o]

27 I1 existe u* > 0 tel que:

1) (x e f(£,8) n3U) & (£(x) = pg(x)) »u <u* ;

i) (xe ff,0) ndU) & (£(x) = ug(x)) »u > u* .

Alors, u* est une valeur propre pour le couple (f,g) associée & un

vecteur propre x* ¢ K n (U,\U,) c'est-a-dire, £(x*) = p*g(x*)
1'72

DEMONSTRATION. Puisque le cBne K est localement borné et U1 n K est borné, il
existe une semi-norme continue p , uniformément positive sur le cbne K et un

nombre réel T > 0 tel que: U5 nKc §; ={xeE | px = r} .
o

Nous supposons que u* n'est pas une valeur propre pour le couple (f,g)

associée d un vecteur propre x* ¢ K n (Ul\ﬁé) et nous considérons les ensembles

suivants:

(F£,0)1° = {x e (£, | x e TNU},

1% = {x e [F£,01° | £00 =0+ g0 , u<ul,

[f(£,8)7 = {x e [F(£,01° | £) =n =+ gx) , u>pd.

Les hypothéses (20) impliquent les relations suivantes:

(F£,01° = (£, v f(£,07°,
[P£,07 n (F(£,01° = ¢ .

Puisque [f(f,g)]>,[f(f,g)]< c [f(f,g)]o , 11 résulte qu'il existe
r >0 tel que:
(1) infl{p(x) | x ¢ [F(£,)1°} > et

(2) inflp(x) | x ¢ [L(£,0)T} > .

En effet, si on suppose que: inf{p(x) | x ¢ [th,g)]<} = 0, alors il existe une
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suite {xn} VneN, x e [f(f,g)]< telle que lim p(xn) = 0 . Puisque

n—)m
) . 2 o o T
la semi-norme p est uniformément positive sur K , il résulte que {xn}-———> 0 .

neN ’

Comme le cOone K est fermé, il résulte que K n (ﬁi\Uz) est un ensemble
fermé et comme [f(f,g)]< c K n (6i\U2) , i1 résulte que 0 € K n (Ei\UZ) , ce qui

est absurde.

Par un calcul analogue, on prouve que: inf{p(x) | x e [f(f,g)]>} >0 .
Donc nous pouvons choisir r > 0 qui vérifie les relations (10), (20). L'ensemble

[f(f,g)]< est fermé.

En effet, soit {xn} c [f(f,g)]< telle que:
- 3 *
(3) f(xn) = ung(xn) ol 0 < W< uroet {xn} convergente.
Soit X, = lim X, - Puisque (Vn € N)(p(xn) >r) , il résulte que

n->©
T .

v

Lim p(x) = p(x))

>0
Nous prouvons maintenant la relation:

(4) inf{p(g(x)) | x e K, p(x) 21} =¢>0.

En effet, si nous supposons que: inf{p(g(x)) ] xeK, p(x) 21} =0

>

il résulte qu'il existe une suite {yn} c K telle que:

(\n e N (p(yy) 21) et {p(gly))} >0 .

La semi-norme p #&tant uniformément positive sur K , il résulte que

{g(yn)} —L+ 0 . L'opérateur g &tant strictement positif sur K , il résulte
qu'il existe une sous-suite {ynk} LI , ce qui est impossible parce que

(Vk « N)(p(ynk) > 1)

Donc la relation (4) est vraie. De la relation (4), nous avons alors:

(5) 1lim p(g(x)) = p(g(x)) 2€e >0 .

n-oo
La relation (3) nous donne alors: p(f(xn)) = unp(g(xn)) , d'oli

JRIC{EN)
P 7 plelx )Y
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ce qui implique qu'il existe:

. p(£(x,))
Uo = lim Un = p(g(xo))

Nous avons Hy < u* parce que si My = u* , comme X, # 0 (p étant
uni formément positive sur K) nous obtenons que f(xo) = u*g(xo) et nous avons
ainsi que u* est une valeur propre pour le couple (f,g) associée & un vecteur
propre qui se trouve dans 1l'ensemble K n (Ul\Uz) , ce qui est impossible. Donc

1'ensemble [f(f,g)]< est fermé.
Un calcul analogue nous donne aussi que 1'ensemble [f(f,g)]> est fermé.

Puisque 1'espace E(T) est métrisable, la topologie T est définie par

une famille dénombrable de semi-normes {| | }

n'ney W vérifie les propriéteés sl),

52) [8]. Nous pouvons supposer que la famille {| ln}neN est monotone croissante

et dans ce cas la topologie T est définie par la métrique:

a Xl

2 —————r—————r— 5 Vx,y € E .
1 1+ |x-Yy n

p(x,y) =

o~ 8

n

Utilisant la distance p , nous pouvons définir: dist([f(f,g)]< s

[f£,0717)

Nous démontrons la relation suivante:

6) dist((F(£,2)1°,15(£,77) >0 .
Pour prouver la relation (6), nous supposons que
dist([F(£,8) 15, [(£,977) = 0 .

. < >
I1 existe alors {Xn}neN c (£, et {yn}neN c [J(£,2)] telles que
flyy) = w,8lyy) ol W, > u* pour tout n e N et

(D Lim p(x,y,) = 0

n->°
Mais nous avons les relations suivantes:

(8) T <p(x); T<ply) <ty ; VneN.
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Puisque f est complétement continu et les relations (8) impliquent que
{yn} est bornée (4 cause du fait que p est uniformément positive sur K) , il
résulte qu'il existe M > 0 tel que: (¥n ¢ N)(p(f(yn)) < M) . Les relations (4)

et (8) impliquent: (Vn € N)(p(g(yn)) >¢e >0) d'ol il résulte:

PEE(Y,))

nTplely )y Je’ MmN

u* <y

Utilisant encore que f est compl&tement continu, nous pouvons affirmer

qu'il existe une sous-suite convergente {un } c {un} et une sous-suite

." jeN

{yn } < {yn} telle que la suite {f(yn )} est convergente. Evidemment, si

] J
Uy = lim pn. , alors uo >0 .
J
De la relation f(ynj) = pnjg(ynj) , i1 résulte que {g(ynj)}jEN est
convergente, et puisque g est un opérateur (b)-propre, il résulte qu'il existe
une sous-suite {yn } convergente, de la suite {yn } . Soit Y, = limy,
i3 j ine Ty

Evidemment Yo $ 0 et nous avons f(yo) = uog(yo) . L'ensemble [th,g)]> étant

fermé, il résulte que Yo € [th,g)]> .

De la relation (7), il résulte

plxy Hy) = elxy Ly, ) tely, ,y)) >0
Ii Jio i i
ce qui donne que y = lim x et, comme [J’(f,g)]< est fermé, nous obtenons
q o n.
1> Ji

que y, e [F(£,8)17 n [F(£,g)1°, ce qui est absurde.

Donc, si d = dist([JYf,g)]<,[f(f,g)]>) , nous avons d > 0 . Nous po-

sons U; = U2 u U2 ou

Uy eE oy <5, xe [fE0T7) .
L'ensemble UX est un voisinage ouvert de zE&ro. Si nous considérons le voisinage

2

ouvert de zéro Uz n U1 » mous avons UJ n U1 S Ui et 1'hypothése (10) implique

1'existence d'un vecteur propre X, € 8(U§ n Ul) n K pour le couple (f,g) .
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Puisque 3 (U4 n Uj) nKc (ﬁi\Uz) n K, il résulte que X ¢ (fe£,9)1° .
Mais, d'aprés la construction de 1'ensemble U; , il résulte que X, ¢ [f(f,g)]>
et aussi X, ¢ [Jﬁf,g)]< (parce que c'est en contradiction avec la définition du

nombre d ).

Nous obtenons ainsi une contradiction en regardant la définition et les

propriétés de 1'ensemble [f(f,g)]o et le théoréme est démontré. [

COROLLAIRE. Soit E(t) un espace de Fréchet, K c E un cGne convexe,
fermé, localement borné, f : K = K un opérateur complétement continu et

g : K+ K un opérateur continu, strictement positif et (b)-propre sur K .

Soit U1 , U2 deux voisinages ouverts de zéro tels que ﬁé <y et
Uy nK est borné.

Si les hypoth&ses suivantes sont vérifiées:

1° f(f,g)l est une branche continue de longueur maximale,

2° (xe f(£,9) 00U & (£(0 = ug)) = w<l,

3 (xe J(£,) 00Uy & (£(0 =ug(x) = w1,
alors:

a) il existe x* € K n (ul\_z) tel que f(x*) = g(x*) ,

b) si g =1, alors il existe un point fixe pour f dans 1l'ensemble
Kn (U\U) . D

DéFINITION 5. Nous disons que l'opérateur g : K >~ K est oa-coercif si
et seulement si:

cl) g est continu,

cz) g est borné,

c (3¢ > 0) (VA < K , borné) (ca(A) < a(g(A)))

3)
Nous supposons que l'espace E(T) est un espace de Fréchet.
PROPOSITION 1. Si g : K > K est a-coercif alors quelle que soit

{xn} c K une suite bornée telle que {g(xn)} est convergente, il résulte que la

suite {xn} a une sous-suite convergente.
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DEMONSTRATION. Si {xn} est bornée et {g(xn)} est convergente, alors
a({g(xn)}) = 0 . Puisque g est a-coercif, il résulte que a({xn}) = 0, mais
comme l'espace E est un espace de Fréchet, il résulte que {xn} est relative-

ment compacte, d'ol la conclusion de la proposition. [

THEOREME 2. Soit E(t) un espace de Fréchet; K < E un cdne convexe,
fermé, localement borné, f : K > K un opérateur (k,0,0)-Lipschitz et g : K ~ K

un opérateur o-coercif et strictement positif sur le cbne K .

Soit U U, deux voisinages ouverts de zéro tels que ﬁé c U1 et

17 72

U1 n K est borné.
On suppose que les hypoth&ses suivantes sont vérifiées:

(o]

1 JTf,g) est une branche continue de longueur maximale,

2° i1 existe n* o> %—; (¢ @&tant la constante de coercivité) tel que:

1) (xe f(£,8) ndU) & (£(x)
1) (x ¢ J(£,9) n 80 & (£

ug(x)) = u < p*

i

Hg(x)) => u > u* .

Alors il existe x* ¢ K n (Ul\ﬁé) tel que f£(x*) = p*g(x*)

DEMONSTRATION. Nous supposons qu'il n'existe aucun x* € K n (Ul\ﬁé) tel que

£(x*) = u¥g(x®)
Comme dans le Théoreéme 1, nous considérons les ensembles
Lf£,0°, fE,01°, (f£,97
et nous avons

(fe,01° = Lf£,07 v LE,0I°,
[f£,9)1 n [F£,01° =9 .

Puisque le cdne K est localement borné et Ul n K est borné, il existe une semi- °

norme continue p , uniformément positive sur le c6ne K et un nombre réel

r, >0 tel que U nK-c ﬁ; = {xeE| px =< ro} et comme g est strictement
o .

positif sur K , le méme calcul utilisé dans la démonstration du Théor&me 1 nous

donne que les ensembles [JS(£, )]< , Lft, )]> sont fermés.
g g
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Soit {| ]n} une famille monotone croissante de semi-normes qui donne

neN

la topologie T et qui vérifie les propriétés sl), 52) [8]. Si nous considérons

la métrique

o~ 38
[
=}

p(x,y) =

nous pouvons démontrer que:

(1) dist(CHE, @15, FEgT) >0 .
En effet, nous supposons que
dist(LF(£, 015, [F(£,017) = 0 .

. < >
11 existe alors {xn}neN c [f£,91° et {yn}neN c [f(£,2)1 telles que

f(yn) =-ung(yn) oll W u* pour tout n e N et

(2) limp(x,y)) =0 .
n-o .

Mais, comme dans le Th&orgme 1, nous pouvons démontrer qu'il existe
r >0 tel que:

(3 r<plx) 5 r<ply) sry; ¥neN.

Puisque p est uniformément positive sur K , de la relation (3), il ré-
sulte que {yn}neN est bornée et, comme f est (k,a,0)-Lipschitz, il résulte que

{f(yn)}neN est bornée, donc il existe M > 0 tel que (Vn € N)(p(f(yn)) <M

L'opérateur g #&tant strictement positif sur K , nous pouvons prouver
que:

(4) inf{p(g(x)) | x e K, p(x) 21t =¢€>0.

Les relations (3) et (4) impliquent: (¥n € N)(p(g(yn)) > e >0) d'ou il
résulte la relation:

PIECY))

(5) (¥n e N)(u* < wo= Efgzy.jj.g =
n
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Donc, de la relation (5), nous obtenons que la suite {un}neN est rela-

tivement compacte et alors il existe une sous-suite {un }c {un} convergente.

J
Si Uy = lim u, , mous avons:

Joo

Puisque {f(yn )}jeN est bornée et My = lim M, nous avons:
j ]

-1 -1 T
(g - Dy I —=0
J J
ce qui implique

ottt - whew, M =0
J J

L'opérateur g &tant o-coercif, nous avons:

(7) ¢ a({ynj}) < a({g(ynj)}) < a({u;lf(ynj)}) + u({(u;I - U;;)f(ynj)})

d'oll

¢+ ally, N = u'kally, 1
J J

De la relation (6), il résulte que a({yn }) = 0 et comme 1l'espace

E(t) est un espace de Fréchet, il résulte que {yn } est relativement compacte.

J
Donc il existe une sous-suite convergente de la suite {yn }jeN . Nous pouvons
j
supposer que cette sous-suite est {y_ }. . Soit y_ =1limy_ . Puisque
n. jeN o Pive nj

p(y, ) > r , nous avons que p(y)) 2 r et donc y_ £o0.
j

Evidemment, g(yo) % 0 et la relation f(yn ) = un g(yn ) implique

J
f(yo) = uog(yo) et comme [J’(f,g)]> est fermé, nous obtenons Yy € [f(f,g)]> .

De la relation (2), nous avons:

T
p(xnj,yo) < o(xnj,ynj) * p(ynj,yo)—-— 0,

ce qui donne: 1lim X =Y, et comme [JTf,g)]< est fermé, il résulte que
Joe
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vy € LRE,0T o LFE,01° .

Donc, d = dist([f(f,g)]>,[JYf,g)]<) > 0 et nous pouvons considérer

1'ensemble

G=lreB oy <§, xelf£977)

Comme dans le Théoré&me 1, utilisant 1'hypothése (lo), il résulte 1'exis-
tence d'un vecteur propre X, € K n 8(U§ n Ul) pour le couple (f,g) , qui a les
propriétés suivantes: X, € [f(f,g)]o s Xy ¢ [f(f,g)]> et X, ¢ [f(f,g)]< , ce

qui est impossible et le théoréme est démontré. [

COROLLAIRE 1. Soit E(T) un espace de Fréchet, K c E un cdne convexe,
fermé, localement borné, f : K -~ K un opérateur (k,a,0)-Lipschitz et g : K > K

un opérateur a-coercif et strictement positif sur le c6ne K . Soit U, , U

1 2

deux voisinages ouverts de zéro tels que U, c U, et U

2 1 n K est borné.

1

On suppose que les hypoth&ses suivantes sont vérifiées:

f(f,g) est une branche continue de longueur maximale,
k o o iaa

2° L1 (o0 c est la constante de coercivité),

C
(x e f(£,8) n3U) & (£(0)

ug(x)) =>u <1,

"

(x e f(£,8) n 3U,)) & (£(x) = ug(x)) = u > 1

Alors il existe x* ¢ K n (Ul\ﬁé) tel que f(x*) = g(x*)

REMARQUE. Si g =1, alors g est strictement positif sur K et

o-coercif ol la constante c¢ =1
Nous avons alors le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. Soit E(T) wun espace de Fréchet, K < E un cfne convexe,

fermé, localement borné et f : K » K un opérateur (k,0,a)-Lipschitz.

Soit U1 s U2 deux voisinages ouverts de zéro tels que ﬁé c U, et

1

U1 n K est borné.
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On suppose que les hypoth&ses suivantes sont vérifiées.

o

1 f(f,I) est une branche continue de longueur maximale.

[0}

27 11 existe u* > k tel que:

1"

1) (xe f£,0) noU) & (£
i) (xe f(£,0) 030y & (£

ux) => u < u*,

UX) => p > uxr .

i

Alors
a) il existe x* e K n (Ul\—z) tel que f(x*) = u*x*
b) si u* =1, alors il existe un point fixe de l'opérateur f dans

1'ensemble K n (Ul\ﬁé) .0

COROLLAIRE 3. Soit E(T) un espace de Fréchet, K ¢ E un cbne convexe,
fermé, localement borné, f : K> K un opérateur (k,a,0)-Lipschitz et g : K-> K

un opérateur o-coercif et strictement positif sur le c6ne K .

Soit U, U, deux voisinages ouverts de zéro tels que Uy < U et

U1 n K est borné.

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées:

1° f(f,g) est une branche continue de longueur maximale.
2° Y = max(ao,%) < B ol
ay = sup{u | (3x e F(£,8) n 3U)) & (£(x) = ng(x))}
= inf{p | (3x ¢ F(£,9) n ) & (£(x) = ug())} .

Alors, pour tout u* e Jy,B[ , il existe x* € K n (Ul\ﬁz) tel que

f(x*) = wig(x*) . 0

REMARQUE. Les résultats obtenus sont vrais sur des cOnes tronqués

fermés. O

Les Théorémes 1 et 2 peuvent &tre considérés comme des extensions aux
couples (f,g) des résultats démontrés par K. Schmitt dans 1'ouvrage [24] et du

Théoréme 5 de 1'ouvrage [14] démontré par N.V. Marcdenko.

Nous disons que les opérateurs f , g sont bdien couplés sur le cbne K
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si: f est compl&tement continu et g est (b)-propre et strictement positif sur
K ou f est (k,a,0)-Lipschitz et g est o-coercif et strictement positif

sur K

Alors la signification des Théorémes 1 et 2 est la suivante. Le nombre
u* > 0 (resp. u* > %) est une valeur propre pour le couple (f,g) associée a
un vecteur propre x* ¢ K n (Ul\ﬁé) si les opérateurs f , g sont bien couplis
sur le cbéne K , f(f,g) est une branche continue de longueur maximale et si les

conditions Leray-Schauder sont vérifiées.

Pour les applications aux &quations fonctionnelles, nous avons besoin des
critéres commodes qui nous assurent que J(f,g) est une branche continue de lon-

gueur maximale.

Dans le cas g =1, il existe de tels critéres [1], [12]. Dans 1l'ouvrage

[9], nous avons démontré le résultat suivant.

THEOREME. Soit E(T1) un espace de Fréchet, K c E un cbne convexe fermé,

normal, saillant et f : K - K un opérateur (k,a,a)-Lipschitz (k = 0)

On suppose qu'il existe un ensemble A < K séparant. Alors:

o . . . . . .

1° il existe une semi-norme p continue monotone croissante et unifor-
mément positive sur K ;

o

27 si 6A > de oll GA = inf{p(f(x)) | x ¢ A} et dA = sup{p(x) | x ¢ A}

alors il existe A >0 et z ¢ A tels que Af(z) =z [9]1.0

Utilisant ce théoré&me, nous pouvons démontrer les propositions suivantes,

qui sont des conséquences de nos résultats de 1l'ouvrage [9].

PROPOSITION 2. Soit E(1) wun espace de Fréchet, K c E un cOne convexe,
fermé, saillant, normal, localement borné et p une semi-norme continue monotone

croissante et uniformément positive sur K

Si f : K-+ K est un opérateur (k,o,a)-Lipschitz oi k > 0 et

sup{A [ (x,\) € C} < %— ot C est la composante connexe de 1'ensemble
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S = {(x,)) e K x Ry|x = Af(x)} qui contient (0,0) , alors J(f,I) est une bran-

che continue de longueur maximale. [J

PROPOSITION 3. Soit E(T) wun espace de Fréchet, K c E un cOne convexe

fermé, saillant, localement borné et f : K >~ K un opérateur compl&tement continu.

Si S = {(x,)) € K xR+ | x = Af(x)} et C est la composante connexe de
S qui contient (0,0) et si sup{A ] (x,A) € C} = +» , alors f(f,I) est une

branche continue de longueur maximale. [

A ce moment, nous ne connaissons pas de crit@res d'existence des branches

continues de vecteurs propres pour des couples (f,g) , si simple comme pour (f,I).

Généralement, les résultats globaux sur les vecteurs propres pour les
8quations non linéaires de la forme F(x,A) = x démontrés par P. Rabinowitz,

E.N. Dancer et H. Amann ne s'appliquent pas aux couples.

Nous considérons que des €tudes sur 1l'existence des branches continues de
vecteurs propres de longueurs maximales pour les couples d'opérateurs (f,g) pré-

sentent un grand intérét. [

BIBLIOGRAPHIE
[1] BERGER, M.S., Nonlinearity and Functional Analysis, Academic Press, 1977.
[21] BROWDER, F.E., Nonlinear eigenvalue problems and Galerkin approximations,

Bull. Am. Math. Soc., Vol. 74, Nr. 4 (1968), 651-656.

[3] CORNEA, A., ICHIM, I., Sut £'existence des valeurs prophres pour Les ap-
plications compactes, Rev. Roum. Math. Pures et Appl., Tom. XXII, Nr. 5

(1977), 599-606.

[4] DEAN, E.T., CHAMBRE, P.L., On the bifurcation of sofutions of the non-
Linearn eigenvalue problem Lu + Ab(x)u = g(x,u) , Siam Appl. Math., Vol.

20, Nr. 4 (1971), 722-734.



G. Isac 133

[ 5] FITZPATRICK, P.M., PETRYSHYN, W.V., Fixed po.int theorems and the fixed
point index forn multivalued mappings in cones, Journ. of the London Math.

Soc., Vol. 12, F-1 (1975), 78-85.

[ 6] FITZPATRICK, P.M., PETRYSHYN, W.V., Positive eigenvalues gor nonlinear
multivalued noncompact operatons with applications to differential

operatons, Journ. of Diff. Eq. 22 (1976), 428-441.

[ 71 GAINES, R.E., MAWHIN, J.L., Coincidence degree and nonlinear differential

equations, Lecture Notes in Math., Springer-Verlag, Nr. 262 (1977).

[ 8] ISAC, G., COnes Localement bornés, thEondmes de point fixe et valewrs
propres positives pour des operateuns non Linlaires dans des espaces Loca-
Lement convexes, Inst. de Math. Pure et Appl., Univ. Catholique de

Louvain, Rapport Nr. 131 (1979).

L 91 ISAC, G., Valewrs propnres positives pouwr des opérateuwrs de type
a-Lipschitz dans des espaces de Fréchet, Publ. Math. de 1'Univ. de Pau,

1979.

[10] JAMESON, G.0., Ordered Linear spaces, Lecture Notes in Math., Springer-

Verlag, Nr. 141 (1964).

[111] KRASNOSELSKII, M.A., Positive Solutions of Operatorns Equations,

Noordhoff, 1964.

[12] KRASNOSELSKII, M.A., Some problLems of nonlinear analysis, Uspehi Mat.

Nauk. 3(61) (1954), 57-114.

[13] MANGASARIAN, O.L., Pernon-Frobenius of Ax - ABx , Journ. of Math. Anal.

and Appl. 36 (1971), 86-102.

[14] MAREENKO, N.V., On the continuation of an operatorn and the existence of

gixed points, Dokl. Akad. Nauk 145 (1962), 1767-1770.



134

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[201]

(21]

£22]

(23]

[24]

Equations de colncidence sun des cdnes... vectewrs prophes

MAWHIN, J., Topological degree methods in nonlinear boundary value
problems, NSF-CBNS Regional Conference at the Claremont Univeristy Center,

Claremont, California, 1977.

MININNI, N., Codincidence degree and s0fvability of some nonlinear func-
tional equations in normed spaces. A Spectral approach, Nonlinear Anal.

Th. Meth. & Appl., Vol. 1, Nr. 2 (1977), 105-122.
PERESSINI, A.L., Ondered Topological Vector Spaces, Harper § Row, 1967.

PETRYSHYN, W.V., Bifuwrcation and asymptotic bifurcation for equations
involving A-proper mappings with applications to differential equations,

Journ. of Diff. Eq. 28 (1978), 124-154.

PETRYSHYN, W.V., FITZPATRICK, P.M., A deghee theory, fixed point theorems
and mapping theorems forn multivalued non-compact mappings, Trans. Amer.

Math. Soc. 194 (1974), 1-25.

SADOVSKI. B.N., Limit-compact and condensing operatorns, Uspehi Mat. Nauk

27 (1972), 81-146.

SCOTT, D.S., Solving sparse symetric generalized eigenvalue problems
without factorization, Siam Jour. Num. Anal., Vol. 18, Nr. 1 (1981),

102-110.

SCHAEFER, H.H., On non-Linean positive operatonrs, Pacific Journ. of Math.

9 (1959), 847-860.

SCHECHTER, M., SHAPIRO, J., SNOW, M., Solution of the nonlinean pnobﬂam
A(u) = N(u) 4n Banach space, Trans. of the Amer. Math. Soc., Vol. 241

(1978), 69-78.

SCHMITT, K., Fixed point and coincidence theorems with applications to
nonlinear differential and integrnal equations, Inst. de Math. Pure et

Appl., Univ. Catholique de Louvain, Rapport Nr. 97, 1976.



G. Isac 135

[25] SVATOPLUK, F., NECAS, J., SOUCEK, J., SAUCEK, V., Spectnal analysis of
nonlinear operators, Lecture Notes in Math., Springer-Verlag, Nr. 396,
1973.
Deparntement de mathématiques
College militaire royal de Saint-Jean
Saint-Jean, Québec

JoJ 1R0

Manuscrit rnequ Le 22 janviern 1981,
Revise Le 28 aviil 1981.



