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DES ANNEAUX PRINCIPAUX, NON EUCLIDIENS
Héléne Décoste

0. INTRODUCTION

Le probl&me de donner des exemples d'anneaux principaux non euclidiens est
en général considéré comme difficile. Lors d'une conférence donnée 3 1'Université
McGill & Montréal [4], G. Renault infirma cet &noncé avec 1'exemple R[X,Y]/(X2+Y2+l).
11 cita aussi les anneaux d'entiers quadratiques de QWd) , o d = -19, -43, -67
et -163, qui sont connus comme &tant principaux et non euclidiens, mais ajouta que
dans ces cas, la preuve (de principalité) qui fait appel & la théorie des classes
d'idéaux n'est pas &lémentaire. Notre propos ici est de montrer (section 2) qu'il
existe une preuve purement &lémentaire du fait que 1'anneau des entiers du corps
quadratique Q(/~19) , que nous noterons J(-19) , est un anneau principal qui nfest
pas euclidien. De plus, nous verrons dans la section 3 que notre démonstration peut

aussi 8tre adaptée aux anneaux J(-43) , J(-67) et J(-163) . Ila section 1 con-

tient les définitions pertinentes ainsi que les critdres qui seront utilisés.

Mentionnons que G. Cauchon, de 1'Université de Paris-sud, Orsay, a aussi
obtenu une preuve &lémentaire qui est compl&tement différente de celle présentée

ici. Ce fait nous a €té signalé par 1l'arbitre.

1. DEUX CRITERES

Un anneau euclidien A é&tant défini comme un anneau commutatif, int&gre,

unifére muni d'une application ¢ : A +~ N , appelde afgorithme euclidien surn A ,
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vérifiant la condition de division suivante:
Ybe AN{O} , Yae A, 3qe A tel que o¢fa - bg) < o(b) ,

nous conviendrons de dire qu'une application £ : A> E , oi E est un ensemble
bien ordonné quelconque, satisfait la condition de division gaibfe (CDF) ssi
Ybe AN{O} , 3ce A tel que

i) f(b) = £(c)

ii) Vae A, dqe A tel que f(a - cq) < £(b)

-~

Ces préliminaires nous aménent 3 énoncer un premier critére (une condition
nécessaire) qui permettra de ramener la démonstration de la non euclidianité d'un

anneau d l'existence d'une fonction satisfaisant certaines propriétés.

CRITERE 1. Soit A un anneau commutatif, intégre, unifére. Si A est un
anneau euclidien, alors pour tout ensemble bien ordonné E , toute application
f : A~ E vérifiant f£(0) < f(a) pour tout €lément non nul a de A , satisfait

la condition de division faible.

DEMONSTRATION. Soit E un ensemble bien ordonné et f : A > E une telle applica-
tion. Supposons qu'il existe un élément b ¢ A\{0} qui fasse que f ne satisfait

pas CDF , c'est-d-dire:
YVce A, £(b) < f(c) =>3ae A tel que Yqe A, f(a - cq) = £(b)
Soient ¢, € A et a, e A tels que
£(b) < f(co} et Yqe A, f(ao - coq) z f(b)

Ainsi choisi, s % 0 car £(0) < f(b) < f(co) . On peut donc effectuer la divi-

sion euclidienne et
3q0 e A tel que @(ao - coqo) < w(cc) s

ol ¢ : A+ N est 1'algorithme euclidien de A . Posons €p = a, - ¢4, s ce qui

donne @(cl) < ¢(c0) . Comme f(cl) z f(b) > £(0) , en recommencant le procé&dé
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avec c¢; , on trouve €y s puis Sz s Cqponoone Ces éléments nous donnent une

suite infinie strictement décroissante
. < Q(CB) < (P(Cz) < (D(CI) < (D(CO)
d'éléments de IN , ce qui est impossible. [I

REMARQUE. La condition contenue dans 1'€noncé qui précéde constitue en
fait une caractérisation de la classe des anneaux @ division ({11, [{21). On appelle
ainsi les anneaux qui admettent un algorithme & valeurs dans un ensemble bien or-
donné quelconque. Soulignons que le probléme de déterminer si cette classe d'an-

neaux &largit la classe des anneaux euclidiens est encore ouvert £51.

Les anneaux euclidiens et les anneaux principaux ayant des structures as-
sez semblables, nous allons maintenant caractériser ces derniers en introduisant

une notion d'algorithme appropriée.

CRITERE 2. Soit A un anneau commutatif, int&gre, unifire. Alors A
est un anneau principal ssi il existe une application ¢ : A~ N vérifiant
¥b e AN{O} , Va e A, 3v,u e A tels que

i) ¢av - bu) < $(b)

i) bt a= (0 < ylav - by
Dans ce cas, par analogie avec les algorithmes euclidiens, cette application ¢

sera appelée algonithme de principalité sur A .

DEMONSTRATION. Suffisance. Soient ¥ : A+ N une telle application, I un
idéal nonnul de A et be I tel que ¢(b) =min{y(c) | ce I, c$0} . Ona
alors I = (b) . Eneffet, (b)) cI et Ic (b) car sinon il existe a e I tel

que b4 a et donc
Jv,u e A tels que Y(0) < y(av - bu) < Y(b)

Mais av - bue I , av - bu % 0 et Y(av - bu) < ¢(b) , ce qui contredit la mini-

malité de Y(b)
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Nécessité. Comme A est un anneau principal, c'est un anneau factoriel

et 1'application y : A -+ N définie par

<
n
e
w
"
fan]

y(a) =

o
+
Yt
)
o
[
1"

Upys--esPp s U unité de A ,

Pys-«-sP €léments premiers de A

est bien définie. Voyons que cette application vérifie la condition demandée. Soit
bea{0}] et aeA. Si b4 a, soit d unp.g.c.d. de a et b . Comme

dlb et d+0,o0na
P(0) = 0 < Y(d) < y(b)
De plus, A &tant principal, on a le théoréme de Bezout et
Jv,u € A tels que d = av - by .
Ainsi, dv,u e A tels que Y(0) < y(av - bu) < Y(b) . D'autre part, si b[a , on
écrit a =buy etona Yla - by = ¢0) <Y .0
2. LE CAS J(-19)

H. Lemnlein [3] a montré que 1'anneau J(-19) n'est pas euclidien en uti-

lisant le cadre géométrique suivant. On consid&re J(-19) comme sous-ensemble du

plan complexe € . Ses éléments sont les points du réseau Z + Zw , ol
w= {1 +V-19)/2 . Désignons par U 1la réunion des disques ouverts de rayon un

centrés aux sommets de ce réseau et par H le complémentaire de D dans (

(voir Fig. 1).

Ce contexte g€ométrique nous a conduit & formuler une preuve €lémentaire
du fait que J(-19) est un anneau principal, preuve qui utilise le critére 2.
Nous prouvons aussi qu'il n'est pas euclidien en adaptant la preuve de Lemnlein au

critére 1.
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Réseau , disques et parallélogramme de base pour J(-19)

Fig. 1
THEOREME 1. L'anneau J(-19) est principal et non euclidien.

DEMONSTRATION. Nous pouvons voir que cet anneau n'est pas euclidien en appliquant
le critére 1. A cet effet, on montre que la norme habituelle N : J(-19) - N ,

(N(a) = aa) , qui est une fonction multiplicative, ne satisfait pas CDF .

Pour cela, prenons b = 10 ¢ J(-19) et voyons que VYc e J(-19) ,
N(c) 2 100 => 3Ja e J(-19) tel que Vq e J(-19) , N(a/c - q) 21 . Cet &noncé, vu
de facon géométrique, signifie que pour tout point ¢ du réseau qui est 3 1l'exté-
rieur du cercle ouvert de rayon 10 centré en 0 , on peut trouver un multiple entier
(e J(-19)) de 1/c qui est & une distance plus grande que un de tout sommet du ré-
seau, c'est-d-dire: qui est dans ltensemble ¥ décrit précédemment (partie hachu-
rée de la Fig. 1). Remarquons que l'ensemble ¥ est formé de "bandes" horizonta-
les dont la largeur minimale, donnée par la distance entre les disques centrés en 0
et w, est £ = Jw| - 2= VN{w) - 2=v5 -2 . Ainsi, pour vérifier notre &noncé,

soit ¢ e J(-19) tel que N(c) z 100 et considérons les deux cas suivants:

i) si c=x+yw, ol y# 0, alors |l/c| = S ST S-2=4,

et il est clair qu'il existe a = ne N tel que n(l/c) ¢ H .
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ii) si c= xe Z , alors w/c n'est pas sur l'axe horizontal,
VN({w) VE . . . .
cl|] = < += <5 - 2=48, et il est clair qu'il existe me N tel que
m{w/c) € ¥ . On prend alors a = m ¢ J(-19)

Maintenant, appliquons le crit@re 2 pour voir que cet anneau est principal,
en montrant que la norme habituelle N : J(-19) - N est un algorithme de principa-

1ité sur J(-19) . 11 suffit alors de vérifier que

vb e J(-19\{0} , va e J(-19\(b) ,

Ju,u e J(-19) tels que 0 < N(v % -y o<1,

ce qui signifie, vu de facon géométrique, que pour tout quotient a/b qui n'est pas
8lément de J(-19) , il existe un multiple entier (e J(-19)) de a/b qui appar-
tient 4 l'ensemble D\J(-19) . Les quotients a/b e D\J(-19) satisfont cette
propriété et il nous reste 2 examiner les quotients a/b e ¥ . Ces &léments peu-

vent tous s'€crire sous la forme

e+ B Do,

mmnelZ , p,qu,vel,
0<p<q, O0O<u<v,

(p,q) = (u,v) = 1.

De plus, si v e J(-19) est tel que \)(‘S— +%m) e D\NJ(-19) , alors v % e D\J(-19),

a P . u
car vy est un translaté, par un des sommets du réseau, de v(§~+ ;-w)

~

=24+ 84, od
q

olw
<|e

Ainsi, le probléme se réduit aux &léments de la forme
poq,u,ve N, (p,q) = (u,v) =1, 0 sp<q, 0<u<y, ol nous considérons

les deux cas sulvants:

= §E~+ uw , ol

ol w

i) si q {'v , alors on prend v = v, ce qui donne v
vp £0mod q , donc v %-: m + g-+ uw , o me Z et 0 < §~< 1 , et en posant

p=m+ uwe J(-19) , on obtient 0 < N(v %-- W o= N(ga <1 ;
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ii) si qfv , alors, comme (u,v) = 1 , il existe me & tel que

T
um = 1 mod v et on prend v = m , ce qui donne v %.: E§~+ B% w=4L+ ;l-+ (k + %ﬁw,
2

T
ol L,k e Z , !;l |£1/2 , en posant u ={ + ko , on cbtient
2

T

0 <N - = N

1 1.2 .0 5
T2

1
+—w) = (=7 4+ + =5 <
v T, T,V VZ

R

L, 1,5
2v 2
v
et on aura 0 < N(v %—— ) <1 si v>2

Ainsi, on élimine tous les cas sauf ceux ot qjv et v =2, donc a/b=uw/2 ou
(1+w)/2 . Ces deux €léments sont dans ¥ et on doit leur trouver un v et un
u convenables. Pour w/2 , onprend v=1+w et u=-2+w, et pour

(14w)/2 , onprend v =w et pu=-2+w .0

3. D'AUTRES EXEMPLES

La section précédente nous a permis d'illustrer l'application de nos cri-
téres dans un cas particulier. En fait, la preuve que nous avons utilisée peut
s'étendre @ d'autres anneaux d'entiers quadratiques, plus précisément J(d) , ol
d = -43, -67 et -163 . Nous n'allons toutefois insister que sur la preuve de la
principalité de ces anneaux via le critére 2 et, méme si le critére 1 peut encore
8tre appliqué pour montrer leur non euclidianité& (en prenant b = 3, 2, 2 pour
d = -43, -67, ~-163 respectivement), nous allons la démontrer directement. Cette
démarche va nous permettre i la fois de présenter la méthode de preuve de leur non

euclidianité décrite par Renault [4] et de montrer que leur principalité ne demande

pas nécessairement les outils sophistiqués de la théorie des classes d'id&aux.

THEOREME 2. Les anneaux J(-43) , J(-67) et J(-163) sont principaux

et non euclidiens.

DEMONSTRATION. Pour d < -11 , J(d) n'est pas euclidien. En effet, supposons

que 1l'un de ces anneaux soit muni d'un algorithme euclidien ¢ : J(d) - N et soit

f

a e J(d) tel que o¢(a) = min{fp(b) | b e J(\{0,1,-1}} . Il existe q,r e J(d)
tels que 2 =aq+ 1, oi ¢(r) <¢(a) . Or, ¢(a) &tant minimal, on doit avoir

r=0, 1ou-1, cequidonne 2=aq, 3=a ou 1= aq , mais cette derniére
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équation, qui dit que a est une unité, est impossible, les seules unités de J(d)
€tant *1 . Donc aq = 2 ou aq = 3 , ce qui, utilisant la norme, nous donne

a=+2 ou a=+*3 ., 8Soit maintenant b e J(d) choisi comme suit:
1+Vd si Jd) =Z+2&/d, (d= 2, 3mod 4)
(/D) /2 si J(d) = Z + Z(1+/d)/2 , (d = 1 mod 4)

11 existe alors q,r ¢ J(d) tels que b=ag +1 , ol o(r) < ¢(a) , et par mini-
malité de o¢(a) , r=0,1 ou -1, ce qui donne g = b/a, (b-1)/a ou

(b+l)/a e J(d) , avec a =22 ou *3 ., Or aucun de ces Eléments n'appartient a
J{d) . Ainsi J(d) n'est pas euclidien pour d < -11 , d'oli J(-43) , J(-67) et

J(-163) ne sont pas des anneaux euclidiens.

Voyons maintenant que J(-43) , J(-67) et J(-163) sont des anneaux prin-
cipaux. Nous allons pour cela utiliser le critére 2 et montrer que la norme
N : J(d) - N est un algorithme de principalité sur chacun de ces anneaux. Situons-
nous dans le cadre géométrique décrit précédemment, sachant que J(d) = Z + Zw , ol
w= (Iwd)y/2, d=-43= -67 = -163 =1 mod 4 . D'une fagon identique 3 celle
utilisée pour J(-19) (voir Théor8me 1), on réduit le probléme & trouver un Vv et

un u convenables pour les quotients de la forme

= E-+
q

<le

w , ol p,q,u,velN,

ol

1

(p,q) (u,v) =1, 0<sp<qg, O<u<y et q[v .

Alors, en prenant v =m, o umn=1lmod v, et u=£L+ ko, ol

T T
vid-p sty (k+l9w , L,keZ , i—ll < E—,
b T, v T 2
2
on obtient
a 11 1.1, (1-d)
0 < N(U 5 u) = N(;;—+ V w) < Z~+ 57 + 4V2 5

et on aura

0 < N(v %—- ) <1 si v > [;_ij%iiéi] R
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ce qui donne un nombre assez considérable de cas particuliers & examiner (pour
d=-163 ,ona 2<v <7 avec 90 cas). Nous avons alors jugé opportun d'utili-
ser un ordinateur pour effectuer cette tfche. On trouvera dans le Tableau 1 le ré-
sultat obtenu qui consiste en une liste de ces cas exceptionnels ainsi que, pour
chacun d'eux, un Vv et un u convenables et la norme N(Vv %~— 1} obtenue. On
peut évidemment vérifier "3 la main' que dans chacun des cas on a bien

0 < N(v %-- W o<1 .0

Tableau 1
a

a/b v w Nlvg - W)

I =~43 25VvZ 4
(17234 1+ W ~& + W 0.25000
(17234017200 W -6 + W 0.25000
(1/33W -1+ W -4 0.11111
(17334017300 i+ W -3+ U ¢.11111
(2741730 W ~3 ¢+ W C.44444
(27314 -1+ U -8 0.44444
(17314027330 W -7 + U 0.11111
(2/334(2/3)U 1+ W -6 + 2UW 0.44444
{174 1 o 0.68750
(1/7234(1/743U 1 1 ¢.81250
(17434017450 1 [4] €.81250
(3/434(1/743U 1 i 0.48750
(374U 1 W 0.68750
(17234037450 i W 0.81250
(1/74)4(374U0 1 3] 0.6B750
(37414037434 1 14 W 0.81250

D =-47 25 Vs8
€1/2)uW i+ W -9 + W 0.325000
(L/72)4¢1/2330W W -% + 0,25000
{17334 -1+ W - 0.11111
(1/73)34¢1/73)u 1+ W ~5 4+ W G.11111
(2734017204 W -5+ W 0.44444
(273 -1 + W -12 0.44444
€173 +(2/735U W -11 + W G.11111
(27334027304 1+ W -10 + 2W 0.44444
(1/4)W -1+ W -8 0.534250
(174017404 1+ W -4 + W 0.06250
(174)X4(1/4)U 2u -2+ W 0.25000
(3743+4(1/743U W -5+ W 0.56250
(374U -1+ W -13 0.06250
(1723443740 1+ W ~-13 + 2 0.56250
{1/431(3/74W W ~-13 + W 0.06250
(3/74)4(3/74)1 2uW ~24 + 3W 0.25000
(/34 1 [ 0.,48000
{(1/5)H (175U 1 ] 0.76000
(2751401750 i o] 0.92000
(3/5)4(1/50u 1 i 0.74000
(47534(1/50U 1 i 0.4B8000
{(2/534 2 W 0.48000
CL/5¥4(2/750U 2 W 0.,746000
(2/534(2/500 W -7+ W 0.468000
(3/5)4(2/554 W -7+ W 0.04000
(4753442754 w -7+ U 0.746000
(375340 2 W 0.48000
(17534437534 W ~10 + W 0.76000
(2/5)4(375u W -3l + W 0.44000
(3/5)4(3/5)U W =10 + W 0.48000
(4751403750 2 24+ W 0.74000
{4/5)0 1 W 0.68000
{1/3)+4(4/75)U 1 W 0.68000
(2/5)4(4/500 1 W 0.746000
(37534 (4/53U 1 I+ W 0.92000
(4/5)t4/7500 1 1+ W 0.746000

D =-143 2LV 7
{17234 i+ U ~Z21 + W 0.25000
(17234017204 W =21+ W 0.25000
(1734 -1+ W -14 O.11111
(1733403730 1+ W 13+ U O.11111
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a/b v u N(v% - u)

(2/73)401/730UW W ~-13 + W 0,44444

/3 -1+ W -2 0.44444
(17334427300 [ -27 + W O.11311
(2/3)402/30U 1+ W ~26 + 24 0.44444

(1/74)4d -1+ W -11 0.56250
(1723401744 1+ W -10 + U 0.06250
(1/74)4(174)4 24 -21 + W 0.25000
(37434017424 W ~-11 + W 0.56250

(37430 -1+ W -31 0.06250
(1/72)4(3/74)U 1+ W -31 + 2 0,54250
{1/74)+(3/4)U W ~31 + U 0.06250
(37/74)4(374)W 2 ~62 + 3W 0.25000

(1/534 -1 + W -5 0.64000
(1/534(1/3534 1+ 2W -16 + W 0.04000
(2/514(1/30W 24+ U -7+t W 0.146000
(I/5r+(1/53u i+ W -8 + W 0.14000
(4/5)3+(1/0)W ] -8 + W 0.04000

(2/5U -1+ W -17 0.36000
C1/534(2/5)W 1+ W ~16 + W 0.04000
(2/5)4(2/50u 1+ 2W ~32 + 2W C.14000
(I/SIHCA/5E W -17 + W 036000
(475142754 2+ W -14 + 2W 0.64000

{(3/5)u -1+ W -25 0.16000
(L/534(3/50u 2+ U -25 + 2W 0.64000
{(2/534¢3/5)U W 25+ W 0.146000
(3/7534(3/5)U 1+ 2W ~49 + 3uW 0.16000
(4753 4(3/5)0UW 1+ W -24 + 2u 0.04000

(4/5)W -1+ W ~33 0.04000
(1/75)4(4/5)u o -32 + W 0.64000
{2/5)4C4/50 0 1+ W ~32 + 2uW 0.16000
(3/9)4(4/5)u 24+ W -31 + 3u 0.34000
{4/5)+(4/5)UW 1+ ZW -64 + AW G, 64000

(1/63W -1+ W -7 0.02778
(1723301760 3u -20 + oW 0.25000
(1/73Y+(1/760U au ~-13 + W 0.44444
(2/733+(1763U 1+ W -6 + W 0.02778
(1/786)+(1/76)U 3u 20+ W 0.25000
(S/76)1+(1/760W W -7+ W 0.02778

(576U -1+ W ~335 0.69444
CL/7234(S/763UW 3u ~103 + 4uW 0.25000
(1/3)4(5/6)40 14+ W -34 + 20 0.02778
(2/334(5/760W 24 -69 + 3u 0.44444
(1/76Y4(5/63W W ~35 + W 0.469444
(5/614(5/60U 3u ~103 + SW 0.25000

(1/7)UW 1 4] 0.83673
(1/7)+(1/70u 1 o 0.87755
(2/73408/730 1 [} 0.95918
(3771417730 2u -12 + W 0.95%18
(4773417704 1 i 6.95918
(S/7)H 1/ i 3 0.B7755
(6773417724 i 1 0.83673

(27754 -1+ W ~-12 0.08163
(1/73402/7)0UW -1+ W -12 0.87755
(2/734(2/73U 2W -23 + W 0.95918
(3/7¥4(2/7)0 1+ W ~-12 + W 0.51020
(4/7)4(2/704 W -12 + W 0.87755
(S/73442/70u W ~12 + W ¢.08143
C&/T7 (27700 W ~12 ¢ W 0.95918

(3/73W 2 W 0.834673
(1/7)4(3/70U 2 W 0.87755
(27734 (377U 1+ W 17 + U 0.B7755
(3/7Y4(3/700 %] -18 + W G.95918
A/ 724(3/70U W ~-18 + W 0.18367
(5/714(3/72U 2 1+ W 0.95918
(&/73+(3/70U 2 2+ W 0.95918

(4773W 2 W 0.83673
C1/7)4CA/73U 2 Y 0.,95918
(Z/734C4/73U 2 1+ W 0.95918
(3/7)+(4/73U W 24 + U 0.32653
(4/714CA/734W W -23 + W 0.95916
(S/734(4/7)0u 1+ W ~23 + 2u 0.8775S
(&/7)+0As704 hed 2+ W 0.87755

(S3/75u -1 + U ~30 0.51020
(1773445770 W -29 + W 0.95918
(2773445770 %] ~30 + W 0.51020
(3/7y4¢5/73U W -29 + W 0.87755
C4/734(E/70UW 1+ W -29 + 2u 0.08143
(S/73+(S/73U 26 -59 + 3u 0.95918
(/73 (S/70UW -1+ W -30 + W 0.B7755

(6/73U 1 W 0.83673
(17734067734 i W 0.83673
(2/73406/70U 1 W 0.87755
(3/7YH0E7704 1 W 0.95918
(47734067720 W ~-70 + 3u 0.95%718
(S/7Y+(6/70U 1 1+ W PE918
(6/714(6/700 i 1+ W 0.87755
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A titre d'information, nous explicitons ici la méthode employée pour obte-
nir le Tableau 1: pour d donné, on calcule le maximum pour v et on fait dresser
(par ordre lexicographique) la liste des €léments a4 examiner. Puis, pour chacun de
ces &léments, on calcule le produit Vv %- et la distance de ce point aux quatre som-
mets du parallélogramme du réseau le contenant, en engendrant V comme Suit:

Vv Em+nw, ol {m + nl =1,2,3,... , mne Z . Le premier v rencontré ayant la
propriété que 1l'une de ces quatre distances est < 1 est explicité et le sommet cor-
respondant devient ''u'* . Remarquons qu'il arrive parfois que Vv = 1 ; ceci signi-
fie que le quotient a/b considéré est dans l'ensemble D\J(d) et alors le u
correspondant est le centre du disque contenant ce point (en fait, cet &lément
n'avait pas besoin d'8tre examiné, n'étant pas dans ¥ , cf. Théoréme 1). Ce sont

de plus les seuls points de la liste ayant cette propriété car l'algorithme utilisé

donne toujours le 'plus petit' Vv convenable.

L'auteur désire remercier A. Joyal, G. Labelle et A. Lascu pour leur en-

couragement et leurs suggestions.
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