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QUELQUES IDENTITÉS ARITHMÉTIQUES 
Armel Mercier 

1. Introduction 

Soient n et r des entiers tels que r > 0 et désignons respectivement 

par +(r) et WI les fonctions arithmétiques d*Euler et de Mubius. L’identité 

de Brauer-Rademacher, qui était énoncée par H. Rademacher et démontrée par 

A. Brauer L-11, s’énonce comme suit: 

(1) d r +Cd) = I-r(r) c a-wd) l  

d l  (r,nl 

(d,n) =l 

De nouvelles démonstrations ainsi que certaines généralisations de cette identité 

furent établies par E. Cohen (voir [23, [33 et [41). Il y eut aussi McCarthy [SI, 

Subbarao [SI et Szffsz [71 qui obtinrent quelques généralisations de cette remarqua- 

ble identité. Notons cependant que, dans la plupart des cas, toutes ces générali- 

sations étaient obtenues pour certaines classes de fonctions arithmétiques. 

Dans le présent texte, nous établierons quelques identités arithmétiques 

qui nous permettront d’obtenir une généralisation de (1) dans le cas où les divi- 

seurs d de r ne sont pas nécessairement relativement premiers avec un entier n . 

2. Un lemme sur les fonctions multiplicatives 

LEMME . Soient L et r des entiers positifs et soient f , g et h 

des fonctions multiplicatives. Alors nous avons 



= [f(a) + II {f(pa)g(pb> + f(patl)h(p)gob-l) + l  *a + f(P a+b-l)h(pb-llg(p~ 

Pal1 4 

Pb/l IL- 

+ f (P a+b)h(pb) 11 
F d ‘1 

fowMrp~ 9 

(d,L) =l 

où '1 est le plus grand diviseur de r tel que (r,,L) = 1 et pour c 2 1 , 

p’I[k signifie que pc/ k et p ctl 
,/’ k l  

REMARQUE. Si l=l ou r=l, le produit qui se trouve dans l’équation 

(2) est vide puisqu’il n’y a aucun nombre premier qui divise 1. Dans ce cas, nous 

assignons la valeur 0 à ce produit et conséquemment nous avons aussi l’égalité. 

Cette remarque est aussi valide pour les Théorèmes 1 et 2 que nous établierons dans 

la section suivante. 

DÉMONSTRATION. Soit L = p1 . . .pzs où al 
aj 

2 1 et p. 
3 

désigne des nombres pre- 

miers distincts. Pour chaque entier positif r , il existe un et un seul entier 

bl b 

bj ’ O ’ 
1 I j 2 s , tel que r = p1 . ..p.’ r1 , où (r,,e) = 1 ; ainsi pour cha- 

que entier positif d tel que dlr , il existe un et un seul entier i. 2 0 , 
il is J 

1 2 j < s , tel que d = p1 . . .p, dl où dl Irl s Nous avons 

c 
al+il 

f(P1 
asti 

s 
il ’ 

bl-il bs-is 

dl)h(Pl l  l  l Pis d1lg 
‘lP1 l  l  ‘PS = l *.P 

Oii,rb. S dl 
1 

et, puisque dl jr1 , alors (d,,Q = 1 et ainsi l’équation précédente devient: 
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F 
fW)W) g(r/d) 

dr 

. . 

c 
aItil 

Osi .<b. 
f(P1 .**P 

asti 
5 

S 
S)h(Pl . . . piS)g(pl 

bl-il b -is 
l  * .PsS ) f(d)h(d)g(rl/d) 

J 3 
(d,l)=l 

= Cf(a.) + I-I {f(pa)g(pb) + f(Pafl)h(P)g(P b-l 
) + l  l  l  

Pal11 

Pbb 

+ f(P atb)h(pb) 11 1 
dlrl 

fwmq/d) 9 

(dJ)=l 

où rl est le plus grand diviseur de r tel que (rl,l) = 1 . Ceci achève la dé- 

monstration de notre résultat. 

3. Quelques identités concernant les fonctions multiplicatives 

THÉORÈME 1. Soient 1 , n et r des entiers positifs tels que L[n et 

4 r et soient f et g deux fonctions multiplicatives. Alors nous avons 

(3) 
F 

f(d) g(r/d) 
dr 

(d,n) =l 

= L-f@) t n {f(pa)g(pb) t f(patl)h(p)g(pb-l) t . . . t f(patb)h(pb)}] 

PallQ 

Pbl$ 

X 

F d ‘1*1 

WI g(rl/d) 9 

(d,n)=l 

où ‘1 est le plus grand diviseur de 
: tel que (rl,L) = 1 et 

h(m) = 
1 si (m,;) = 1 

0 autrement . 



DÉMONSTRATION. Nous avons n = n'L , d= d'.4? et r= rTL . 

F 
f(d) g(r/dl = 

F 
f(d*~) g(r’ /d’) 

dr d' r' 
(d,n)=l (d*,n')=l 

= 1 f(d%)h(d')g(r*/d*) 

Alors 

d'Ir* 

où 

1 si (m,?) = 1 

h(m) = 
0 autrement ; 

et, d'après le lemme, nous pouvons écrire 

F 
f(d) g(r/d) 

dr 
(d,n)=l 

= 1 f(dL)h(d)g(~) 

dl; 

= [f(L) t fl If(pa)g(pb) -t f(Pat1)h(P)g(Pb-5 t '. 

PalIL 
br 

P Ilt 

X 

F d rl 

f(d)W) gcrp1 9 

(d,l)=l 

où rl est le plus grand diviseur de 
5 tel que (r,J> = 1 

+ f(pa+b)h(pb) 11 

En utilisant la . 

définition de la fonction h , il est aidé d'obtenir le résultat demandé. 

COROLLAIRE 1. Soient l , n et r des entiers positifs tels que lin 

et elr . Si (1,$) = 1 , alors pour toutes fonctions multiplicatives f et 8, 

nous avons 



c f(d) g(r/d) = 
dlr 

(d,n)=l 

WI c 
4; 

(d,n)=l 

DÉMONSTRATION. Conséquence immédiate du théorème précédent. 

THÉORÈME 2. Soient f et g deux fonctions multiplicatives et soient L , 

et r des entiers positifs tels que 

(5) c f(n) g ( r/n) 
nlr 

n&k) 

d= (k,ulr ’ 

1 
cc -mmx $&f(d) + l-I {f(Pa) g(pb) 

Pal1 d 
br 

p Il3 

+ f(P 
a+b 

> X(Pb) 1) 

Alors nous avons 

+ f(P 
atl 

)X(p)g(pb3 + l  l  l  

F n r 
f(n)x(n> gy-0 1 9 

1 
(n,d)=l 

où rl est le plus grand diviseur de a tel que $9 dl = 1 et X désigne les 

caractères de Dirichlet mod k/d . 

DÉMONSTRATION. Soit d = (k,l) . Alors e=a’d et k= k’d et nous remarquons 

que la condition n E L(k) est équivalente à n = dnf et n’ E L’ (k’) , 

(L’,k’) = 1 . Ainsi nous avons 

4 
f(nlgWn) = c f(n) g(r/n) = 

F f(n’dlg(Wn’) 9 
n r nr n’ r’ 

n= (k) A n= n’ n%‘(k’) 
n’g* (k’) 

où r = dr’ . Désignons par X les caractères mod k/d . 
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F 
1 1 

nr 
f(n)gWn) = s(k7d) n,Fr, Wn'OWhi) 1 m XW)) 

X 
nEL(k) 

F 
f(dn)X(n)g(r%)) ) 

n rt 

et, en utilisant le lemme, nous obtenons le résultat escompté. 

A l'aide du Théorème 2, il est aisé de démontrer le résultat suivant. 

COROLLAIRE 2. Soient k 91 r des entiers positifs tels que 

d= 
(W)lr l  

Si (d,$) = 1 , alors pour toutes fonctions multiplicatives f et 

g 9 nous avons 

(6) 
F 

f(d) f(n)gWn) = - 
1 r/d 

n!lTk) 

@(k/d) ; {x(eld) 1, f(n)x(n)g+-)) l  

n/d 
(n,d)=l 

Une autre conséquence intéressante du Théorème 2 est donnée par le résultat suivant. 

COROLLAIRE 3. Soient et r des entiers positifs tels que klr . 

alors pour toutes fonctions multiplicatives f et g , nous avons 

F 
f(n)gWn) = f(k) 1 

n%Tk) 4; 
(n,k)=l 

4. Quelques exemples 

1) Soit f 

a E N et soient L , 

une fonction multiplicative telle que f(P) = f(Pa) 9 

n et r des entiers positifs tels que Lin et tir . 

Alors l'équation (3) devient 

(7) 
F 

f(d) p(r/d) 
dr 

(d,n)=l 

Si 

= [f(l) + 1 {f(pa) Mpb) - h(pb-l))~l 
F 

Wlel/d) l  

Pal11 d rl 

Pbll$ 
(d,n)=l 
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En particulier, si f(n) = n 
4w ’ 

l’équation (7) s’écrit sous la forme 

F dr 
(d,n)=L 

.t 
= $(l) + 

b 
pÎl $!$ ch@ ) - h(P 

b-l 
>>)l 

Pbllf 

dfrl & Mrl/d) j 

(d,n)=l 

et, en utilisant l’équation (l), nous obtenons 

(8) 
F dr 

(d,n)=& 

AL (h(Pb) - h(Pb3))l c 
dj(yl 

a-q/d) Y 

Pb 11; 

où rl est le plus grand diviseur de 5 tel que (‘1 YO = 1 et 

1 si (m,F)=l 

h(m) = 
0 autrement . 

Il est intéressant de constater que, pour des entiers 1 , n et r tels 

que & In , L Ir et (l,:) = 1 , l’équation (8) devient 

F dr 
& W/d) = Wrl~) 1 

WI d+) . 
(d,n)=k! d I(&n) 

2) L’équation (7) nous permet d’obtenir l’identité suivante 

(9) 
f 

2 w(d) p( r/d) 
dr 

(d,n)=l 

= ~2~~~ t II 2(h(pb) - h(pb-I))l 
P 11 f d r1 

2 w(d) u(y/d) , 

br 
p Ire (d,n)zl 
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où R,r et n sont des entiers positifs tels que Lin et 1lr , w(n) = 
F 

1 9 

r Pn 
est le plus grand diviseur de tel que (rl,L) = 1 et 

h(m) = 1 
1 si (m,:) = 1 

0 autrement . 

Si, de plus, CL $ ,L = 1 , alors 1 ‘équation (9) devient 

F ZU(d)p(r/d) = ,w(l) 1 2dd) r/L 

dr 
lJ(d’  l  

(d,n) =L dl? 
(d,n)=l 

31 

Soient k 

Par une méthode semblable, nous pouvons démontrer les énoncés suivants: 

et r des entiers positifs tels que klr . Alors 

1-1(‘1) k -$y(r/d) = -- c 
‘(rl) <P(k) d 1 (rl,k) 

ddrl/d) 9 

où rl est le plus grand diviseur de F tel que (rl,k) = 1 . Si de plus 

(k 93 k =l, alors l’équation précédente devient 

NJ Wk) .fr ,y& wm = r ’ o( ) 
n-O(k) 

W Soient k r des entiers positifs tels que klr . Si (k 9% k = 1 , alors 

F ,wa P(r/n> = 2 W) c p@) p(m) , 
n 

niO:k) 4; 
(n,k)= 1 

et, en utilisant le théorème principal de [6], cette dernière équation peut aussi 

s’écrire sous la forme 
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