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QUELQUES IDENTITES ARITHMETIQUES

Armel Mercier

1. Introduction

Soient n et 1r des entiers tels que r > 0 et désignons respectivement
par ¢(r) et u(r) les fonctions arithmétiques d'Euler et de Mdbius. L'identité
de Brauer-Rademacher, qui &tait énoncée par H. Rademacher et démontrée par
A. Brauer [1], s'énonce comme suit:

d
eh) 16)) T KO/ EuE ] (/)
dir (r,n)
(d,n)=1

De nouvelles démonstrations ainsi que certaines généralisations de cette identité
furent €tablies par E. Cohen (voir [2], [3] et [4]). Il y eut aussi McCarthy [5],
Subbarao [6] et Szllsz [7] qui obtinrent quelques généralisations de cette remarqua-
ble identité. Notons cependant que, dans la plupart des cas, toutes ces générali-

sations €taient obtenues pour certaines classes de fonctions arithmétiques.

Dans le présent texte, nous €tablierons quelques identit&s arithmétiques
qui nous permettront d'obtenir une gén€ralisation de (1) dans le cas ol les divi-

seurs d de 1r ne sont pas nécessairement relativement premiers avec un entier n .

2. Un lemme sur les fonctions multiplicatives

LEMME. Soient £ et r des entiers positifs et soient f, g et h

des fonctions multiplicatives. Alors nous avons
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2) % £(dh(d) g(r/d)
dir

P P P e

SR ¢ T EEMee®) + £ e ¢ ...+ £
p?le
b
plr

atb

v £ " me" ) % £(d)h(@glr,/d) ,
r
1

(d,8)=1

ol r
1

pCHk signifie que pc|k et pc+1 !k .

est le plus grand diviseur de r tel que (rl,Z) =1 etpour c¢c 21,

REMARQUE. Si £ =1 ou r =1, le produit qui se trouve dans 1'équation
(2) est vide puisqu'il n'y a aucun nombre premier qui divise 1. Dans ce cas, nous
assignons la valeur 0 & ce produit et conséquemment nous avons aussi 1'égalité.
Cette remarque est aussi valide pour les Théorémes 1 et 2 que nous &tablierons dans

la section suivante.

- a a

DEMONSTRATION. Soit £ = pll...psS oll aj >1 et P; désigne des nombres pre-

miers distincts. Pour chaque entier positif r , il existe un et un seul entier
b b

bj 20, 1<j<s, telque r = pll...pss Ty ol (rl,l) =1 ; ainsi pour cha-

que entier positif d tel que d|r , il existe un et un seul entier ij >0,

i i
1<j<s, tel que d = pll...pss dl ol dllr1 . Nous avons
f(dO)h(d) g(z/d)
dir
bl-il b -1
a ti a_+i i i r.p ...p
171 s 1 s 171 S
= f d,)h . d.)
Slfsb. (®, P Dh(p; - p” d)e 3
J ]
d1|rl
(r),0)=1

et, puisque dllrl , alors (dl,ﬂ) = 1 et ainsi 1'équation précédente devient:
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% £(d¢)h(d) g(r/d)
d|r

b -1 bs-ls

a +i as+is i1 is 1
s Jh(py-..pelpy ..

= I £ ...p ) % £(d)h(d) g(ry/d)
< dlr

(d,2)=1

(£ + 1 EeHere) + fo* Hnmee®™h + ...

a
p i€
b
P
atb b
+£(p7 DRI ) £(Dh(dglr, /) ,
d|r
1
(d,£)=1
oli r; est le plus grand diviseur de r tel que (rl,ﬂj =1 . Ceci achéve la dé-

monstration de notre résultat.

3. Quelques identités concernant les fonctions multiplicatives

THEOREME 1. Soient £ , n et r des entiers positifs tels que £|n et

L|r et soient f et g deux fonctions multiplicatives. Alors nous avons

(3) f(d)g(z/d)
dir
(d,n)=¢

S £+ T {£0™er™ + £0* g™ + ... + £

p?e
b, r
Py

h(p®) 1

x f(d)g(r,/d) ,
d%r1 =N

(d,n)=1

ol r; est le plus grand diviseur de %- tel que (rl,Z) =1 et

1 si (m,%o =1
h(m) =
0 autrement .
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DEMONSTRATION. Nous avons n = n'l

, d=d2 et r=1'€ . Alors,

£(d) g(r/d)
T d'(r'
(d,n)=£ (d',n")=1

£(d'€)g(r'/d")

} f(d'L)h(d)g(r'/d")
d'|r'

o
or

) 1osi (mp =1
h(m) =
0 autrement ;
et, d'aprés le lemme, nous pouvons écrire
f(d)g(x/d)
T
(d,n)=£

] fann@e
dlz

(£ + T {£0Me0™ + £* Hnme®™ + ... + £0* e N
4
b, r
rlg

X % f(d)h(d)g(rl/d) s
d T

(d,£)=1

ol E2] est le plus grand diviseur de % tel que (rl,ﬂ) =1 . En utilisant la

définition de la fonction h , il est aidé d'obtenir le résultat demandé.

COROLLAIRE 1. Soient £ , n et r des entiers positifs tels que £|n

et £|r . Si (Z,%ﬂ = 1 , alors pour toutes fonctions multiplicatives f et g ,

nous avons
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(4) b f(dglx/d) = £0) ) f(d)g(%)

dir d|£
(d,n)=£ L
(d,n)=1

DEMONSTRATION. Conséquence immédiate du théor&me précédent.

THEOREME 2. Soient f et g deux fonctions multiplicatives et soient £ ,

k et r des entiers positifs tels que d = (k,£)|r . Alors nous avons
(5) f(n)g(r/n)
nlr
nz{ (k)
1 1 . a b atl b-1
= 5073 L ymE@ + T EED ) + £67 X@em ) + ..
X a
pld
b, r
Pl

+ 2% XM ) D sty m
n rl

(n,d)=1

tel que (rl,d) =1 et X désigne les

Qs

ol r) est le plus grand diviseur de

caractéres de Dirichlet mod k/d .

DEMONSTRATION. Soit d = (k,£) . Alors £ = £'d et k = k'd et nous remarquons

que la condition n = £(k) est &quivalente & n = dn' et n' = £'(k') ,
(£',k') = 1 . Ainsi nous avons
j £(n)g(x/n) = I fmgx/n) = % £(n'd)g(z'/n") ,
n|r njir n'|r'
n=z¢(k) n=dn' n'=L' (k')
nl;/el(kl)

oli r =dr' . Désignons par X les caractdres mod k/d . Alors



64 Quelques Aidentites arnithmétiques

n

£(m)g(r/n) Wlﬁ % {fcn'd)gcr-/n')zm—;d—)x(n')}
n' 1 X

n|r

nz£ (k)

T

1 1
= { f(dn)X(m)g(z'/n)} ,
s L G L

et, en utilisant le lemme, nous obtenons le résultat escompté.
A 1'aide du Théoréme 2, il est aisé de démontrer le résultat suivant.

COROLLAIRE 2. Soient k , £ et T des entiers positifs tels que
d = (k,£)|r . Si (d,gﬂ = 1 , alors pour toutes fonctions multiplicatives f et

g , nous avons

© fse/n - ga L G L EmxmsLY) .

nir I n
= (k) g
(n,d)=1

Une autre conséquence intéressante du Théoréme 2 est donnée par le résultat suivant.

COROLLAIRE 3. Soient k et r des entiers positifs tels que k|r . Si

(k,%ﬂ = 1 , alors pour toutes fonctions multiplicatives f et g , nous avons
r/k
fmge/m) = £00 ] £fmelly
njr

r
n=0(k) : “Ly .
n,k)=

4. Quelques exemples

1) Soit f wune fonction multiplicative telle que f£f(p) = f(pa) s
aeN etsoient £ ,n et r des entiers positifs tels que £|n et Z£|r .

Alors 1'équation (3) devient

@) } £(d)u(r/d)
dir
(d,n)=¢£

S E + ] EEDH (e - b)) % £(d)u(r, /)
pilL diry

pb”% (d,n)=1
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En particulier, si f(n) = ¢?n) , 1'8quation (7) s'écrit sous la forme

(d,n)=£
sl TR e - npPhh o ur, /d)
0l BT d} 3@ M/
P T
P°IF (d,n)=1

et, en utilisant 1'équation (1), nous obtenons

d
(8) 3y Mx/d
i S@ /9
(d,n)=2
Mirp) o, -
R S A P by _ b-1
5y A G ) - heTNDH dl(g Ly @D
b,r 1
Py

ot Ty est le plus grand diviseur de %- tel que (rl,ﬂ) =1 et
1 si (m,%) =1

0 autrement .

h(m) = 3

Il est intéressant de constater que, pour des entiers £ , I et r tels

que £n, L|r et (ﬂ,zi =1, 1'équation (8) devient
b2 q

2) L'équation (7) nous permet d'obtenir 1'identité suivante

(9) 2D yr/a)
d|r
(d,n)=4

= 2°9 4 1 omeP) - he® ) % 2Dy /gy,
|2 d T

p
P’ 17 (d,n)=1
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o £, 1 et n sont des entiers positifs tels que £L|n et £|r , w(n) = % 1,
pln

T, est le plus grand diviseur de %— tel que (rl,K) =1 et

[

1 si (m,%ﬂ =

h(m) =
0 autrement .

Si, de plus, (K,r) = 1, alors 1'équation (9) devient
] e I e I e
dir dlr
(d,n)=¢ z

(d,n)=1

3) Par une méthode semblable, nous pouvons démontrer les €noncés suivants:

a) Soient k et r des entiers positifs tels que k|r . Alors
u(r,)
n 1 k
—— u(r/d) = — ) du(r,/d) ,
n=0(k)
ol r, est le plus grand diviseur de % tel que (rl,k) =1 . Si de plus

(k,fﬂ = 1, alors 1'équation précédente devient

n _ ku(r/k)
n%r $TST'U(r/n) e .
nz=0(k)
b) Soient k et 1r des entiers positifs tels que klr . Si (k,%ﬂ =1, alors
% 2°M y(p/my = 22 ) 2“’(“)11(3{[—“ ,
nj|r T
n=0(k) g
(n’k)=1

et, en utilisant le th&or&me principal de [ 6], cette derni&re &€quation peut aussi

s'écrire sous la forme

% 22y ey = 2 ®2 (/10
nir

n=0(k)



Amel Mercien 67

BIBLIOGRAPHIE

(1]

[2]

[3]

[41]

(5]

[6]

[71]

BRAUER, A. et RADEMACHER, H., Aufgabe 31, Jber, Deutsch. Math. Verein. 35

(1926), 94-95 (supplément).

COHEN, E., The Brauer-Rademacher identity, Amer. Math. Monthly 67 (1960),

30-33.

COHEN, E., Anithmetical inversion formulas, Canadian J. of Math. 12 (1960),

399-409.

COHEN, E., Representations of even functions (mod r) : Cauchy products,

Duke Math. J. 26 (1959), 165-182.

McCARTHY, P.J., Some remarks on arnithmetical identities, Amer. Math.

Monthly 67 (1960), 539-548.

SUBBARAO, M.V., The Brauer-Rademacher identity, Amer. Math. Monthly 72

(1965), 135-138.

Szﬂsz, P., Once more the Brauer-Rademacher identity, Amer. Math. Monthly

74 (1967), 570-571.

Departement des sciences pures
Universite du Québec d& Chicowtimi
Chicoutimi, Québec

Canada

G7H 2B1

Manusenit neeu Le 15 octobre 1980.
Revisg Le 15 gevrien 19871,



