
Ann. SC. math. Québec, 1981, vol. V, no 1, pp. 45-57 

SUR LA PROPRIÉTÉ DE DARBOUX 
P. Jiménez et M. Saler 

1. Introduction 

A.A. Liapunov [SI a prouvé que l’image d’une mesure bornée sans atome à 

valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie est un ensemble convexe. Ce 

résultat est appliqué par C. Olech [81 au cas des mesures non atomiques et non 

bornées, dont 1 *image est de dimension finie. Si l’image de la mesure est un sous- 

ensemble du corps des nombres réels, le résultat de A.A. Liapunov implique que 

1 ‘espace de mesure a la propriété de Darboux. Le cas non borné a été résolu par 

A. Dvoretsky, A. Wald et J. Wolfowitz CZI. 

Si les mesures ont des atomes, l’étude est bien différente et il est en 

relation avec l’étude de la proprié de Darboux pour les séries de termes positifs. 

S. Marcus obtient dans [SI des conditions nécessaires et suffisantes pour le cas 

borné. Le cas non borné a été étudié par J. Garay et M. Soler dans [33 obtenant 

des conditions nécessaires et des conditions suffisantes, mais pas une condition 

nécessaire et suffisante. 

B. Rodriguez-Salinas étudie dans [91 une généralisation de la propriété de 

Darboux appelée e-propriété de Darboux, et il donne des conditions nécessaires et 

suffisantes pour qu’une mesure finie ait la 8-propriét6 de Darboux dans le cas 

borné. Pour des utilisations postérieures, nous énoncerons ci-dessous deux théorè- 

mes de B. Rodriguez-Salinas [9] : 



THÉORÈME 1. Soit 1-1 une mesure sur X telle que p(X) = 1 et 

X=; Ai , où les A. 1 sont des ensembles mesurables tels que 
0 

U(Ai) = ai f 

Ai n Aj = @ 9 i t j 9 A0 ne contient point d’atomes et les A. restants sont 1 

des atomes tels que a1 2 ~12 2 . . . 2 an . Alors p a la B-propriété de Darboux 

si et seulement si 

e(a,) 5 ao + B, 

n 
pour 1 I k 5 n où ek = 1 ai pour 1 5 k < n et 6, = 0 . 

ktl 

THÉORÈME 2. Soit 1-I une mesure sur X telle que p(X) q 1 et 
-t- 

x = U A. 
0 l 

,oÙles A i sont des ensembles mesurables tels que p(Ai) = a. , 
1 

Ai n A. = 0 , 
3 ifj 9 Ao ne contient point d’atome et les ensembles restants 

Ai sont des atomes tels que (a.) SO0 
11 est non croissante. Alors p a la B-pro- 

prié6 de Darboux si et seulement si 

W,) 5 ao -t 8, 

pour tOUt n E N , Où Bn = 1 cli . 
ntl 

Le but du présent travail est l’étude de la e-propriété de Darboux dans le 

cas non borné et son application a l’étude de la propriété de Darboux pour les mesu- 

res non bornées et les séries divergentes de termes positifs. 

2. Sur la proprié de Darboux pour des mesures non bornées 

Soit (E,C,p) un espace de mesure (positive) et 8 une fonction non né- 

gative et non décroissante, définie sur l’intervalle 1 = [O,l(E)) et vérifiant 

les conditions suivantes: 

5 : 0(a> sa pourtout a~ 1. 

c2 : 0(a) 2 0(d) t a - a’ pour a,cP E 1 tels que a* 5 a . 



DÉFINITION. On dit que la mesure 1-1 a la 8-pnuptiQ’H ck Pcytb~ux (doréna- 

vant nous écrirons simplement 

semble mesurable tel que 

&P.D.) si, pour chaque Cte 1 , il existe un en- 

Dans le cas particulier où e(a> = a pour tout a E 1 , la définition pré- 

cédente coi’ncide avec le concept usuel de la propiété de Darboux. 

DÉFINITION. Etant donné un espace de mesure &LI-I) 9 on peut définir 

une relation d’équivalence dans l’ensemble des atomes de mesure finie de l’espace, 

de la manière suivante (voir J. Garay et M. Soler c31) : 

On dit que deux atomes de mesure finie A et B sont équivalents, et on 

écrit AaB , quand V(A n B) # 0 . Evidemment, p(A) = u(B) si les atomes A et 

B sont équivalents. 

THÉORÈME 1. 

E = F UY G , étant F 

Soit 

purement non atomique et 

de mesure tel que NE) 
= +m 

G purement atomique. Si A 

et 

la famille des atomes de mesure finie de E , et A* = {Ai} est l’espace quotient 

A/u 9 on pose a. = ~(Afl , où 
1 

Af appartient à la classe A. , et 
1 aO = Pu9 l  

Alors on a: 

CONDITIONS SUFFISANTES 

1.1. aO = too , alors 8-P.D. 

1.2. 
-P 

Supposons que 0 < oo < to3 et qu’il existe (an)1 5 (Oli)iEI qui 

vérifie 

lim sup s < +a 

et 

i-00 
1 ok = -tm . 

n=l 



rnEkJ tel que: 

m 
lim supan 21 ai + aO . 

1 

m 
Si 6, = 1 ai , B, = 0 et la relation 

k+l 

se vérifie pour 0 I k I m , alors 

1.3. Supposons que a0 = 0 et qu'on peut trouver (a,)ncN , 

( > CiA ncN 5 (Oli)i~I telles que 

et 

lim sup ai 2 1 an . 
1 

Si Bn = 1 ak (n E N) et 
ntl 

(1.3) 8 $1 s B, 

pour tout n E IN , alors p a la 8-P.D. 

CONDITIONS NÉCESSAIRES 

Soit OIcI <-PJ. Si et X est un sous-ensem- 

ble de E tel que p(X) < too , F 5 X et pour tout ai I p(X) il existe un 

atome A. c X l- avec P(Ai) = ai 9 et (An>ncN est la famille des atomes contenus 

dans x, ordonnés de manière que la suite (a ) n nEN (= @(A,))) soit non décrois- 

sante, alors 
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où@= 1 a.. 
n irnt 1 1 

DEMONSTRATION. 1.1. Voir A. Dvoretzky, A. Wald et J. Wolfowitz C2] ou J. Garay 

et M. Soler [3]. 

1.2. Soit a E [O>ta) . Alors on peut construire par récurrence une 

suite (A 1 n :y, de nombres réels de la façon suivante: 

A =l si 
k:m:, ” 

ta sa 
n n 

et 

En plus, 

x =0 si n k 1,1 3A + n ’ a l  

= 

Dans ces conditions, on a clairement que 

Y= 5 a . 

a - y I ao t B, 

lim sup ûin <a - Y 

parce que si ao + B, < a - Y , on aurait que 

et pourtant, on pourrait trouver no E IN 

pour tout n 2 no , et alors Xn = 1 pour n 2 no , et 

ce qui est une contradiction. 

a-Yé k=;tl ‘k”k = +O” 

Par conséquent, 

tel que a n <a -y 

a - y  E CO,ao t BO1 l  

Soit X = Fui% , où les 
k=l 

Ak sont des atomes avec I-I(%) = ak pour 

likrm. Du Théorème 1 de B. Rodriguez-Salinas [9], on déduit l’existence d’un 

ensemble mesurable A c X tel que 



i _ , 
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Considérons maintenant 

B=Au U Ak. 
k>mtl 
xk= 1 

a 2 ml = W) + PC u $0 
kzmtl 
Ak”l 

2 e(a - y) + y 

= e(a - Y> + a - (a - Y> 

et 

1.3. D’une façon similaire à la démonstration précédente, on construit 

une suite (?I)n& en employant (aA)nEN . Si 

alors 

$00 
a-y< 1 an. 

n=l 

Soit X = U An , où les An sont des atomes avec V(A,) = an . Du Théorème 2 
n=l 

de B. Rodriguez-Salinas [SI, on déduit l’existence de A 5 X tel que 

Na - y) 5 p(A) 5 a - y . 

Maintenant, pour finir la démonstration, il suffit de procéder comme dans le cas 

précédent. 

1.4, Soit 

de 1 f application 

?$-P.D. Comme 

8 à 

a la 

la restriction de 

C~,Lu)) l  

8-P.D. pour 

à C=rIfnX et la restriction 

On va prouver d’abord que la mesure 

0 5 a < p(X) ) on peut trouver AE C 

a la 

tel que 
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Evidemment, A= (A n F) u (A n G) et 

\ 1-I UV = V(A n F) + 1-r (A n G) 9 

étant donné que E= F uG et 

D'autre part, AnFEC 

FnG=g. 

et comme G est purement atomique, AnG est 

formé par des atomes A i (au plus une quantité dénombrable) tels que 

p(Ai) < p(X) . Soit Bi un atome équivalent à A. 1 contenu dans X . Clairement, 

p(A n G) = Cv (Ai) = Cp(Bi) = p(B n G) 

où B=UB i' Ainsi, 

C= (A n F) u (B n G) E c 

et en plus 

%(a) = e(a) 5 p(C) = p(A) 2 a . 

Par conséquent, i a la %-P.D. Maintenant, il n'y a plus qu'à appliquer le 

Théorème 2 de B. Rodrzguez-Salinas [9J. 

COROLLAIRE 2. Dans les conditions et notations du Théorème 1, avec 

a0 = 0 , si l'on peut trouver deux suites (Ian) c Cai)icI et (YnI 5 (a,> telles 

-Fo -P 
c a n =+oo, pY <+Y 

n=l n-l n limsupanI 1 y,, 
n=l 

et 

WY,> 5 1 Yk (n E NI 9 
ntl 

alors 1-1 a la 8-P.D. 

DÉMONSTRATION. Elle se déduit facilement du Théorème 1.3 parce que la suite 
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(QI = (a,)\ (YnI est telle que 

c t3 =i- 
n= 1 n 

REMARQUE. 

lim sup 6n I 1 y, . 
n= 1 

Dans les notations et conditions du Théorème 1.2, excepté la 

condition (1.2)) et s’il existe Ai E Ai pour i = l,.. 
l  9  m  9 

tels que l’espace 

flxz) a la &P.D., où ? = F u u A; , c = znx, p est la restriction de 

1-I à Itf et e 
i=l L 

est la restriction de l’application 0 à [0$(x>) . Alors, du 

Théorème 1 de B. Rodrzguez-Salinas [ 91, on déduit que la condition (1.2) se vérifie. 

3. Applications à la propiété de Darboux pour les séries 

DÉFINITION. 
+CQ 

Soit 1 an une série de termes positifs et 8 une fonc- 
n=l -l-CO 

tion non négative et non décroissante définie sur l’intervalle 1 = CO, 1 an) qui 
-l-CO n=l 

vérifie les conditions Cl et C2 . Qn dit que la série 1 an a la e-ptt~ptiti6 
n=l 

de P~&~OUX (en abrégé, &P.D.) si, pour chaque a E 1 , on peut trouver une sous- 
i-00 

série 1 a 
k=l nk 

telle que 

e(a) 5 1 a 2 a l  

k=l nk 

Dans le cas particulier où 8 est l’identité, la définition précédente 

co!i!ncide avec le concept usuel de propriété de Darboux pour les séries de termes 

positifs. 

Deux résultats classiques sur la propriéti de Darboux pour les séries de 

termes positifs sont: le Théorème de Kakeya (pour des séries convergentes, voir 

S. Kakeya [41) et le Théorème de Banarjee et Lahiri (pour des séries divergentes, 

voir C.R. Banerjee et B.K. Lahiri Cl]). 

THÉORÈME (Kakeya) . Si 1 an est une série convergente de termes posi- ’ 
n=l 
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tifs tels que a1 2 a2 2 a3 2 . . . et 

-PJ 

a 5 n c ak (n (5 N 
k=n+l 

alors, la série 1 an a la propriété de Darboux. 

THÉORÈME (Banerj ee-Lahiri) 

positifs telle que 

-P 

Soit 1 an une série divergente de termes 
n=l 

lim an = 0 . 
n* 

Alors, la série 1 an a la propriété de Darboux. 
n=l 

Les deux théorèmes suivants se rapportent à la bpropriété de Darboux 

pour les séries. Le premier théorème donne une condition nécessaire et suffisante 

pour qu’une série convergente de termes positifs ait la 8-P.D., tandis que, dans 

le deuxième théorème, on trouve une condition suffisante pour qu’une série diver- 

gente de termes positifs ait la e-propriété de Darboux. 

THÉORÈME 3. Si 1 an est une série convergente de termes positifs et 
n=l 

a1 2 a2 2 . . . , alors la série n-l an c a la e-propriété de Darboux si et seule- 

ment si 

pour tout n E N . 

DÉMONSTRATION. Elle se déduit facilement du Théorème 2 de [SI. 

?HÉoRÈME 4. 
+a 

Soit 1 an une série divergente à termes positifs. suppo- 
n=l +m 

sons qu’il existe une sous-série convergente 1 a 
k=l nk 

ayant la e-propriété de 
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Darboux’ et telle que 

+a 
limsupans 1 a . 

k=l nk 

Alors, la série a, a la e-propriété de Darboux. 
n=l ” 

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du Corollaire 2. 

REMARQUE. Dans le cas particulier où 0 est l’identité, le Théorème 3 

contient le Théorème de Kakeya, mettant en lumière que la condition suffisante 

donnée par Kakeya est aussi nécessaire. Ceci n’est pas vrai pour la condition don- 

née dans le Théorème de Banerjee-Lahiri, comme le prouve facilement l’exemple 

suivant: 

Soit la série 1 an , où 
n=l 

ln a2n= 2 et a2n+l=1 (n E IN) . 

Cette série est une série divergente, à termes positifs, qui a la propriété de 

Darboux, mais la limite de la suite (an)ncN n’existe pas. 

L’exemple précédent prouve aussi qu’on ne peut pas déduire le Théorème 4 

d’après le Théorème de Banerjee-Lahiri, même dans le cas où 8 est l’identité. 

4. Applications à la propriété de Darboux pour des mesures positives non bornées 

Soit (E,C,p) un espace de mesure positive et non born6e. J. Garay et 

M. Soler donnent, dans [31, sous les mêmes conditions générales que le Théorème 1, 

la condition suffisante suivante: 

l V’ap& le Th&otttie 3, cd& cantiun e&t Eqtivdetie à 0(a 
nk 

) I 1 a 

puuh hd k E N . j=k+l nj 



IlSi 0 I ao < -t-m , et s’il existe une suite (C&)ncN 5 (ai)i~I qui véri- 

fie les deux conditions suivantes: 

-l-~ 
c a = +a3 

n=l n 
et lim an = 0 , 

n 

alors 1-1 a la propriété de DarbouxT 

D’après le Théorème 1.2, on peut déduire, quand 0 < a0 < -tm , une condi- 

tion suffisante (qui sera donnée ci-dessous) qui est plus faible que la condition 

donnée (dans ce cas) par J. Garay et M. Soler dans C 31. 

&&ME 5. Dans les conditions et notations du Théorème 1 avec 

0 <a 
0 

< i-00 , et s’il existe (a ) n neIN c, (%)ic 1 telle que 

tm 
c a q +03 et 

n=l n lim sup an < +oo . 
n 

me N tel que 

m 
lim sup an I 1 an t a0 . 

n=l 

Si 

ak ’ ‘0 ’ n=ktl % c (k -1 

a sa 
0 ’ 

alors la mesure 
m 

a la propriété de Darboux. 

DÉMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du Théorème 1.2, où 0 est 

l’identité. 

REMARQUE. Voyons maintenant que la condition précédente est plus faible 

que la condition imposée dans [3]. En effet, soit 

SO0 
c a =-t- et 

n=l n lim an = 0 . 
n 
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Alors il existe n0 E tN tel que an I aO pour tout nZ n 0 ’ Considérons la 

suite (a ) n nEn 9 qui, évidemment, est telle que 
0 

c a =-t- et 
n2n n lim sup an \< -P . 

0 

Soit m = no . Ainsi on a 

lim sup an = lim an = 0 I a0 t an 
0 

et, en plus, 

ao 2 a0 t an0 et an0 5 ao . 

Donc, toute série qui vérifie le premier énoncé a une sous-série qui véri- 

fie le second et, par conséquent, la seconde condition est plus faible que la 

première. Il est évident qu’elle est strictement plus faible. 

THEOREME 6. Dans les conditions et notations du Théorème 1 avec oo = 0 

et supposée l’existence de deux suites (a ) n nckJ - c Cail-jcI et (Yn)n& 2 Can)ncN 

telles que 

c a 
n=l n = 4-m , 1 

n=l ‘n < -ta , lim sup an 5 1 Y, 
n=l 

et 

Alors la mesure 

Yn ’ C Yk (n E N) . 
k=ntl 

a la propriété de Darboux. 

DEMONSTRATION. C'est un cas particulier du Corollaire 2. 
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