
Ann. SC. math. Québec, 1981, vol. V, no 1, pp. 35-43 

UNE EXTENSION D'UN RÉSULTAT DE PITMAN 
EN THÉORIE DES CHAîNES DE MARKOV ETEN THÉORIE DU RENOUVELLEMENT' 

Gaston Gi roux 

1. Introduction 

Pour obtenir ses résultats sur les taux de convergence uniforme des chaînes 

de Markov, Pitman C41 démontre d’abord un résultat qu’il qualifie de “très impor- 

tant” et dont il dit de la démonstration qu’elle est assez tortueuse. Nous allons, 

dans ce travail, étendre le résultat de Pitman. Cela sera possible grâce au fait 

q:Je nous allons développer une démonstration des plus directe. Le résultat de 

Pitman, ainsi que l’extension que nous en faisons, peut aussi bien s’énoncer dans 

le cadre des chaînes de Markov que dans le cadre de la théorie du renouvellement. 

C'est en le regardant dans ce dernier cadre que nous pouvons obtenir une démonstra- 

tion plus simple. Notre extension vient du fait que nous ne supposons pas u2 = ul 

dans l’énoncé suivant: 

si y(l) , y(2) aoti deux au.i,tti i.ndEpendantti, de va~&b&~ indEpen- 

de 

p2 ’ de N * 9 

r-k&ne marna& de Ra Rangueti de La ptrtibrte co?Lncidence CA~ 

z1 9 3 9 d@W hzdépendan.& de Y(~) , Y(~) . 

’ C&e M&C&UL a EH cundtie dati te ca&e d’un puje% de ttechch~ aubven- 
fiannE pst Le C.R.S.N.G. (d&veLuppment h~g~unal). 



’  

Dans cet énoncé, IN, = (1,2,. . .) , et une mesure apériodique sur lN, si- 

gnifie que p.g.d.c.{n 2 1 : p(n) > 0) = 1 . Pour arriver à démontrer cette pro- 

position, nous devons d’abord constater que des résultats préliminaires sur les ma- 

trices couples simples sont encore vrais dans notre contexte et démontrer un lemme 

faisant intervenir des temps d’arrêt. 

Nous croyons que notre démonstration répond au souhait de Pitman [4; p. 2241. 

2. Le résultat de Pitman étendu 

1 

Soit 1 un ensemble discret (c.- à-d. un ensemble fini ou dénombrable). 

sera dit 1 ‘ensemble des états. 

1-1 sur 

P une matrice sur 1 x 1 telle que 

i) p..20, 
1J 

(i,j) E 1 x 1 , 

ii) 1 P. . = 1 , ic1; P est alors dite une matrice des transitions. 
je1 ” 

Depuis Kolmogorov, nous savons bien que pour chaque mesure de probabilité 

UJW)) J il existe un espace de probabilité (+h’J tel que les pro- 

jections (Xn)n,o forment une chaîne de Markov homogène sur 1 de matrice des - 

transitions et de mesure de probabilité initiale ).i ; où A est la plus petite 

tribu contenant les ensembles de la forme {w E 1 
IN 

: X0(w) = io, . l  l  ,X,(w) = in) 9  

n20, io,...,in E 1 fixés, c’est-à-dire A = o((X~)~,~) . - 

P est dite irréductible si, pour chaque (i,j) E 1 x 1 , il existe un 

entier n > 0 ( 1 n ( 1 n tel que p.. > 0 ; où p.. est 1 ‘élément 
1J 13 

(i, j) de la n-ième 

puissance de P . 

P est dite apériodique si 

( > p.g.c.d.{n > 0 ; piy > 0) = 1 , i E 1 . UJ) 

Dans le cas irréductible, P est apériodique dès que (1 .l) est vérifié pour un 

iE 1. La matrice couple (simple) P@Q 9 de deux matrices des transitions, est 

définie par 
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F; (i,j) ,(k,l) = 'ik'jl l  

Cela revient à ce que, pour l’espace de probabilité (Px IIN, ANA ,ip,, , où 

iF 
rl 

est déterminée par 

F {{(d1),d2)) = (i j)} n (A(l) x A(2))} = q(i j)S 
u 0 0 9 9 i (A('))p 

j 
(A(2)) 9 

a = 1 et 2 , 

(P i =P 6. ' 'i étant la mesure de probabilité telle que ôi(i) = 1) , les deux 
1 

suites de projections nZ1 ’ n21 soient indépendantes et que 

(X(l) , X0) n n n20 soit une chaîne de Markov homogène de matrice des transitions 

P @ Q et de mesure de probabilité initiale q ; q étant, bien entendu, une mesure 

de probabilité sur (1 x 1 , P(I x 1)) . 

Il est alors possible de définir les premiers temps de passage suivants: 

T(i,i) (w) = min{n > 0 : (X (l) ,Xc2)) = (i i)} 
n n 9 9 

@) Ti (w) = min{n > 0 : X a ( 1 = i} , a n = 1 ou 2 , 

(avec la convention min(@) = 00 ) , 

Pitman [4, (4.15)] a démontré le cas particulier Q=P de la proposition 

suivante: 

PROPOSITION. Soit r 2 1 , un entier. Soit P et Q des matrices de 

transitions irréductibles et apériodiques telles que 

‘ic ( (a)Ti)r] < a~ , a = 1 et 2 . 

Alors, 

si et seulement si 

~~C(T(i i))rl < 00 , 
9 
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En u %)‘l < a , a = 1 et 2. 
a 

(0 ù E rl correspond à la matrice couple P @ Q et rll 9 r12 sont les marginales 

La direction %eulement sifI est immédiate puisque ( > a Ti 5 T(i,i) . Pour 

arriver à la démonstration de la direction %irt de cette proposition, nous devons 

tout d’abord constater que le résultat suivant est vrai. Il est une extension fa- 

cile de Pitman L-4, (2.5) 1. 

LEMME 1. Soient P et Q deux matrices des transitions irréductibles et 

apériodiques. Alors P @ Q est irréductible et apériodique. Si de plus P et 

Q sont récurrentes positives, alors P 69 Q est récurrente positive. 

3. Démonstration 

Nous allons, de la même manière que dans Pitman [41, traduire en théorie 

du renouvell ement , la proposition de Pitman étendue. Puis en donner une démonstra- 

tion directe. La retraduction se fait alors de façon naturelle. 

Commençons par quelques considérations en théorie du renouvellement. 

Soit (S&F,P) un espace de probabilité, et soient Y (1) = (p)n>l 9 - 

Y (2) deux suites indépendantes, de variables aléatoires indépendantes 

de mêmes mesures de probabilités respectives 

dans 
N* l  

Soit 

( f y;2)ln>l 
m=l - 

L la longueur de la première coyncidence de 

et U2 ’ variables à valeurs 

et 

(2) N w 
c 
( 1 (2) 

m=l 
ym (4 9 

où, pour (a,f3) = (1,2) ou (2,l) , 



Ganbz Gdwux 39 

Na (u) : ( > = min(n 2 1 : 

Soit, pour les mêmes (a, B) 

f (a) ( 1 
n = *oy >***9 Y(q (Y;B))el) . n 

Alors N a ( > est manifestement un temps d'arrêt de 
n21 ' 

LEMME 2. 8 y (1) 
(1) 9 sont 

N 

deux suites indépendantes de variables indépendantes de mêmes mesures de probabili- 

tés respectives pl et 
U2 l  

DÉMONSTRATION. Nca) étant un temps d'arrêt de 

tion m ( > a 
= mBrn,l 9 nous obtenons que - 

indépendantes de même mesure p 
a l  

n>l ' en utilisant la parti- 

est formée de variables 

Mais, comme de plus 

{N (1) = m VN 
(21 (11 = m,) E G(Yl 1**.9 y(l) ,yc2) y(2l) 

ml 1 '* l " m2 ' 

il s'ensuit, de la même manière, que les deux suites sont indépendantes. 

Soit, pour k,L E [N , 

(1) n n' 
Nk,L(w) : = min{n 2 1 : (3n* 2 l)(k + 1 Y (1) 

m=l m 
(w) = l t 1 y(2) 

m=l m 
((4 > 1 

(2) n' 
Nk,+w) : = min{n* 2 1 : (!In 2 l)(k + f Y(')(u) = L t 1 Y(~) 

m=l m m=l m 
04 1) l  

( > Ce sont manifestement des temps df arrêt de (Fn" )n,l , et il est facile de voir - 
que le Lemme 2 se généralise pour ces temps d'arrêts. Posons 

(2) ym @) + l 9 
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et de façon plus générale 8 N MLk & la variable obtenue de cette manière mais à 
9 9 

partir des suites eNY (1) , BMYC2) , où N , M sont des temps aléatoires. 

Notons encore ( > ( 1 BN MNkaL les temps aléatoires analogues aux NkR , mais 
9 9 > 

pour les suites 0,Y (1) , BMYC2) . Comme nous avons 

(1) 
‘rn (~1 t k = (21 

m=l m=l 
ym (WI 

lorsque 

9 N(l) NC21 Nk-l,O 
1,O’ l,o 

et 

M = NI’; t 8 (2) 
9 (1) (2) Nk-l,O ’ 

N1,09N1,0 

(2) il suit de la définition de Nk o que 
9 

(21 
Nk,O 

(2) 
s Nl,O 

(2) 
’ ’ (1) (2) Nk-l,O ’ 

N1,09Nl,o 

et que 

+GO s L1,o ’ ’ (1) (2) Lk-l,O l  

N1,09N1,0 

Il suit alors du Lemme 2 généralisé que 

IECLk o1 5 klECL1 ol . 
9 9 

Remarquons encore que pour k 2 L 

Alors, pour r E IN, , grâce à l’inégalité 

(a + . . . -t am) rIm r-l r 
1 (a 1 + . . . -t ai) , ay . . . . am E y 9 

nous avons pour k>X: 
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RC L:,L ] 5 (k + l)%CLr 1 o] + (k + l)?' . 
Y 

Pour énoncer notre extension dans le cadre de la théorie du renouvellement, 

il nous faut encore introduire les notations suivantes: 

Soit 21 , Z2 des variables aléatoires à valeurs dans N de mesure con- 

jointe T-l . Soit 

(1) N := mi& 2 1 : (3nQ l)(Zl+ f Ym = (1) 
rl m= 1 

(2) N := 
rl 

et 
(2) Nr7 04 

$.po : =Z,(w)+ c (2) 
m=l 

ym O-4 ’ 

Notons 1-13 3 U4 ( > les marginales de n et aclr : = 1 nrp,(n) . 
n21 

PROPOSITION. Soient Y (1) , Y(2) deux suites indépendantes, de variables 

indépendantes de mêmes mesures discrètes apériodiques respectives 5 et p2 , va- 

riables à valeurs dans IN, . 

Soient Z1 , Z2 deux variables à valeurs dans IN, , indépendantes de 

Y (1) (2) ,y 9 de mesure conjointe discrète rl . 

( > Si aar < 00 , a = 1,2,3 et 4 , alors 

DÉMONSTRATION. IE,,;, = 1 n(n,m)iECLr 1 Zl = n , Z2 = ml . Mais 
n,m rl 

lE[Lt 1 Z1 = n , Z2 = ml = lECLr 3 . 
n,m 

Donc, 
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IE[L,r;] = 1 q(k,k)lECL; kl + 1 n(k,L)IECL; ~1 + 1 n(k,&)IE[g,$ 
k 9 k>l 9 k& 

< 2’-1 1 n(k,k)(&CL; ,I t kr) t 1 q(k,Q((k + l)%CL; OI + (k t- l)??) 
k 9 k>L 9 

t k$ r,(k,a)((L t- l)%[L,r $ + kr(l + l)r) 
< 9 

5 2 r-l(erL; ol + a:‘)) t 2rCa;‘)IECLf ($ t a$r)a4r)1 
9 > 

(1) Mais, pour r = 1 , nous savons que ao < 03 , a = 1 et 2 , implique [E[L 
090 

1 < 00, 

!XL1 o1 < 00 , et I%L0 11 < 00 , et le résultat est démontré pour ‘1: = 1 . (Cela 
9 9 

résulte du fait que la chaîne couple des chaînes associées, Pitman C4, p. 2223 

est dans ce cas irréductible et récurrente positive, grâce au Lemme 1.) Notons ~~ 

et ~~ les mesures de probabilité stationnaires des chaînes associées et 

CO 
bir) = 1 

n=l 
a= 1 et 2 . 

Supposons le résultat vrai pour r . 

Par Kemeny-Snell-Knapp 13, 9.651, aLrtl) < 03 implique b ( 1 r 
<Oo. a Donc, 

en prenant rl 1 = 7-r QD 7r2 , nous avons 

lECL-’ 
VT2 

1 <Oo 

par notre hypothèse d’induction. Mais par Kemeny-Snell-Knapp [3, 9.65, 9.671 ap- 

pliqué à la chaîne couple (IT~ N n2 est la mesure de probabilité stationnaire de 

la chaîne couple) nous obtenons 

IEcL;t;I < m , tEcL;t;l < 03 rtl 
3 9 

et lECLo ,I < 00 
9 

et l’inégalité donne alors le résultat. 

En retraduisant notre proposition en théorie des chaînes de Markov, nous 

avons 



L 
rl = T(i,i) 

et la direction %i! de l'extension du résultat de Pitman est démontré. 

Nous tenons à remercier l'un des examinateurs pour nous avoir signalé une 

erreur dans une première version de ce travail. 
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