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UNE EXTENSION D’UN RESULTAT DE PITMAN
EN THEORIE DES CHAINES DE MARKOV ET EN THEORIE DU RENOUVELLEMENT!
Gaston Giroux

1. Introduction

Pour obtenir ses résultats sur les taux de convergence uniforme des chaines
de Markov, Pitman [4] démontre d'abord un résultat qu'il qualifie de ''tr&s impor-
tant'" et dont il dit de la démonstration qu'elle est assez tortueuse. Nous allons,
dans ce travail, étendre le résultat de Pitman. Cela sera possible grice au fait
que nous allons développer une démonstration des plus directe. Le résultat de
Pitman, ainsi que 1'extension que nous en faisons, peut aussi bien s'énoncer dans
le cadre des chafnes de Markov que dans le cadre de la théorie du renouvellement.
C'est en le regardant dans ce dernier cadre que nous pouvons obtenir une démonstra-
tion plus simple. Notre extension vient du fait que nous ne supposons pas My = Wy

dans 1'é&noncé suivant:

Si Y(l) , Y(Z) sont deux suites independantes, de variables indépen-

dantes de mZmes mesures de probabilités apériodiques hrespectives My
et By s de r-ilmes moments §inis, variables a valeuwrs dans N, ,
alons Le r-idme moment de La Longueur de La premilre colncidence est
ginie 84 et seulement 84 Les T-ilmes moments de Mg et 1, sont
ginis. 0 By s Hy sont Les mesures de probabilités des departs

Zy s Zy s départs indépendants de y( , y(2

1 Cette necherche a &té conduite dans Le cadre d'un projet de necherches subven-

Zionn€ par £e C.R.S.N.G. (développement regional) .



36 Une extension d'un nésultat de Pitman... en thionie du renouvellement

Dans cet énoncé, N, = {1,2,...} , et une mesure apériodique sur N, si-
gnifie que p.g.d.c.{n 21 : u{n} >0} =1 . Pour arriver & démontrer cette pro-
position, nous devons d'abord constater que des résultats préliminaires sur les ma-
trices couples simples sont encore vrais dans notre contexte et démontrer un lemme

faisant intervenir des temps d'arrét.

Nous croyons que notre démonstration répond au souhait de Pitman [4; p. 224].

2. Le résultat de Pitman €tendu

Soit I un ensemble discret (c.-3-d. un ensemble fini ou dénombrable).

I sera dit 1l'ensemble des &tats. Soit P une matrice sur I x I telle que

i) PijZO,(i,j)EIXI,

ii) .z Pij =1, iel; P est alors dite une matrice des transitions.
jel
Depuis Kolmogorov, nous savons bien que pour chaque mesure de probabilité
u sur (I,P(I)) , il existe un espace de probabilité (IN,A,PU) tel que les pro-
jections (Xn)nzo forment une chafne de Markov homogéne sur I de matrice des
transitions P et de mesure de probabilité initiale u ; ol A est la plus petite
tribu contenant les ensembles de la forme {w € IN : Xo(w) = io,...,Xn(w) = in} s

nz0, ig...,i eI fixés, c'est-3-dire A = o((X) 50

P est dite irréductible si, pour chaque (i,j) ¢ I x I , il existe un

entier n > 0 tel que pg?) >0 ; ol pgg) est 1'élément (i,j) de la n-iéme

puissance de P
P est dite apériodique si
p.g.c.d.{n >0 ; pgg) 50} =1, iel. (1.1)

Dans le cas irréductible, P est apériodique d&s que (1.1) est vérifi& pour un
i e I . La matrice couple (simple) P ® Q , de deux matrices des transitions, est

définie par
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P, 0 © Pixdje -

Cela revient 4 ce que, pour l'espace de probabilité (ﬂN X I[N , A A, Pn) , ol

@% est déterminée par
P g xi? = @ 0 @ a®y =L neg e, @)

A o((ng)) a=1let2,

nzl) ’

(Pi = P 61 €tant la mesure de probabilité telle que 6i(i) = 1) , les deux

§; 7

suites de projections (Xgl)) (Xéz))

soient indépendantes et que

nx1 ’ nx1

(xél),xgz))n>0 soit une chafne de Markov homogéne de matrice des transitions
P ® Q et de mesure de probabilité initiale n ; n #&tant, bien entendu, une mesure

de probabilité sur (I x I , P(I x I))
I1 est alors possible de définir les premiers temps de passage suivants:
T(y, iy @) = mintn > 0 : (xgl),xﬁz)) = (1,0},
(Q)Ti(w) = min{n > 0 : Xﬁu) =i}, a=1ou2,

(avec la convention min(¢) = « )

Pitman [4, (4.15)] a démontré le cas particulier Q = P de la proposition

suivante:

PROPOSITION. Soit r > 1 , un entier. Soit P et Q des matrices de

transitions irréductibles et apériodiques telles que
(@) T -
Ei[( Ti) ] <o, a=1et 2.

Alors,

si et seulement si
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E (73T <o, oa=1 et 2
ﬂa 1

(ot ﬁn correspond a la matrice couple P ® Q et Ny s Ny sont les marginales

de n )
Qe Y]

Pour

La direction "seulement si' est immédiate puisque (a)Ti <

<T,., .
(i,1)
arriver & la démonstration de la direction "si' de cette proposition, nous devons

tout d'abord constater que le résultat suivant est vrai. Il est une extension fa-

cile de Pitman [4, (2.5)].

LEMME 1. Soient P et Q deux matrices des transitions irréductibles et
apériodiques. Alors P ® Q est irréductible et apériodique. Si de plus P et

Q sont récurrentes positives, alors P ® Q est récurrente positive.

3. Démonstration

Nous allons, de la méme maniére que dans Pitman [4], traduire en théorie
du renouvellement, la proposition de Pitman &tendue. Puis en donner une démonstra-

tion directe. La retraduction se fait alors de fagon naturelle.

Commengons par quelques considérations en théorie du renouvellement.

Soit (Q,F,P) un espace de probabilité, et soient Y1) = (Yél))n>1 ,

2 . sz . 2 . s 1z
Y( ) - (Y§2))n>1 deux suites indépendantes, de variables aléatoires indépendantes
de mémes mesures de probabilités respectives My et oy, o, variables a valeurs
dans N,

n
Soit L 1la longueur de la premi&re co¥ncidence de ( z Y]gl))n>1 et

n m=1
(2) .
(mzl Ym )nzl '

ey @
NY (W) N7 (w)
= J o vPw= 1 vPw,
m=1 m=1

o, pour (&,B) = (1,2) ou (2,1) ,
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n n'

N(“)(w) t=min{n 21 : @n' 2 1)(7J Ylga)(w) =y YHEB)(w))} .
m=1 m=1

Soit, pour les mémes (q,R)

(@) - oy (@) (8
Pl = o™, o P D)

(O
n )nzl '

est manifestement un temps dfarrét de (

deux suites indépendantes de variables indépendantes de mémes mesures de probabili-

tés respectives Mpoet u, .

DEMONSTRATION. N(u) €tant un temps d'arrét de (Féa))n>l , en utilisant la parti-
(@

) ) est form€e de variables
N +n/nx1

tion ({N(G) = m})m>1 , nous obtenons que

indépendantes de méme mesure Hy,
Mais, comme de plus

1 _ (2) _ 1 (1) (2) (2)
{N =m , N —mz}EO(Yl ,...,le Y ,...,sz) s

il s'ensuit, de la méme manidre, que les deux suites sont indépendantes.

Soit, pour k,£L ¢ N ,

n n'
ngi)@(w) =min{fn 21 : (3n' 2 1)(k + mzl YIEll) W = £ + mzl YIEIZ) @)}
n n'
Nﬁ?%(w) =min{n' 21 : 3n > 1)(k + mzl Yél)(w) -2 4 mzl Yéz)(w))},

Ce sont manifestement des temps d'arr8t de (Fgu)) et il est facile de voir

n=1 ’

que le Lemme 2 se généralise pour ces temps d'arr8ts. Posons
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et de facon plus générale ON MM ¢ 1@ variable obtenue de cette maniére mais 3
s »

partir des suites GNY(I) , GMY(Z) , o N, M sont des temps aléatoires.
(@) (o

< . ) .
Notons encore eN,MNk,£ les temps aléatoires analogues aux Nk,ﬂ , mais

pour les suites GNY(I) s GMY(Z) . Comme nous avons

N(w) M(w)
i Y @) 4k - ) Y3 W)

m=1 m=1
lorsque
_ (D (@Y}
N=No* GN(l) e Nel10
1,0°M1,0
et
I ) (2)
M=No* eN(l).N(Z) Nel1,0 0
1,0°°1,0
il suit de la définition de Nﬁzé que
s’
(2) (2) (2)
Neo<No* eN(l) v@ M-1,0
1,0°"1,0

et que

Lkostiot eN(l) (2 Lc1,0 -
1,0°N10

I1 suit alors du Lemme 2 généralisé que

E[Lk,O] < kE[Ll’o] .
Remarquons encore que pour k = £

e = bxeg,o P A
Alors, pour r € N, , gri3ce & 1'inégalité

r
(a1 +...+ta) snm (a; + ...t a;) s a

nous avons pour k > £ :
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E[Lf’z] < (k + I)T!E[Lioj + (k+ DT

Pour énoncer notre extension dans le cadre de la théorie du renouvellement,

il nous faut encore introduire les notations suivantes:

Soit Zl s 22 des variables aléatoires d valeurs dans N de mesure con-

jointe n . Soit

n n'
ND s minfns 1 @ne Dz - ) N A IR A
m=1 m=1
n n'
N,ﬁz) : = min{fn' 21 : (3n 2 1)(z) + Z ngl) =2, + Z Ylgz)}
m=1 =1
et
N(z)(w)
" 2)
Ln(w) : = Zz(w) + z Ym (w)
m=1
Notons Mz 5 Hy les marginales de n et aér) H Z nrua(n)
n>1

PROPOSITION. Soient Y(l) , Y(Z) deux suites indépendantes, de variables

indépendantes de mémes mesures discr&tes apériodiques respectives Wy et U, , va-
s

riables 3 valeurs dans N, .

~

Soient Z1 , 22 deux variables & valeurs dans N, , indépendantes de
MeSNe)

, de mesure conjointe discréte n .

Si aér) <o o =1,2,3 et 4 , alors

8

!E[LTr]J <

n
=

DEMONSTRATION. IE[L;] = 7 n(n,m)lE[L; | z

, Z2 = m] . Mais
n,m

1

T _ _ T
ECL, | Z,=n, 2,=ml= ECL, o] -

Donc,
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BLLT = J n(k,KECLy .1+ § n(k,QELT ,1+ ] n(k,QECLY ,]
n' 7L okt L, ke L, L2
< 27 TG LY 01+ KD ¢ T nG, 0 ((k + DTECLY 1+ (k + 17D
k ’ k>L ’
+ ] ontoB) (e + DTEL; [T+ K¢+ DD
k<2 ’
r-1 T (1) v (e T (r)_(r)
<2 (E[LO,O] tag ) + 2 [a3 E[LI,O] taza, ]
v (T T (r) (1)
+ 2 [a4 E[LO,IJ tagtay, 1.
Mais, pour r = 1 , nous savons que aélj <o o o =1et 2, implique E[LO 0] < o,
lE[L1 0] <o et E[L0 1] <® , et le résultat est démontré pour r =1 . (Cela

résulte du fait que la chafne couple des chafnes associées, Pitman [4, p. 222]

est dans ce cas irréductible et ré€currente positive, gr2ce au Lemme 1.) Notons ™

et m, les mesures de probabilité stationnaires des chafnes associées et

(. 5 v .
b, = nzl nm (), a=1let?2.

Supposons le résultat vrai pour T .

Par Kemeny-Snell-Knapp [3, 9.65], aér+1) <« implique bér) < « ., Donc,

en prenant n = M, ® ﬂz » nous avons

1

ECLY

] <o
Ty

par notre hypoth8se d'induction. Mais par Kemeny-Snell-Knapp [3, 9.65, 9.67] ap-

pliqué i la chaine couple (ﬂl & T, est la mesure de probabilité stationnaire de

2

la chafne couple) nous obtenons

r+1] r+l r+l

E[LO,O < o E[Ll,o] < ® et [EI:LO,1

]l <o
et 1'inégalité donne alors le résultat.

En retraduisant notre proposition en théorie des chafnes de Markov, nous

avons
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@,
¢4 1

N
n

=T,. .
n (i,1)
et la direction '"si'" de 1l'extension du résultat de Pitman est démontré.

~

Nous tenons 3 remercier 1'un des examinateurs pour nous avoir signalé& une

erreur dans une premi&re version de ce travail.
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