Ann. sc. math. Québec, 1980, Vol. IV, No 2, pp. 153-173

CARRES EXACTS DE HILTON DANS DES CONTEXTES NON ABELIENS

Luc Van den Bril

Dans le cadre des catégories abéliennes, P. Hilton [10] a introduit la
notion de carré exact (généralisation commune des carrés cartésiens et cocartésiens
et des suites exactes). Cette notion a &té €tendue au cas d'une catégorie non ad-
ditive (voir, par exemple, M. Grandis [6] et les suites exactes de P. Jaffard et
G. Poitou [12] dans les catégories a objet nul). Nous caractérisons ici les carrés
exacts dans ENS et dans la catégorie Gr des groupes. Ce dernier résultat re-
donne aussitdt la caractérisation des épimorphismes de groupes. On introduit en-

suite une notion de carré exact dans le contexte d'une 2-catégorie quelconque qui

généralise celle donnée dans CAT par R. Guitart [7].

A cet effet, on compléte la notion d'adjonction entre 1l-morphismes au
moyen du concept plus symétrique d'adjonction entre cawnés multiplicatifs. Dans
une 2-catégorie représentable, les carrés exacts seront alors des carrés multipli-
catifs "adjoints'" aux carrés commas et engloberont les carrés commas, les extensions

absolues et les adjonctions partielles.

On développe alors un calcul d'exactitude dans le contexte d'une 2-caté-
gorie représentable en utilisant la notion plus stricte de cane fonrtement exact
et on établit la possibilité de substituer des carrés exacts aux carrés commas pour

le calcul des extensions ponctuelles.

Ce dernier résultat intervient de maniére essentielle dans les extensions

de théories cohomologiques (J.L. Mac Donald [15]). On retrouve aussi plusieurs
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propriétés des 2-catégories représentables €tablies par R. Street [19]. Ainsi, le
lemme de Yoneda s'exprime comme une exactitude [19]. On montre que les catrnés Lo-
calement exacts, cas particulier des 4seaux exacts de [7], recouvrent les exten-
sions J-absolues de Y. Diers [4] et permettent de caractériser dans une 2-catégo-
rie les foncteurs opaques [7]. (D'aprés le théoré&me du zig-zag, un foncteur bijec-
tif sur les objets est &pimorphique ssi il est opaque.) On montre aussi qu'un
foncteur J est copleinement fidéle ssi il est opaque et tout objet de son codo-
maine est J-projectif. On trouvera des applications 4 la théorie de la déduction

dans les 2-catégories dans [8], et aux catégories avec modéles dans [21].

Ce travail constitue une partie de la th&se de doctorat de 1'Université
d'Amiens préparée sous la direction de R. Guitart dont les tré&s nombreuses sugges-
tions et critiques ont &té indispensables.

I CARRES EXACTS DANS UNE CATEGORIE

1. RAPPELS ET REMARQUES

1.1. Dans une catégorie abélienne, le carré

est dit exact (P. Hilton [10]) ssi la suite

<u,-v>
e 3

ALY, yay B

est exacte en X &Y

1.2, Proposition (Grandis [6]1). Le carré (*) est exact ssi il est com-
mutatif et vérifie la condition:
m n £ g - = T
(H) pour tout Xe—R — Y et X—»S<«=Y , um=vn et fs = gt entral-

nent fm = gn
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1.3. Définition. Dans une catégorie arbitraire, le carré (*) sera ap-

pelé exact ssi il est commutatif et vérifie la condition (H)

1.4. Remarques .

0 ~ . P P .
1 Un carré faiblement cartésien (cocartésien) est toujours exact.
o < : s .

Dans une catégorie a objet nul O ,

_

est exact ssi la suite A——§+ X —2»B est exacte au sens de Jaffard-Poitou [12].

2
_—
—

30

En général, la juxtaposition horizontale ou verticale ne conserve pas l'exac-
titude (voir le cas de ENS , cf. §2, ol les relations difonctionnelles ne se com-

posent pas).

1.5. Notation. On adoptera, ici et plus loin, les conventions typogra-

phiques de [7]. Le carré (*) sera donc représenté par s *EL>V .
u

2. CARACTERISATION DES CARRES EXACTS DANS ENS

2.1, On dira qu'une relation r = (Y,R,X) avec R c Y x X est difonc-
tionnelle (Riguet [18], Thiébaud [20]) si elle vérifie les conditions équivalentes

ci-dessous

(i) r=u  ov ol u et v sont des applications.

- -1
(ii) Teor " or=T OU ToT oTCrT.

s . PR P t -1
(iii) 1I1 existe un carré bicartésien s —»V avec T =S ot
u

2.2. Proposition. Le carré (*) est exact ssi la plus petite relation
difonctionnelle contenant s o t_l est u"1 o v, clest-a-dire ssi '"ux = vy"

équivaut 4 '"il existe a ,an e A tels que x = sa, , tal = ta, , sa, = sa

1’ 1 2 3

- - - "
ta; = ta, , ... , sa =sa et ta =y".
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3. CARACTERISATION DES CARRES EXACTS DANS GR

3.1. Déginition. Une relation r = (Y,R,X) (R est donc un sous-groupe
de Y x X) sera appelée dinomale si ker r = {y : (y,1) ¢ R} et
ker r 1 = {x : (1,x) ¢ R} sont des sous-groupes normaux de Y et X . Toute re-
-1

lation normale est dinormale et s o t est dinormale ssi s(ker t) et t(ker s)

sont normaux.
3.2. Th€onlme. Sont équivalents

(i) r est dinormale.
(ii) r = u_1 ov ol u et v sont des morphismes de OGr .

ces . P P t
(iii) 1I1 existe un carré bicartésien s—_pvVv avec T = s o t
u

Démonstration. (iii) => (ii) => (i) est facile. Pour &établir
(i) => (iii) , on écrit r = s o ™ avec {s,t} monomorphique. I1 suffit alors

t—l -1

de montrer que, pour une somme amalgamée s—Ltav , S o = u o v . Lorsque

u
s ou t est surjective, c'est &évident. Lorsque s et t sont des injections,
la propriété résulte de u(X) n v(Y) = us(A) = vt(A) . (Bourbaki, Algébre, Ch. 1,

p. 83, corollaire, proposition 5.) Dans le cas général, on applique les résultats

précédents aux factorisations épi-mono de s et t

3.3. Prnoposition. Le carré (*) est exact ssi la plus petite relation

. -1 -1
dinormale contenant s o t est u’ o v .

3.4. Corollaire. Dans Gr , tout épimorphisme est une surjection. En
effet, s est un épimorphisme ssi s—>41 est exact, c'est-da-dire ssi
1
sos =1 (so sl est dinormale).

II CARRéS EXACTS DANS UNE 2—CATéGORIE

1. CARRES MULTIPLICATIFS

1.1. DEéfinition. Dans une 2-catégorie K , un can€ multiplicatif sur

les objets X et Y , consiste en la donnée de
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(1) A——— »Y
X ——————»8B
u
~ t
encore note o S —»V .
u

(ii) Pour tout span Xem R-Z,Y et pour tout cospan X—i>S~L—Y s

une application [fs,gt] x [um,vn] -~ [£fm,gn] : B,2) » B ® o ou, plus brieg-

f,g,m,n
vement, B ® o
R
/ .
o
o
Ao t_'"'Y\ um —— VN
I
m | \
i \ B
\s v \ fs — »gt
i \\
| \
v g
X—2 B \ fm 2% 4 on
~o \
-~__ 8 0,}\
f\\\\ s \
\‘L\ %
~»S

les données vérifiant:

(1) (BILINI’EARITI’E): Pour tout o * B , pour tout R-LaR et

s-4,5: (q8) ® (ap) = q(BR)p .
(i1) (UNITARITI:Z): Pour tout o, : ¢ ®a =0 et B®¢p =B .

1.2. Exemples.

1O ids:s_i_.s avec B ® o = Bn o fo .

2° ids:l_-s—.l avec B ®o0 = go o fm .
s
3° Un carré comma ¢ : s._t._,v avec B®a = Ba ol a est induit par o (pro-

u
priété universelle des objets commas).
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4° Un carré cocomma ¢ s—tav avec B ®o = bo ol b est induit par B
u

(propriété universelle des objets cocommas).

[

5° En particularisant aux catégories, on retrouve la notion de carré exact définie

dans le paragraphe précédent.

1.3. Déginition. Les carrés multiplicatifs sur X et Y , ¢ : s—tav

u
. . A
et Y : p_i,j seront dits adjoints s'il existe des 2-morphismes up—s» vq et
i
is—u»jt tels que

B

@ Pour tout um—>svn et fs——» gt

BN ey = B&a
9 Y ® o

@ Pour tout im_E_..;jn et fp_n_.gq
Mo W & (A&®e) =N®E
v v Y

On écrira alors g ¥ (U,A)

1.4. Exemple. Soit les morphismes A__L; B et B—» A et les carrés

multiplicatifs idl : 1-%»1 et idr : r——i—»r . Ona idlridr (M,A) ssi

£ —1 (u,N) (adjonction usuelle des 1l-morphismes).

1.5. Théonéme. Dans 1'ensemble des carrés multiplicatifs sur X et Y ,

la relation d'adjonction est une équivalence. De plus ¢y (U,A) €Equivaut &

AHU (L’):‘P)

2. CARRES EXACTS

2.1. Définition. Soit dans une 2-catégorie représentable le carré
d
¢ s_.:c_.v et le carré comma Y : do—lv v . On dira que ¢ est un carré exact
u

u
a dnwodite si pour tout X-ioS«g—.Y , 1'application [fdo,gdlj + [fs,gt] ,
B——B ® ¢ = Bh (h @&tant induit par ¢ ) est bijective. Cela revient a dire

qu'il existe sur ¢ une structure de carré multiplicatif telle que ¢~V (¢,¥)

Cette structure est alors nécessairement unique.
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2.2. Théornléme. o : s —liav est exact 4 droite ssi ¢ est un carré mul-
u

tiplicatif sur X et Y vérifiant: pour tout carré multiplicatif ¢ : p —:L+j

i
sur X et Y et pour tout un —25 vn , is —£L+jt s fp-—z_>gq ,

® (B®a)=(y®B) ®aq .
Yw(wa) (Yw)¢u

Cela permet une définition des carrés exacts 3 droite dans les 2-catégories arbi-

traires.

2.3. Déginitions. On dira que ¢ : s——E—»v est exact 4 gauche s'il est
u

exact 4 droite dans la 2-catégorie obtenue en renversant le sens des l-morphismes

c'est-3-dire, ¢ est multiplicatif et pour tout carré multiplicatif ¢ : p-—g—aj
i

B®Ro)®J=BS (a® )
® Y ® v
Enfin, on dira que ¢ est exact s'il est exact & gauche et 3 droite.

Un carré comma (cocomma) est toujours exact d droite (4 gauche) et un carré

bicomma est toujours exact.

e . ~ . t q
2.4, Proposition. Soit dans une 2-catégorie ¢ : S—3V , O I P—>pV
u u
et B : s._f_>j . Si ¢ est exact i droite (gauche), alors «a est exact d droite

i .
(gauche) ssi pour tout - 2 .,_l_“. , B——>»B ® 0 est bijective et B est
¢

exact & droite (gauche) ssi pour tout T AP , a——»f % o est bijective.

2.5. Théondme. Avec les notations de la proposition précédente, posons
v =8 ? o . Dans ces conditions, si trois carrés parmi ceux définis par o , B,

¢ et Y sont exacts a droite (gauche), il en est de méme pour le quatriéme.

2.6. Déginition et proposition. On appellera 2-catégorie symétrique,
une 2-catégorie représentable et coreprésentable oli les conditions &quivalentes

ci-dessous sont vraies

(i) 1les carrés commas sont exacts;
(ii) les carrés cocommas sont exacts;

~

(iii) exact 4 gauche €quivaut 4 exact a droite;
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. . o~ qs t
(iv) 1le cocomma d'un comma est bicomma c'est-a-dire s —» Vv comma et
u
t . -~ t .
s —»j cocomma entrainent s -—»j comma;
i i
(v) 1le comma d'un cocomma est bicomma.

Les catégories & sommes amalgamées et produits fibrés et la 2-catégorie

CAT sont symétriques.
2.7. Proposition. Sont équivalentes, dans une 2-catégorie symétrique,

(i) o s —jipv est multiplicatif;
u
(ii) ¢ est exact;

(iii) ¢ =k vh ol v est bicomma, vh est cocomma et kv est comma.

(i) <=> (ii) a été démontré par R. Guitart [7] dans le cas de CAT et

(ii) <=> (iii) par P. Hilton [10] dans le cadre des catégories abé&liennes.

3. CARRES EXACTS DANS UNE 2-CATEGORIE REPRESENTABLE

On se place maintenant dans une 2-catégorie représentable ol les cantniés

exacts @ droite seront simplement appelés exacts.

3.1. Th&onlme.
1O Un carré comma est toujours exact.

. 1 . .
© ids : s—»s et ids : 1—{}»1 sont toujours exacts. C'est le lemme de

1
Yoneda-Street énoncé dans [19].

2

o t . . . .
37 o s-—Ia-v est exact ssi (v,p) est une extension inductive absolue de s

le long de t

4° @ : S —j;.l est exact ssi (u,p) est une extension projective absolue de t
u

le long de s

5° ¢ 1~—E;>v est exact ssi t ——v(p) c'est-d-dire adjonction partielle ou
u u

relévement absolu.



en Bril 161

,\
o
<
S
s
Q.

6 ¢ : s —%;a v est exact ssi u-—;—qs(w) c'est-d-dire une adjonction partielle

ou relévement absolu.
o s .
77 € 1——I+-t est exact ssi s—t(e,?) .

8 n: t——l—>1 est exact ssi s —t(?,n)
s

9% ids : 1.—}—>s est exact ssi s est pleinement fidéle.

ids : s —>a1 est exact ssi s est copleinement §idéle c'est-a-dire

1
0-——»0s sont bijectives.

3.Z. Remarque. Dans la 2-catégorie CAT , les carrés exacts se compo-
sent horizontalement et verticalement (voir R. Guitart [7]). Cette propriété ne
subsiste pas dans une 2-catégorie représentable arbitraire (cf. §I.1.4). Le but
des propositions qui suivent est de montrer qu'il en est cependant ainsi dans plu-

sieurs cas particuliers.

3.3. Theoneme et dégfinition. Si dans une 2-catégorie représentable K ,

le carré

est transformé en carré exact de CAT par tous les 2-foncteurs représentables,

K EE&jSLLl» CAT , alors ¢ définit un carré exact (il suffit que K(A,p) et

K(U+V,p) soient exacts dans CAT) . On dira alors que ¢ : s._jL.v est fortement
u

exact et il est immédiat que le composé horizontal,

ou vertical,
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de deux carrés fortement exacts est encore fortement exact.

3.4. Prnoposition. Dans une 2-catégorie représentable, les carrés com-

mas et les adjonctions partielles définissent des carrés fortement exacts.

3.5. Remarque. 11 résulte de 3.4 que le composé de deux carrés commas

est fortement exact (bien que ce composé ne définisse plus un carré comma).

3.6. Théordme. Soit E-—EL’B un foncteur. Les conditions suivantes

sont équivalentes:

(1) pour tout X—ijB , le produit fibré

C —————;Z——————b X

E——=5———»B

est un carré exact dans CAT

(i1)

—_—

L

est un carré exact dans CAT ol I est la sous-catégorie de E ayant les mémes

objets et pour morphismes les x._ji>y’e E tels que P(f) = identité.

(iii) P vérifie les deux conditions suivantes

(1) pour tout Px-—9+ be B, il existe x-—£+ y tel que Pt =m ;

(2) si x._E, y et x‘—E, ; vérifient Pt = Pt , alors il existe dans E un
. [ 1 n — .

chemin y—» yl-——+ Yo we yn———» y et des morphismes x »-yi tels que



-
b
o
<
S
S
Qu
©
5

a)

bre au-dessus de

b)

les conditions sont réalisées lorsque P

P = D(e,id)

3.7.

alors tout produit fibré

3.8.

5]

P(ro) = ..

T
S

id PY

P(rn) =

PY .

AR

YT "2
o 1

3

T
n

On en déduit:

et
o
>

c'est-a-dire le chemin est dans la fi-

est une cofibration ou lorsque

Proposition. Si u est une cofibration au sens de R. Street [19],
id : s—tav est un carré fortement exact.
u
PROPOSARAON. Soit ¢ : S—»V avec t— t et u—u .
u

ditions ci-dessous sont équivalentes

(1)
isomorphisme.
(ii)

(iii)

3.9.

et

le compagnon de ¢ (cf. Kelly et Street [13]),

¢ est fortement exact.

¢ est exact.

Théonéme (composition des carrés exacts). Soit

st

¢
—

Les con

uv , est un



164 Carnés exacts de Hilton dans des contextes non abéliens

Si Y est exact et ¢ fortement exact, alors les deux composés ci-dessus sont

exacts.

3.10. Théondme (réflexion de 1'exactitude). Considérons au choix un des

quatre diagrammes ci-dessous.

> - v
Yt / /
VA Vi I
id
—_— —  »
o ¢ id
id ® %
7, B

oli ¢ est exact. Dans ces conditions, o est exact ssi le composé est exact.

3.11. Theoneme. Soit dans une 2-catégorie représentable

M __——_2————_.X N _____:l____.x
m o R P //¢E§==‘ k
A 3" B A "3 4B
f ;22* T \;\\\;i=* T
C C

oi a et B sont exacts. Dans ces conditions, le diagramme de gauche est une
extension ssi le diagramme de droite est une extension. Il en résulte que dans Le
caleul des extensions ponctuelles, on peut substituer Les carnds exacts au commas,
c'est-d-dire une extension ponctuelle surmontée par un carré exact (fortement

exact) est une extension (ponctuelle). Dans CAT , cette propriété caractérise
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d'ailleurs les carrés exacts (R. Guitart [7]).

3.12. Remarque. Le théor&me précédent permet de retrouver plusieurs résul-

tats de R. Street [19] et J.L. Mac Donald [ 14].

4. CARRES LOCALEMENT EXACTS

4.1, Définition. Soit

M 4 > A > Y N 9 5 A » Y
n A ls q)/'Jv et P M ls [0 jv
C 80 X U & B c— 87 x4 gp

oi A et p sont des carrés exacts. Dans ce cas,

est exact ssi

est exact. Lorsque ces conditions sont réalisées, on dira que le carré
us — P, vt est g-exact. On a un résultat et une définition analogue pour

D—g.Y .

Si les composés ci-dessus sont fortement exacts, on dira que ¢ est 04~

tement g-exact.( (Dans CAT , exact équivaut & fortement exact.)

4.2, Exemples. Soit dans CAT , les foncteurs C_(.LA—S’B . S est

pleinement fidéle sur les couples (Gec,a) ssi
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A A
Js
C » A —» B
est G-exact.
Soit dans CAT , le diagramme
A—T o,y
| A
c G »X X

¢ est G-exact ssi (V,p) est une extension G-absolue (Y. Diers [4]) de S
le long de T . D'oll la définition des extensions g-absolues dans une 2-catégo-

rie représentable.
4.3. Proposition. Soit dans une 2-catégorie représentable

C g > X »B

>
<

8 /J\O‘ s @ v

Z

~<

oi B et o sont des extensions ponctuelles et ¢ est (fortement) g-exact.

Alors ¢ est transformé en extension (ponctuelle) par o .

4.4. Theondme. Soit dans CAT , le diagramme

A Y
sl lv
6 X B

»
»

T
—
®
U D

Les conditions ci-dessous sont équivalentes:
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(i) ¢ est G-exact.

(ii) Pour tout c € Co B

—

Y
S ® JV
v
[Ge,*1 \ =9 / [UGc,*]
ENS
est une extension ponctuelle.

(iii) Pour tout couple d'extensions ponctuelles

A Y
C 6 » X v »B s} ¢ jv
L o R X _____li-__—-qu
=
z L o R
=
Z

est une extension ponctuelle.

-~

11 suffit que cette condition soit réalisée lorsque C+ Z = C~> C

(plongement de Yoneda) et L = foncteur singulier associé & G .
(iv) Pour tout c € Co , Gc + S JEEEBBLD UGc + V est initial.
4.5. Proposition. Soit dans CAT , le diagramme
A——————»Y
A

D » B

v
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On suppose que tout objet de X G-projectif (i.e. les x ¢ Xo tels que
idx = x > Gc » x) est aussi H-projectif. Dans ces conditions, ¢ H-exact entratne
¢ G-exact. Donc lorsque G et H admettent les mémes projectifs, H-exact équi-

vaut 4 G-exact.

4.6. Déginition des morphismes opaques. Dans une 2-catégorie représen-

table, on dira que A S5X est opaque si

s

est fortement s-exact.

4.7. Proposition. Pour un foncteur A._EL»X , les conditions suivantes

sont équivalentes
(i) S est opaque.

(ii) Pour tout Sa-_i;-Sb € X , il existe dans A un chemin

a i ap ..o i b et des morphismes dans B , Sa + Sai ~+ Sb
. Sa
7N\
. Sto S Stn
f

%i\\\\\i ';;:::jiiti:f/ffff¢¢/%¢/¢'sb
Sb

(iii) La monade associét T°T dans la bicatégorie des distributeurs est

idempotente (Gouzou-Grunig [5]).

I1 en résulte que les foncteurs riches sont opaques. Les morphismes opa-

ques permettent de comparer adjonctions partielles et extensions (ce qui avait &été
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observé par Y. Diers pour les foncteurs pleinement fid&les denses).

4.8. Proposition (cf. Y. Diers [4]). Soit dans une 2-catégorie représen-

table 1'adjonction partielle s —3—4t (e)

Dans ces conditions

(i) Si j est opaque, alors (t,e) est une extension j-absolue de j
le long de s .
(ii) Si j est opaque et dense, alors (t,e) est une extension ponc-

tuelle.

4.9. Théordme (caractérisation des foncteurs copleinement fid&les). Un
foncteur A-—§—)X est copleinement fidéle ssi S est opaque et tout objet de X

est S-projectif.

4.10. Proposition. Un foncteur A.—§—>X est opaque ssi S admet une

décomposition S = I o J ol I est pleinement fidéle et S copleinement fidéle.

4,11, Proposition. Soit A._f_.x une cofibration dans CAT . Alors S
est opaque (copleinement fid&le) ssi les fibres sont connexes (connexes et non

vides).

4.12, ExemplLes de foncteurns copleinement fidéles.

1° Si I est une sous-catégorie de X et X X 1a catégorie des fractions

strictes de X par L , alors P est copleinement fid&le.

(o]

2° Si S—T (g,n) , alors € est un isomorphisme ssi S est pleinement fidéle

ssi T est copleinement fid&le.
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5. ILLUSTRATIONS

5.1. Proposition. Le diagramme de morphismes de groupes
A
51
X

est exact dans fa 2-catégorie CAT ssi s(A) est un sous-groupe normal de X

_  »0
_.—u—’B

tel que la suite A-—i—»X—lL+B —3 0 soit exacte (B~ X | sA) . On retrouve les

théorémes classiques d'isomorphie en composant des carrés exacts dans CAT .

5.2. Th&ondme. Soit dans une 2-catégorie représentable K

&
+—
=1

(1) ¢ est un carré exact;
(ii) B est une extension ponctuelle
(iii) o est un isomorphisme

(iv) o, est induit par

fl ® g
/ et Bt \Paco >/n
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Dans ces conditions, o, est un isomorphisme ssi a est une extension

1
ponctuelle.

On retrouve les résultats de Mac Donald [15] en faisant K = CAT et

¢ = identité et en utilisant les crit&res d'exactitude de [7].
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