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SUR L'EXISTENCE DES VALEURS PROPRES POSITIVES POUR DES 
OPÉRATEURS NON-LINÉAIRES DANS LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 

G. Isac et R. Gaudet 

1. Le problème des valeurs propres positives pour un opérateur a ses origines 

dans les travaux de Frobenius et Perron [SI, Cl01 et il a été étudié par: Birkhoff 

et Kellog [21, Krein et Rutman CiO], S. Karlin [SI, M.A. Krasnoselskii [9, a), b)], 

D.E. Edmunds, A.J.B. Potter et C.A. Stuart [63, 1. Massabo et C.A. Stuart L-111, 

H.H. Schaefer [12], H. Amann [l], etc. 

Sur les espaces localement convexes, ce problème a été étudié par 

H. Schaefer [12], F.E. Bonsall [3] et récemment par A. Cornea et 1. Ichim [4]. 

Les résultats obtenus sur les espaces localement convexes sont des théorè- 

mes d’existence et les démonstrations données utilisent directement ou indirecte- 

ment le degré topologique [4], [9], [ll]. 

Nous utilisons une méthode très simple, c’est &Z mQ’kho& cfQ cotin&E de 

Pu..&we exprimée par un résultat de A. Granas 171. L’utilisation du théorème de 

Granas et des cônes localement bornés, qui sont considérés dans cette note, nous 

permettent des démonstrations sur l’existence des valeurs propres positives pour 

les opérateurs non-linéaires compacts, dans les espaces localement convexes sans 

utiliser le degré topologique. 

2. Si X est un espace topologique et U c X un ensemble, Ü sera la fer- 

meture de U et aLJ , la frontière. 
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Soit F* la classe des espaces qui ont la propriété de point fixe pour 

les applications compactes. 

La classe 

propriété suivante: 

F* 

si 

est formée par tous les espaces topologiques X qui ont la 

f : x-+ x est une application continue et compacte, alors 

f a un point fixe dans l’ensemble X . 

Les ensembles convexes fermés d’un espace localement convexe se trouvent 

dans la classe F* . 

L’espace L p (0 < P < 1) qui est homéomorphe à R2 (d’après le théorème 

Bessaga-Pelczynski) appartient à la classe F* et aussi les espaces linéaires to- 

pologiques admissibles au sens de Klee. 

Tous les espaces vectoriels que nous considérons sont des espaces réels. 

Utilisant la méthode de continuité de Poincaré, qui est infiniment plus 

simple que la méthode du degré topologique, A. Granas a démontré dans 1 *ouvrage [ 73 

le théorème suivant. 

7-hcco4.dm~ 1. Soit C un convexe appartenant à la classe F* , U un voi- 

sinage ouvert de OEC et f:ü+C une application continue et compacte. 

O<X<l 

f n’a pas de points fixes dans 

tels que Xf(x) = x . // 

ii , alors il existe x E au et 

Du théorème 1, nous obtenons facilement le résultat suivant. 

COAO~%~LQ [Birkhoff-Kellog]. Soit E un espace vectoriel normé de di- 

mension infinie, U une boule ouverte de centre 0 et f une application com- 

pacte et continue de 3LJ dans E , telle que 0 4 f(W) . 

Alors il existe X o E au et P ’ 0 tels que f(x,) = px . 0 

V~monhItitatLon. L’espace E étant de dimension infinie, le Théorème 6.2 

de Dugundj i [S] dit que au est un rétract absolu, dont il existe une rétraction 
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R de Ü dans NJ (qui prolonge l’application identique de 8U) . 

Alors : g(x) = fuwl est une application continue et compacte de ü 

dans E telle que 0 4 g(U) . 

Il existe a > 0 tel que ü n a l g(U) = 0 , d’où il résulte que l’appli- 

cation h(x) = ag(x> est continue, compacte et elle n’a pas des points fixes 

dans Ü . 

Le Théorème 1 implique qu’il existe x0 E XJ et 0 < X < 1 tels que 

Xh(xo) = Xag(xo) = aXf(xo) = x0 . 

1 Si onpose: p =x, on obtient le corollaire. // 

Remahque. 

ThEottdme 2. 

Le corollaire n’est pas vrai dans un espace de dimension finie. 

Soit E(T) un espace localement convexe séparé, A un com- 

pact de E tel que 0 4 conv(A) et IK le cône convexe de sommet zéro engendré 

par A . 

Soit un voisinage ouvert de zéro tel que UnlK est borné et soit 

f : XJ -+ A une application continue. 

Alors, il existe x o E XJ n IK et X0 > 0 tels que f(x ) = x x 
0 00. 

ZXZmuti;DtaZiun. 

au n IK 

a> On suppose que E 

est fermé dans l’ensemble 

est un espace normé et convexe. Puisque 

Dugundji [S, Th. 4.11, on obtient que 

ü, utilisant le théorème de prolongement de 

f a un prolongement continu f: ü+A. 

L’ensemble U n /K étant borné, il existe a > 0 tel que Ü n IK n aA = 0 . 

L* application h(x) = af(x) est continue et compacte de ü et elle n*a 

pas des points fixes dans l’ensemble Ü . 

Le Théorème 1 implique qu’il existe X E au 
0 

et x > 1 tels que 

h(xo) = Xx . 
0 

Comme T(x,) E A , il résulte que x0 E XJ n IK d’où: 
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b) On suppose maintenant que E est localement convexe. Soit V un 

voisinage de zéro. 

D’après un théorème connu d’approximation, il existe al,a2,...,an l A 

et une application fv : au n IK + conv1al,a2,...,an1 tels que: 

(VX c au fl K) (f(x) - f”(x) e v) . 

Par hypothèse, 0 4 convtal,a2,. . anI . 

Si KV est le cône convexe engendré par (al,a2,..., an1 , alors IKV est 

contenu dans un espace de dimension finie de l’espace E . 

Donc on peut appliquer la partie a) de la démonstration à la restriction 

de fv à 2uniKv. 

Il existe alors XV e au n KV et AV > 0 tels que: fV(xv) = Avxv , d’où 

f(xv) - Avxv C v 

Soit W un voisinage ouvert, convexe symétrique de zéro contenu dans U 

et soit pw(x) = inf{P > 0 1 X c PW1 . 

Si V c W , alors pw((fxv) - Avxv) .C 1 d’où: 

% .C 

1 + Pw(f(xv)) 

Pw (xv) 

. 
Comme pw(xv) 2 1 , il resulte que si V c W l’ensemble {A,,} est un 

ensemble borné. 

Soit U un ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinages de zéro 

On a: lim f(xv) = y e A et 
u 

lim iv = Ao . 
tl 

Il résulte que Ao > 0 parce que pour tout V , xv e 2ll n IK et Xl n M 

est borné et si on suppose que lim AV = 0 , il résulte que A * x z 0 
v v 

, d’où 
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on obtient que 0 l A , ce qui est absurde. 

Alors, lim xV = x. = Fe 8lJ n K et comme f est continue, on a: 
u 0 

f(xo) l A 
oxo 

Cc~W.&kht. Soit E(r) un espace localement convexe séparé, KcE un 

cône convexe saillant de sommet zéro et A c K un compact tel que 0 4 A 

Soit U un voisinage ouvert de zéro tel que lJ rÇ K est borné et soit 

f:aUnK+A une application continue. 

Alors, il existe x. l au n K et Ao> tels que f(xo) = 1 x 
0 0 

Q6rnotitition. Les hypothèses, K saillant et 0 4 A , impliquent 

0 i conv(A) et on peut utiliser le Théorème 2. 

RCWI@UC?. Le Théorème 2, dans le cas d’un cône localement compact, a été 

démontré dans l’ouvrage 141 par une démonstration différente qui utilise le degré 

topologique. 

3. Nous supposons que E(T) est un espace localement convexe réel tel que la 

topologie r est définie par une famille hud&Cban& de semi-normes {i kG4 

c’est-à-dire: 

sl) (Vx e E)(x * 0) (ja e A) (]xlo * 0) , 

s21 (Va’ 9 a” c Al Oa 6 Al (Vx 6 UC1 XI~, , j&,, 5 1 &l . 

Nous disons que l’ensemble K c E est un cône convexe si et seulement si: 

i) KtKcK; 

ii) (V 1) (AK c K) . 

Rt 

L’ensemble B c E est une b u &  pour le cône K si et seulement si: 

bl) B est un ensemble convexe, 

b2) (Vx ) (31 
dK\{Oj d\{O} ’ 

unique) (3b, unique) (x = Ab) . 
l B 
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Nous disons que l’ensemble convexe Bl c E 

IK = U XBl . 
XER + 

Le cône convexe 

engenche le cône si: 

IK s’appelle bien btiQ’ s’il est engendré par un ensemble 

convexe et borné A tel que 0 4 A . 

Utilisant un théorème de séparation, on peut démontrer qu’un cône convexe 

est bien basé si et seulement si, il existe une base bornée telle que OkB. 

Rmmque. Les cônes convexes bien basés occupent une place très importante 

dans la théorie des espaces vectoriels topologiques ordonnés. Des cas particuliers 

de cônes bien basés sont utilisés dans la théorie axiomatique du potentiel, dans la 

théorie Choquet, etc. 

Nous introduisons maintenant une classe de cônes convexes dans les espaces 

localement convexes qui a été inspirée par les cônes avec “plastering” qui ont été 

définis et utilisés en analyse nonlinéaire par M.A. Krasnoselskii [9]. 

Nous disons que le cône convexe IKcE 

buan& s’il existe un voisinage U de zéro tel que U n I’K est borné. 

Nous avons la caractérisation suivante pour les cônes localement bornés 

dans des espaces localement convexes. 

P4upuhiLîun 7. Soit E(T) un espace localement convexe réel. Le cône 

convexe IKcE est localement borné si et seulement si, il existe une semi-norme 

continue p uniformément positive sur le cône IK , c’est-à-dire: 

* ( > (va E A)(3 ha > ~)(VX E K)(h 
ER a l Ix&, 5 p(x)) . 

VQmuMn~n. IK c E un cône convexe localement borné. Donc il 

existe un voisinage U de zéro tel que U n K est borné. Nous pouvons supposer 

que U est un voisinage ouvert, convexe et équilibré et nous considérons la fonc- 

tionnelle de Minkovski de l’ensemble U : p(x) = inf{p < 0 1 x E pV) ; Vx E E . 
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La fonctionnelle p est une semi-norme continue. 

Nous avons aussi la relation suivante: XJ = {x E E [ p(x) = 1) . 

En effet, nous avons la caractérisation suivante: 

(X 

Si p 

il résulte que 

E au) <=> (‘JX,)A)(O < x < 1 < V)[(AX E U) 6 (vx 4 U)l . 

( 1 X =l et O<X<l<p, alors puisque ~(XX) = X < 1 < 1-I = p(px 

(hx E U) 
et (I-lx 4  U) l  

Soit maintenant x c E tel que 

(VL11) (0 < x < 1 < i-oc 

Dans ce cas, p 

ce qui est absurde. 

Soit ~~$1 et 

il résulte que p(x) = 1 

(Xx E u> 6 (w 8: V)I l  

x) f 0 parce que si p(x) = 0 5 il résulte que 2x E u 

A,+1 : puisque p est continue et p(X,x) < 1 < p(l-i,x) , 

Puisque l’ensemble Ü n K est borné, il résulte que pour tout a il 

existe une constante fi a > 0 , telle que: 

c**> (Vx E ü n ~<)(IX]~ 5 Ba) . 

Nous prouvons maintenant que si x E K et p(x) = 0 , alors x f 0 . 

En effet, si p(x) = 0 , alors la définition de la semi-norme p implique 

l’existence d’une suite {II,},,~ telle que: Vn E N , p n > 0 , x E p,U et 

lim p, = 0 . Donc, pour tout 01, E A et tout n E N , nous avons 1 xIcl I p, l f3, , 

ce qui donne que Ix] a = 0 pour tout a E A d’où utilisant la propriété sl), nous 

obtenons x = 0 . 

Alors si x c K\{O) , X 

p(x) 
E au et de la relation C**l , nous avons 

1 I X a 5 E,p(x) et si nous posons X 1 = - , nous obtenons la relation (*) . 
a f3 a 
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Si nous supposons que pour le cône aC il existe une semi-norme continue 

p uniformément positive sur iK , alors, utilisant la propriété s2), nous obtenons 

que 1 *ensemble U = {x E E 1 p(x) < 1) est un voisinage de zéro tel que UnlK 

est borné, ce qui démontre la proposition. 

1) Si U est un voisinage de zéro, ouvert, convexe symétrique tel que: 

Un K estbornéet si: (WY E u (0 IK x <,K Y et y E U) => x E U , alors: 

P (x) = inf(p > 0 1 x E pu} ; Vx E E , est une semi-norme continue, uniformément 

positive et croissante sur IK et le cône IK est un cône nu&m& [voir A.L. 

Peressini :. Ordered topological vector spaces, Harper 6 Row (1967)-J. 

2) La Proposition 1 n’implique pas que la topologie sur le cône IK est 

normable mais nous avons la propriété remarquable suivante: si F=E est un cône 

convexe localement borné et p une semi-norme continue et uniformément positive 

sur IK , alors une suite CJ = K est convergente vers zéro si et seulement si 

p(x,) -+ 0 l  

L’existence d%tiwh& aEpcrtrati défini dans l’ouvrage [4] caractérise les 

cônes localement bornés. 

Soit IK c E un cône convexe. Un sous-ensemble A c IK s’appelle Q&WMJ~ 

s’il 1 satisfait les conditions suivantes: 

1) A est fermé dans IK . 

2) O+A. 

3) La composante connexe de lK\A contenant l’origine est un ensemble 

borné dans E . 

B40 

ment si, il existe un ensemble 

puatiun 2. Le cône convexe lb= 

AclK séparan 

E 

t. 

est local ement borné si et seule- 

VEmutiMun. Soit A c IK un ensemble séparant. Puisque l’espace topo- 

logique tK est localement connexe par lignes brisées, il résulte que les composan- 

tes connexes de IK\A sont ouvertes dans IK . Donc la composante connexe de IK\A 
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contenant l’origine est un ensemble borné dans 

sulte qu’il existe un voisinage 

Réciproquement, si IK 

E 

de zéro tel que 

et ouvert dans 

U nK est borné. 

d’où il ré- 

est localement borné, il existe un voisinage 

zéro tel que U n IK est borné, alors la frontière de U relativement à a< est un 

ensemble séparant. 

DQ~itiun 2. Nous disons que l’ensemble A c IK est (fl - l&MA.Uti si, 

pour tout sous-cône convexe IV c IK engendré par un ensemble fini de vecteurs, 

l’ensemble A n UV est séparant dans V . 

Le résultat suivant est démontré dans l’ouvrage [4]. 

Pttupuatiun 3. Soit K c E un cône convexe et A c tK\{O} un ensemble 

borné et fermé par rapport à Il( . 

Si A est (f) - séparant, alors il est séparant (et le cône IK est loca- 

lement borné). 

On peut démontrer que si IK c E est un cône convexe et A c tK un ensem- 

ble, les conditions suivantes impliquent que A est séparant dans IK : 

a) A est fermé dans IK . 

1) Chaque cône convexe localement compact ou faiblement localement com- 

pact dans un espace localement convexe est localement borné. 

2) Chaque cône convexe qui a une base bornée et fermée dans un espace 

localement convexe est localement borné. 

3) Chaque cône convexe bien basé dans un espace localement convexe est 

localement borné. La mécanique quantique axiomatique utilise des cônes bien basés. 

4) Chaque cône convexe dans un espace normé est localement borné. 



4. Nous présentons maintenant quelques résultats globaux sur les valeurs pro- 

pres pour des opérateurs non-linéaires dans les espaces localement convexes. 

kmme. Soit E(T) un espace localement convexe réel est a< c E un cône 

convexe saillant et fermé. 

Si x,y E K et y f 0 , alors il existe /3, E IR , 6, 2 0 tel que: 

i l  c m  s  Bol (x - @Y E u l  

ii) 
WY ’  B,) (x - YY f+ u  l  

DEmoti~un. La démonstration se trouve dans l’ouvrage [9, b)]. 

Dans les résultats suivants, la relation d’ordre utilisée sur l’espace E 

est la relation d’ordre définie par le cône convexe K . 

??z.upuhtiun 4. Soit E(T) un espace localement convexe réel, IKcE un 

cône convexe saillant, fermé et f : K -+ IK un opérateur croissant. On suppose: 

i> (31 (%bY) (a ’ 0 9 y>620)(3y, ydK\{Ol)(Vt, 6it<y)(f(ty)mty) l  

ii) (3x E Qc) tel que: 

a> x - YY B IK Y 

b) f(x) I Xx , où X > 0 , 

c) @y 2 x , où (f3 > 0 et f3 2 6) . 

Alors, a<X. 

VEmunnMun. Nous supposons par absurde que h < CI . Le lemme et les 

hypothèses a) et c) impliquent: 6 < y . 

Puisque f est croissant, de la relation i), utilisant c), nous obtenons: 

f(x) 2 f(@y) 2 @y et 1 ‘hypothèse b) implique: Xx 2 c@y . 

Donc : x 2 (A 

-1 
a) l f3y et nous obtenons la relation: 

iii) x2 (A 
-1 op* f3y; Vn E N . 

En effet, nous avons déjà démontré la relation iii) pour n = 1 . 
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Nous supposons la relation iii) vraie pour n , alors a) et le lemme im- 

pliquent: (x-l )y3 < y . 

Puisque (X-la)" > 1 , il résulte: @%&3 2 6 2 6 et donc: 

f(x) 2 f((x-'a)"aY) 2 a(X-'~#@y et la relation b) implique: xx 2 a(X-lci)ngy 

d'où nous obtenons que iii) est vraie pour tout ncN. 

Mais alors, la relation iii), a) et le lemme impliquent: (rlcQnB < y ; 

n>l, ce qui est absurde. 

7hEUttQmQ 3. 

Donc nous avons a<A.// 

E(d un espace localement convexe réel, IK c E 

cône convexe, fermé, normal, localement borné et p une semi-norme continue uni- 

formément positive et croissante sur IK . Soit r E R , r > 0 , 

lKr = {x E pC 1 p(x) 5 r} et f : IKr -+ iK un opérateur complètement continu. 

On suppose qu'il existe un opérateur g : IK -+ IK monoton croissant et mi- 

norant pour f sur IK r tel que: EJa E RI (a > 0) ch) (Y E RI @Y) (Y E ~\m) : 

il c ‘ dx  E KJ (x - YY 4 u l  

i i) (v-q (0 < t < Y) kUY> 2 atr) l  

Alors, pour tout r. , 0 < r. < r , il existe xr E (K et Xr 2 a tels 
0 0 

que: w, > = xr xr et p(x,) = r. . 
0 0 0 0 

QDQ'~uH&u&LLJ~. Soit 0 < r < r et {&n}nCN une suite de nombres réels 
0 

telle que: 

1) (Vn E N) (Es > 0) . 

2) lim rn = 0 . 
n* 

3) (‘dn E N) (En ‘ c  Y> l  

4) (Vn E N)(E~ l  P(Y) 5  r - ro> . 

Puisque 

P(Y) > 0 l  

Y#0 et P est uniformément positive sur IK , on a: 

Si x E p<, , alors x t E~Y E u(r pour tout n E N parce que: 
0 

p(X t Eny) 5 p(x) t E,p(y) 5 r. t (r - ro) = r . 
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Pour chaque n E N , nous considérons l'opérateur f n : Kr -+ K complète- 
0 

ment continu défini par fn(x) = f(x + ~~y) ; Vx E K . r 
0 

Puisque l'opérateur g est croissant et minorant pour f , l'hypothèse 

ii) implique: 

f,(x) = f(x t Eny) 2 g(x t EnY) 2 gb,y> 2 yY 9 pour tout x E Kr . 
0 

Nous avons donc la relation suivante: 

5) p(fn(x)) 2 a&nP(Y> ' 0 ; Vx E K r l  

0  

Soit Ur = {x E E 1 p(x) -C ro} et comme p est uniformément positive 
0 

sur K , Ür n K est borné. 
0 

De la relation S), il résulte que: 0 1 fn(X.Jr n K) . 
0 

Alors, utilisant le corollaire du Théorème 2, il résulte qu'il existe 

X EK etX >O n n tels que: p(x,) = r. , f(xn) = Xnxn ; Vn E N . 

Nous avons aussi: 

6) f(xn t ~,y) = hnxn ; Vn E N . 

De la Proposition 1, il résulte que l'ensemble Kr est borné et f étant 

complètement continu, nous obtenons que 'AnXn'ncN est un ensemble borné, donc 

'An'ncN est une suite de nombres réels bornée. 

Il existe alors M > 0 , tel que: (Vn c N)(h, I M) . 

Puisque l'opérateur g est croissant et minorant pour f , nous avons: 

et 

wn E w onxn 2 g(x, i- EJ) - g(xJ , 

wn E NI CXnxn 2 gcx, $- EnY) 2 g$J) 2 a&ny) . 

Nous utilisons maintenant la Proposition 4 en prenant: 6 = 0 , x = xn , 

x = h n' p= -IL An aEn ? et nous obtenons: (Vn E N)(hn 2 a) l  
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Donc: (Vn E N)(O < a 2 X n I M) et utilisant la relation 6), la continui- 

té, la compacité de l'opérateur f et éventuellement des sous-suites, nous pouvons 

supposer qu'il existe: X r = lim Xn ; lim(xn + ",y) . Soit xr = lim xn . Evi- 
0 n* n* 0 n* 

demment, p(x, ) = r. , a 2 X 2 M et f(x, ) = lim f(x, + fzny) = Xr xr et le r 
0 0 0 n* 0 0 

théorème est démontré. // 

T&u&~e 4. Soit E(T) un espace localement convexe réel, IK c E un cône 

convexe, fermé, normal, localement borné et p* une semi-norme continue uniformé- 

ment positive et croissante sur IK . rER, r>O, IKr = {x E IK 1 p(x) 5 r) 

et f:M r + IK un opérateur complètement continu. On suppose: 

i> Il existe un opérateur g : E -+ E monoton croissant et minorant 

pour f . 

ii) (3s E R)(s I ~)(VX E iK)(Vt E R , t 2 O)(g(tx) = tSg(x>) . 

iii) (31 E E)(u = v - w  ; v,w E nc>(-u 4 oC)(3p E N)(3a E R)(a> O)(g’(u) wu) . 

Alors,pourtout O<ro<r,ilexiste xr EK et Ar ER, xr >O, 
0 0 0 

tels que: p*(x, ) = r. ; f(x, ) = xr . xr l  

0  0  0  0 

Dtiatimun. Pour chaque n E N , nous considérons l'opérateur: 

fn 00 = f(x) + ; ; Vx E IKr . 

L'hypothèse iii) implique que v f 0 . L'opérateur fn est complètement 

continu sur l'ensemble: aLJ r = {X E /K 1 p,(x) = ro) . Puisque: 
0 

P*(f,(X)) = p*(f(x) + ;) 2 P*(E) = $ ' p*(v) ' 0 5 

pour tout x E aU 
r ’  

il résulte que: 
0 + pu r > l  

0 0 

Le corollaire du Théorème 2 implique qu'il existe 

tels que: fn(xn) = xnxn , d'où f(xn) t ; = Xnxn . 

X n l "r 
0 

et x > n 0 9 

Comme p* est uniformément positive sur IK , il résulte que aU est r 
0 

borné et comme f est complètement continu, nous pouvons supposer (éventuellement 

utilisant une sous-suite) que la suite est convergente. 



Soit y* = lim f(xn) . De la relation Xnro = p,(f(x,) t i) , il résulte 
n* 

que la suite {AnlneN est bornée. 

Nous pouvons supposer que {An}nCN est convergente (éventuellement utili- 

sant une sous-suite). 

Soit Xr = lim An . Nous démontrons que : inf {An} > 0 . 
0 nw ncN 

En effet, Xnxn = f(x,) = f(x,) + x 2 g(x,) t x ; Vn E N . 

Donc : Anxn 2 g(x,)  et x 2 - -$-  l v ,  n pour tout n E N , d’où: 
n 

UV : gP(x,) I gp-l(Anxn) I gp-2(A;+sxn) 6  l  l  , 2  P-***tsp-1 l  
x  

n n ’ 

Le cône IK étant normal, les intervalles en ordre sont bornés, d’où on 

obtient qu’il existe tn > 0 tel que: (xn 2 tnu) et (xn 2 tu ; Vt > tn) . 

L’hypothese iii) implique: 

(61 
SP : gP(xn) 2 gP(t,u) = tn gP(u) SP 2 a . tn . u . 

Les relations m et impliquent: 

Altst. . .ts P-l . x > a . tSp . u 
n n- . n 

La définition du tn implique: 

SP 

% 

hltst...ts p-l 5 

n 

tn ’ d’où Altst.. .t 
n 

Mais, la suite { tn}neN est bornée, parce que si on suppose que 

de la relation 

mément positive sur Oc) 

N . 

X n 2 tnu , nous obtenons (utilisant que P* est unifor- 

(El -f 0 , donc u I 0 (IK étant fermé), ce 
n 

qui est absurde. 



G. bac cd R. Gaudek 141 

Donc, inf Xn > 0 , d'où lim Xn = Xr > 0 . 
ncN 0 

Alors {Xn)ncN (éventuellement une sous-suite) est convergente. Soit 

X = lim xn . Evidemment, xr E XJr et f(x, ) = Xr x et le théorème est r r 0 w  0 0 0 0 0 
démontré. // 

cuiturne . Soit E(T) un espace localement convexe réel, iK = E un 

cône convexe fermé normal et localement borné. Soit g : E -+ E un opérateur com- 

plètement continu, positif, monoton croissant et homogène d'ordre si1 sur le 

cône IK . S'il existe p E N , a c R , a > 0 , u = v - w  ; (VP E K> tels que 

-u 4 K et gP(u) 2 au . 

Alors il existe x > 0 , XEIK, Xf 0, tels que 

Em un espace localement convexe réel et KcE un cône convexe. 

VE@LLtiun 3. Un opérateur f: IK -t IK s'appelle &?XLc;t~G!ti p0&L&$ sur 

(K si: kdXnjncN une suite d'éléments de K , la relation f(xn) + O implique 

l'existence d'une sous-suite Ixnki de la suite bc,) convergente vers zéro. 

1) Un cas particulier de cette notion a été utilisé par H. Schaefer dans 

l'ouvrage [121. 

2) Un opérateur uniformément positif au sens de Krasnoselskii C9, a)] est 

strictement positif. 

nsvu?me 5. Soit E(T) un espace localement convexe réel, Ir< c E un 

cône convexe saillant, fermé, normal et localement borné. 

Si f:K+K est un opérateur complètement continu et strictement posi- 

tif, alors pour tout c>o, ilexiste 'X >O et x cfK 
C C 

tels que: 

f (xc) = xcxc et p(x,) = c , où p est une semi-norme uniformément positive 

sur K . 
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VDemuti;Dtc&iun. Soit y E K\{O} et c E R , c > 0 . Nous considérons 

l'opérateur fc : IK -+ K défini par: fc (xl = f(x) + 1 c - p(x)ly . L'opérateur fc 

est complètement continu. 

Nous pouvons démontrer la relation suivante: 

(Y) : inf{p(f(x)) 1 x E IK , p(x) 2 l C} = E > 0 . 

En effet, si nous supposons que: 

inf{p(f(x)) 1 x E IK et p(x) 2 $ C} = 0 , 

alors il existe une suite (x,) c IK telle que: p(xn) 2 i c pour tout n E N et 

p(f(x,)) -+ 0 et puisque f est strictement positif, il résulte qu'il existe une 

sous-suite {xnk} c {x,} telle que lim x = 0 , ce qui est impossible. 
k+ nk 

Le cône étant normal, nous pouvons supposer que la semi-norme P est mo- 

notone croissante sur K donc nous avons: 

inf p(f (x)) 2 inf sup{p(f(x)) , Ic - 
C P(X) IPCY)) 

XCK 
2 inf{E , t c p(y)} > 0 . 

Donc, lVopérateur: 

g,(x) = 
c fc(x) 
PVcCx) > 

est bien défini, il est continu et il applique l'ensemble IK n {x 1 p(x) < cl dans 

un ensemble compact. 

Le théorème Tichonoff-Singbal implique qu'il existe 

Xc E K n {x 1 p(x) 5 cl tel que: xc = gc(xc) . 

Nous avons: p(x,) = c et si nous posons: xc = 
PCf&H 

C 
, nous obtenons 

foq c c 9 =Xx ce qui démontre le théorème. 

Remwue. . Un cas particulier du Théorème 5 est démontré par H. Schaefer 

dans l'ouvrage WI. // 
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