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. SUR LEXISTENCE DES VALEURS PROPRES POSITIVES POUR DES
OPERATEURS NON-LINEAIRES DANS LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

G. Isac et R. Gaudet

1. Le probléme des valeurs propres positives pour un opérateur a ses origines
" dans les travaux de Frobenius et Perron [8], [10] et il a été étudié par: Birkhoff

et Kellog [2], Krein et Rutman [10], S. Karlin [8], M.A. Krasnoselskii [9, a), b)],

D.E. Edmunds, A.J.B. Potter et C.A. Stuart [6], I. Massabo et C.A. Stuart [11],

H.H. Schaefer [12], H. Amann [1], etc.

Sur les espaces localement convexes, ce probléme a €té &tudié par

H. Schaefer [12], F.E. Bonsall [3] et récemment par A. Cornea et I. Ichim [4].

Les résultats obtenus sur les espaces localement convexes sont des thé€oré-
mes d'existence et les démonstrations données utilisent directement ou indirecte-

ment le degré topologique [4], [9], [11].

Nous utilisons une méthode trés simple, c'est La méthode de continuité de
Poincaré exprimée par un résultat de A. Granas [7]. L'utilisation du thé&oréme de
Granas et des cOnes localement bornés, qui sont considérés dans cette note, nous
permettent des démonstrations sur l'existence des valeurs propres positives pour
les opérateurs non-linéaires compacts, dans les espaces localement convexes sans

utiliser le degré topologique.

2. Si X est un espace topologique et U c X un ensemble, U sera la fer-

meture de U et 23U , la frontiére.
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Soit F*

les applications compactes.

La classe F* est formée par tous

propriété suivante: si f : X > X est une

f a un point fixe dans 1'ensemble X

Les ensembles convexes fermés d'un

dans la classe F*

L'espace Lp (0 < p<1) qui est

~

Bessaga-Pelczynski) appartient & la classe

pologiques admissibles au sens de Klee.

Sur £'existence des valeuns propres positives. ..

la classe des espaces qui ont la propriété de point fixe pour

les espaces topologiques X qui ont la

application continue et compacte, alors

espace localement convexe se trouvent

homéomorphe & 12 (d'aprés le théoréme

F* et aussi les espaces lin€aires to-

Tous les espaces vectoriels que nous considérons sont des espaces réels.

Utilisant la méthode de continuité
simple que la méthode du degré topologique,

le théoréme suivant.

Théondme 1. Soit

sinage ouvert de 0 e C et f :

Si

0 <X <1l tels que Af(x) =x . //

C un convexe appartenant 3 la classe

f n'a pas de points fixes dans

de Poincaré, qui est infiniment plus

A. Granas a démontré dans 1'ouvrage [7]

F* , U un voi-

U~ C une application continue et compacte.

U, alors il existe x ¢ dU et

Du théoréme 1, nous obtenons facilement le résultat suivant.

Corollaine [Birkhoff-Kellog].
mension infinie,

pacte et continue de 09U dans

U une boule ouverte de centre 0

Soit E un espace vectoriel normé de di-

et f une application com-

E, telle que 0 ¢ f(oU) .

Alors il existe X, € oU et p >0 tels que f(xo) = pxg

Demons tration. L'espace E

de Dugundji [5] dit que 23U

é€tant de dimension infinie, le Théoréme 6.2

est un rétract absolu, dont il existe une rétraction
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R de U dans 93U (qui prolonge 1'application identique de dU)

Alors: g(x) = f(R(x)) est une application continue et compacte de U

dans E telle que 0 ¢ g(U) .

I1 existe o > 0 tel que Una « g(U) = @ , d'ol i1 résulte que 1'appli-
cation h(x) = ag(x) est continue, compacte et elle n'a pas des points fixes

dans U .

Le Théoréme 1 implique qu'il existe X, € U et 0 <A <1 tels que

Ah(xo) = Aag(xo) = akf(xo) = Xo .

Si on pose: p = —%Xv, on obtient le corollaire. //

Remarque. Le corollaire n'est pas vrai dans un espace de dimension finie.

Theéoneme 2. Soit E(t) wun espace localement convexe séparé, A un com-
pact de E tel que O # conv(A) et K 1le cbne convexe de sommet zéro engendré

par A .

Soit U wun voisinage ouvert de zéro tel que U n K est borné et soit

£ : 9U - A une application continue.

Alors, il existe X, € oU n K et XO > 0 tels que f(xo) = ono .

Demons thation.
a) On suppose que E est un espace normé et A convexe. Puisque
3U n K est fermé dans 1'ensemble U , utilisant le théor&me de prolongement de

Dugundji [5, Th. 4.1], on obtient que f a un prolongement continu f : U > A .

L'ensemble U n K &tant borné, il existe o > 0 tel que UnKn oA =@ .
L'application h(x) = of(x) est continue et compacte de U dans oA et elle n'a

pas des points fixes dans l'ensemble U .

Le Théoréme 1 implique qu'il existe X, € U et X >1 tels que

h(xy) = Ax, . Comme ?(xo) e A, il résulte que x ¢ 3U n K d'od:
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?(xo) = f(x)) et f£(x)) = XX g».

, ol A =
[o] o]

b) On suppose maintenant que E est localement convexe. Soit V un

voisinage de zéro.

D'aprés un théoréme connu d'approximation, il existe a;,a,,...,a € A

et une application f, : 83U n K~ conv{al,az,...,an} tels que:

(¥x & 8U 0 K) (£(x) - £,(x) € V)
Par hypothdse, 0 & conv{al,az,...,an}

Si KV est le cdne convexe engendré par {a an} , alors K est

1395 0s v

contenu dans un espace de dimension finie de l'espace E .

Donc on peut appliquer la partie a) de la démonstration a la restriction

de f, 34 3UnK

\Y v

I1 existe alors x, € aUn KV et A, > 0 tels que: fv(xv) = A d'ol

v v vy
f(xv) - >\VXV €V .

Soit W un voisinage ouvert, convexe symétrique de z&ro contenu dans U

"

et soit py(x) inf{p > 0 | x ¢ oW}

Si V< W, alors pw((fxv) - Avxv) <1 d'ou:

1+ py(£(x))
A, < e
VTG

Comme p,(x,) = 1, il résulte que si V c W 1'ensemble {1} estun
ensemble borné.

Soit U wun ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinages de zé&ro.

On a: lam f(xv) =y e A et lam AV = Ao .

11 résulte que A, > 0 parce que pour tout V , x, ¢ U nK et 93U nK

est borné et si on suppose que lim A, = 0, il résulte que AV Xy o , d'ol
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on obtient que 0 ¢ A , ce qui est absurde.

Alors, lim Xy = X, = %—»e U n K et comme f est continue, on a:
u o]

f(xo) = ono

Conollairne. Soit E(T) un espace localement convexe séparé, K c E un

cone convexe saillant de sommet zéro et A < K un compact tel que 0 § A .

Soit U un voisinage ouvert de z€ro tel que U a K est borné et soit

f :3Un K-> A une application continue.

Alors, il existe x_e 3Un K et A_> 0 tels que f(x) = A x
o 0 ) 0”0

Démonstration. Les hypothdses, K saillant et 0 ¢ A , impliquent

0 & conv(A) et on peut utiliser le Théoréme 2.

Remargue. Le Théor&me 2, dans le cas d'un cdne localement compact, a é€té

démontré dans 1'ouvrage [4] par une démonstration différente qui utilise le degré

topologique.
3. Nous supposons que E(T) est un espace localement convexe réel tel que la
topologie T est définie par une famille suffisante de semi-normes 1.

o’ aeA

c'est-a-dire:
s)) (Wx e E)(x 2 0)Ga e A)(|x], = O) ,

< |x[)

S ot a

) (a',at e AY@n e A)(¥x e B)(Ix[, » [x]

Nous disons que l'ensemble K ¢ E est un cSne convexe si et seulement si:
i) K+ KcK ;

ii) (v MNQOK < K

R
+

L'ensemble B < E est une base pour le cfne K si et seulement si:
bl) B est un ensemble convexe,

b2) (¥x ) (3A , unique) (3b, unique) (x = Ab)
eK\ {0} ER*\{O} €B
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Nous disons que 1'ensemble convexe B, < E engendre le cbne K si:

Le cdne convexe K s'appelle bien basé s'il est engendré par un ensemble

convexe et borné A tel que 0 ¢ A .

Utilisant un théoréme de séparation, on peut démontrer qu'un cOne convexe

K est bien basé si et seulement si, il existe une base bornée B telle que 0 ¢ B .

Remarque. Les cBnes convexes bien basés occupent une place tres importante
dans la théorie des espaces vectoriels topologiques ordonnés. Des cas particuliers
de cbnes bien basés sont utilisés dans la théorie axiomatique du potentiel, dans la

théorie Choquet, etc.

Nous introduisons maintenant une classe de cOnes convexes dans les espaces
localement convexes qui a €té inspir€e par les cOnes avec '"plastering'" qui ont &té

définis et utilisés en analyse nonlinéaire par M.A. Krasnoselskii [9].

Déginition 1. Nous disons que le cOne convexe K < E est Localement

bonné s'il existe un voisinage U de z€ro tel que U n K est borné.

Nous avons la caractérisation suivante pour les cOnes localement bornés

dans des espaces localement convexes.

Proposition 1. Soit E(t) un espace localement convexe réel. Le cbne
convexe K c E est localement borné si et seulement si, il existe une semi-norme
continue p uniformément positive sur le cdne K , c'est-d-dire:
™) (Vo e A)(3 Aa > 0)(Vx € K)(Au . lxlOL < p(x))

eR

Démonstration. Soit K < E un cOne convexe localement borné. Donc il
existe un voisinage U de z&ro tel que U n K est borné. Nous pouvons supposer
que U est un voisinage ouvert, convexe et &quilibré et nous considérons la fonc-

tionnelle de Minkovski de l'ensemble U : p(x) = inf{p < 0 | x e pU} ; VYxeE .
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La fonctionnelle p est une semi-norme continue.
Nous avons aussi la relation suivante: U = {x ¢ E | p(x) = 1}
En effet, nous avons la caractérisation suivante:

(x € 3U) <=> (YA, (0 <A <1 <wWl(Axe U) & (ux ¢ U)]

Si p(x) =1 et 0 <A <1<y, alors puisque p(Ax) = A <1 <u = p(ux) ,

il résulte que (Ax € U) et (ux § U)
Soit maintenant x € E tel que
(WA 0 <A <1 <wWlxel) § (ux & V)]

Dans ce cas, p(x) # 0 parce que si p(x) = 0 , il résulte que 2x ¢ U

ce qui est absurde.

Soit un+l et Anfl : puisque p est continue et p(knx) <1< P(Unx) s

il résulte que p(x) =1

Puisque 1l'ensemble Un K est borné, il résulte que pour tout o il

existe une constante Ba > 0, telle que:

(**) (VYx € Un [K)(|x|Oc <B)

[¢)

Nous prouvons maintenant que si x ¢ K et p(x) = 0, alors x z 0 .

En effet, si p(x) = 0, alors la définition de la semi-norme p implique

1'existence d'une suite {pn}neN telle que: ¥YneN, p >0, xepU et

lim p_ = 0 . Donc, pour tout o ¢ A et tout n ¢ N, nous avons X|. < p_* B,
n P o n o

ce qui donne que |x]a = 0 pour tout o ¢ A d'ol utilisant la propriété s;), nous

obtenons x = 0 .

Alors si x e K\{0} , ¢ U et de la relation (**) , nous avons

X
p(x)

lea < Bp(x) et si nous posons A = , nous obtenons la relation (*)

ml»—'

o
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Si nous supposons que pour le cbne K il existe une semi-norme continue
p uniformément positive sur K , alors, utilisant la propriété 52), nous obtenons
que 1'ensemble U = {x e E | p(x) < 1} est un voisinage de zéro tel que U n K

est borné, ce qui démontre la proposition.

Remarques .

1) Si U est un voisinage de z&ro, ouvert, convexe symétrique tel que:
Un K est borné et si: (¥x,y ¢ K)(0 Sk XSgY et ye U) => x € U, alors:
p(x) = inf{p > 0 | x € pU} ; V¥x ¢ E , est une semi-norme continue, uniformément
positive et croissante sur K et le cbne K est un cdne nowmal [voir A.L.

Peressini: Ordered topological vector spaces, Harper § Row (1967)].

2) La Proposition 1 n'implique pas que la topologie sur le cbne K est
normable mais nous avons la propriété remarquable suivante: si |K ¢ E est un cone
convexe localement borné et p une semi-norme continue et uniformément positive

sur K , alors une suite {xn} c K est convergente vers zéro si et seulement si

p(xn) -+ 0

L'existence d'ensemble séparant défini dans 1'ouvrage [4] caractérise les

cones localement bornés.

Soit K < E un cOne convexe. Un sous-ensemble A c K s'appelle 4éparant
s'il+satisfait les conditions suivantes:

1) A est fermé dans K

2) 04 A

3) La composante connexe de K\A contenant l'origine est un ensemble

borné dans E

Proposition 2. Le cdne convexe K c E est localement borné si et seule-

ment si, il existe un ensemble A c K séparant.

Démonstration. Soit A < K un ensemble séparant. Puisque 1'espace topo-
logique K est localement connexe par lignes brisées, il résulte que les composan-

tes connexes de K\A sont ouvertes dans K . Donc la composante connexe de [K\A
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contenant 1l'origine est un ensemble borné dans E et ouvert dans K d'ol il ré-

sulte qu'il existe un voisinage U de zéro tel que U n K est borné.

Réciproquement, si K est localement borné, il existe un voisinage U de
zéro tel que U n K est borné, alors la frontiére de U relativement & K est un

ensemble séparant.

Définition 2. Nous disons que l'ensemble A c K est (f) - séparant si,
pour tout sous-cbne convexe K' c K engendré par un ensemble fini de vecteurs,

1'ensemble A n K' est séparant dans K'
Le résultat suivant est démontré dans l'ouvrage [4].

Proposition 3. Soit K c E un cOne convexe et A c K\{0} un ensemble

borné et fermé par rapport a K

Si A est (f) - séparant, alors il est séparant (et le cdSne K est loca-

lement borné).

On peut démontrer que si K < E est un cdne convexe et A < K un ensem-
ble, les conditions suivantes impliquent que A est séparant dans K :

a) A est fermé dans K

b) 04¢ A .

c) A est borné.

d) Pour tout x e K, on a: (R+-x) nA=1[aex, bex] ol 0<a<b<+n ,

Exemples .

1) Chaque cOne convexe localement compact ou faiblement localement com-
pact dans un espace localement convexe est localement borné.

2) Chaque cOne convexe qui a une base bornée et fermée dans un espace
localement convexe est localement borné.

3) Chaque cOne convexe bien basé dans un espace localement convexe est
localement borné. La mécanique quantique axiomatique utilise des cOnes bien basés.

4) Chaque cdne convexe dans un espace normé est localement borné.
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4. Nous présentons maintenant quelques résultats globaux sur les valeurs pro-

pres pour des opérateurs non-linéaires dans les espaces localement convexes.

Lemme. Soit E(t) wun espace localement convexe réel est K < E un cbne

convexe saillant et fermé.

Si x,y e K et y= 0, alors il existe BO e R, BO > 0 tel que:
i) (V8
i) (W > B (x - vy ¢ K)

A

B (X - BY € K)

Demonstration. La démonstration se trouve dans l'ouvrage [9, b)1].

Dans les résultats suivants, la relation d'ordre utilisé€e sur 1l'espace E

est la relation d'ordre définie par le cbne convexe K .

Proposition 4. Soit E(1) un espace localement convexe réel, K c E un
cone convexe saillant, fermé et f : K » K un opérateur croissant. On suppose:
1) @ (@,8,Y)(@>0, y>8>0)@3y, y eK\{0})(¥Vt, §<t < y)(f(ty) zaty)
ii) (@x € K) tel que:
a) x-yy¢K,
b) f(x) <Axx, ol A >0,

c) Bysx, oi (B>0 et B=29)
Alors, o < A .

Démonstration. Nous supposons par absurde que A < a . Le lemme et les

hypothéses a) et c) impliquent: R <y .

Puisque f est croissant, de la relation i), utilisant c), nous obtenons:

f(x) 2 £(By) = aBy et l'hypothése b) implique: Ax 2 aBy .

Donc: x 2 (A—lu) *+ By et nous obtenons la relation:

i) x= AP e By ; VneN.

En effet, nous avons déja démontré la relation iii) pour n =1
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Nous supposons la relation iii) vraie pour n , alors a) et le lemme im-

pliquent: (A_l 178 <y

1

Puisque (A_lu)n > 1, il résulte: (A~ u)nB >R >¢§ et donc:

1

£(x) = £ o) "y) = u(k_la)nsy et la relation b) implique: Ax > a(k—la)nsy

d'ol nous obtenons que iii) est vraie pour tout n e N .

1

Mais alors, la relation iii), a) et le lemme impliquent: (A~ u)nB <Yy

n>1, ce qui est absurde. Donc nous avons o < A . //

Théonéme 3. Soit E(t) wun espace localement convexe réel, K < E un
cone convexe, fermé, normal, localement borné et p une semi-norme continue uni-
formément positive et croissante sur K . Soit re¢ R, T >0,

K. = {xe K| px) <r} et f: K. > K un opérateur complétement continu.

On suppose qu'il existe un opérateur g : K » K monoton croissant et mi-
norant pour f sur Kr tel que: (Ja e R)(o > 0)@3Y)(y € R)@y) (y ¢ K\{0})

1) (x e KJ(x - vy § K

i) (W (0 < t < y)(glty) 2 aty)

Alors, pour tout T, 0 < Ty < T, il existe X, ¢ K et Xr > 0 tels

o o

que: f(xr ) = Ar X, et p(xr ) =T
) oo 0

0 °

Démonstrhation. Soit 0 < ro<T et {en}neN une suite de nombres réels
telle que:
1) (¥n € N)(en > 0)
2) lim €, = 0.
n->o0
3) (Wn e N)(e, <v)

4) (meN(e, * PO <7 - 1)

Puisque y # 0 et p est uniformément positive sur K , on a:

p(y) > 0.

Si x e Kr > alors x + ey e Kr pour tout n e N parce que:
)
p(x + eny) < p(x) + enp(y) STyt (r-r)=r.
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Pour chaque n € N , nous considérons 1'opérateur £ K, » K compléte-
o
ment continu défini par fn(x) = f(x + any) ; VX € l(r
o
Puisque 1'opérateur g est croissant et minorant pour f , 1l'hypoth&se

ii) implique:
fn(x) = f(x + eny) > g(x + eny) > g(eny) z0E Y pour tout X ¢ Kr

Nous avons donc la relation suivante:

5) p(£,(x)) zae p(y) >0 ;5 VxeK,
(o}

Soit u, = {xeE| p(x < ro} et comme p est uniformément positive

_ o}

sur K , Ur n K est borné.
o

De la relation 5), il résulte que: O § £.6U. n K
o

Alors, utilisant le corollaire du Théoréme 2, il résulte qu'il existe

x, € K et An > 0 tels que: p(xn) =T, f(xn) = Anxn ; VYneN.

Nous avons aussi:

6) f(xn + Eny) = Anxn ; YneN.

De la Proposition 1, il résulte que 1l'ensemble K. est borné et f étant
compl&tement continu, nous obtenons que {A _x } est un ensemble borné, donc
n"n neN ’

{1} est une suite de nombres réels bornée.
n neN
11 existe alors M > 0 , tel que: (¥n € N)(An < M
Puisque 1'opérateur g est croissant et minorant pour f , nous avons:

(ne A x> glx +ey)™ g(x)

et

(¥n € N)(Anxn > g(xn + eny) > g(eny) > asny)

Nous utilisons maintenant la Proposition 4 en prenant: & =0, x = X

-1
A= An , B = Xn aE et nous obtenons: (¥Yn ¢ N)(An > o)
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Donc: (¥Yn e N)(0 < o < An < M) et utilisant la relation 6), la continui-

té, la compacité de 1'opérateur f et éventuellement des sous-suites, nous pouvons

- . . g L oas . s .
supposer qu'il existe: kr = lim An H llm(xn + eny) . Soit X, = lim X, - Evi
0 now N0 0 o
demment, p(xr ) = T, o< Ar <M et f(xr ) = lim f(xn + eny) = Ar x, et le
o o o e oo

théoréme est démontré. //

Theondme 4. Soit E(1) un espace localement convexe réel, K < E un cdne
convexe, fermé, normal, localement borné et p, une semi-norme continue uniformé-
ment positive et croissante sur K . Soit re R, >0, K. = {xe K| px) <1}
et f : K. + K un opérateur compl&tement continu. On suppose:

i) 1I1 existe un opérateur g : E > E monoton croissant et minorant
‘pour f .

i) (@s e R)(s < D(¥x e K)(Yt ¢ R, t > 0)(g(tx) = tg(x))

11}

iii) (Gue E)(u=v-w; v,w e K (-u{ K)@Ep e N)@a ¢ R) (a> 0) (g (u) 2 au)

Alors, pour tout O < o<, il existe X, e K et Xr e R, Ar >0,
0 o o

T T

tels que: p*(xr ) = L f(xr ) = A e X
o 0 0 0

Démons thation. Pour chaque n € N , nous considérons 1'opérateur:

- v.
fn(x) = f(x) + o VX € Kr .

L'hypothése iii) implique que v # 0 . L'opérateur fn est complé&tement

continu sur 1l'ensemble: aUr = {xeK | P.(x) = ro} . Puisque:
o

Pu(E, () = p (£ + D 2 p, B =L pw >0,

pour tout X € BUro , 11 résulte que: 0 * fn(aUro)

Le corollaire du Théoréme 2 implique qu'il existe X € BUr et An >0,
o

. - 103 v _
tels que: fn(xn) = ann , d'ou f(xn) tq T Anxn .

Comme p, est uniformément positive sur K , il résulte que aUr est
o

borné et comme f est complétement continu, nous pouvons supposer (&ventuellement

utilisant une sous-suite) que la suite {f(xn)}neN est convergente.
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. s . _ V. . ~
Soit y, = iiz f(xn) . De la relation Anro = p*(f(xn) + n) , 11 résulte
que la suite {An}neN est bornée.

Nous pouvons supposer que {An}neN est convergente (&ventuellement utili-

sant une sous-suite).

Soit Ar = 1lim An . Nous démontrons que: inf {An} >0 .
o n->® neN

En effet, Anxn = f(xn) = f(xn) + % > g(xn) + %-; ¥n ¢ N .

Donc: Anxn > g(xn) et x > L. v , pour tout n e N, d'ou:

n - n\
n
p p-1 p-2,,1+s lest...+sP7t
®) : g (xn) < g (Anxn) < g (An xn) < ... < An C X,

De la relation: x_ = L. v , il résulte que x_ 2 —l—~u .
n nAn n nAn

Le cone K étant normal, les intervalles en ordre sont bornés, d'old on

. ' . i . S .
obtient qu'il existe t, > 0 tel que: (xn > tnu) et (xn 2 tu ; ¥Vt > tn)

L'hypothése iii) implique:

P

p
(8) : gp(xn) > gp(tnu) = ti gp(u) > q . ti cu .

Les relations (6) et (§) dimpliquent:

p-1 P
A1+s+...+s e x 2q . ts Cu .
n ot n

La définition du t, implique:

SP
p-1
n <t d'ol X1+S+"'+S . 5 Vn e N.
p-1 n n
1+s+...4s t1—5
n

at

A

Mais, la suite {tn}neN est bornée, parce que si on suppose que
{tn} > +o de la relation x = t u , nous obtenons (utilisant que p, est unifor-
X
mément positive sur K) que: EB} + 0, donc u<0 (K &tant fermd), ce

n
qui est absurde.
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Donc, infA_> 0, d'od limA_=A_ > 0
n n T
neN joga o)

Alors {x_}

) neN (éventuellement une sous-suite) est convergente. Soit

x_ = lim x_ . Evidemment, x_ € 93U et f(x_ ) = A_ X et le théoréme est
n T T T rr
0 M o 0 o oo

démontré. //

Conollaire. Soit E(T) wun espace localement convexe réel, K< E un
cdne convexe fermé normal et localement borné. Soit g : E -+ E un opérateur com-
plétement continu, positif, monoton croissant et homogéne d'ordre s < 1 sur le
cone K . S'il existe pe N, ae R, a>0, u=v-w; (v,we K) tels que

-u ¢ K et @) = au .
Alors il existe A >0, xe K, x=# 0, tels que g(x) = Ax . //
Soit E(t) wun espace localement convexe réel et K c E un cOne convexe.

Déginition 3. Un opérateur f : K > K s'appelle stnictement positif sur
K si: v{x} une suite d'éléments de K , la relation f(xn) -+ 0 implique

n neN

1'existence d'une sous-suite {xn } de 1la suite {xn} convergente vers zéro.
k

Remarques .

1) Un cas particulier de cette notion a &té utilisé par H. Schaefer dans
1'ouvrage [12].

2) Un opérateur uniformément positif au sens de Krasnoselskii [9, a)] est

strictement positif.

Théondme 5. Soit E(t) un espace localement convexe réel, K < E un

cdne convexe saillant, fermé, normal et localement borné.

Si f : K~» K est un opérateur complétement continu et strictement posi-
tif, alors pour tout c¢ > 0 , il existe 'Ac >0 et X, € K tels que:

f(xc) = Acx et p(xc) =c, ol p est une semi-norme uniformément positive

C

sur K .
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Démonstration. Soit y e K\{0} et ce R, c >0 . Nous considérons
1'opérateur fc : K> K défini par: fc(x) = f(x) + |c - p(x)|y . L'opérateur fc

est complétement continu.
Nous pouvons démontrer la relation suivante:
(y) : inf{p(f(x)) | x e K, p(x) 2 3 ¢} =€ >0 .
En effet, si nous supposons que:

inf{p(£f(x)) | x e K et p(x) 2 3¢} =0,

alors il existe une suite {xn} c K telle que: p(xn) >} ¢ pour tout ne N et

p(f(xn)) > 0 et puisque f est strictement positif, il r@sulte qu'il existe une

sous-suite {x_ } < {x } telle que lim x_ = 0 , ce qui est impossible.
n n n
k ks Tk

Le cdne étant normal, nous pouvons supposer que la semi-norme p est mo-
notone croissante sur K donc nous avons:
inf p(£ (X)) 2 inf sup{p(£(x)) , |c - p(x) PN}

xeK
inf{e , $ cp(y)} >0 .

v

Donc, 1'opérateur:

c £ (x)
g (x) = —c
™) 7 BE. N

est bien défini, il est continu et il applique 1l'ensemble K n {x | p(x) < c} dans

un ensemble compact.

Le théoré&me Tichonoff-Singbal implique qu'il existe
x, € Kn {x | p(x) < c} tel que: x, = g (x)
p(£,(x)
Nous avons: p(xc) = ¢ et si nous posons: Ac = nous obtenons

f(xc) = Acxc , ce qui démontre le théor&me.

Remarque. Un cas particulier du Théor&me 5 est démontré par H. Schaefer

dans 1l'ouvrage [12]. //
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