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RELATIONS ET CARRES EXACTS

René Guitart

Le but de ce texte est de jeter un pont entre logique et homologie, en
exposant le calcul de l'exactitude (et ses liens avec le calcul des relations) dans
une 2-catégorie symétrique (section 3) et dans une Yoneda-structure uniforme
(section 4) en général, mais d'abord en traitant le cas particulier de la 2-caté-

gorie CAT (section 1).

Dans la section 1, nous introduisons le concept de cané exact dans une
2-catégorie représentable (cf. H. §1.4) et donnons dans le cas de la 2-catégorie
CAT une série de conditions &quivalentes (critére du zig-zag, critéres locaux,
critdres de comparaisons aux commas,ou aux co-commas, critére de la multiplication,
critére de préservation des extensions inductives ponctuelles, critére de préserva-
tion des extensions projectives ponctuelles, r&gles de composition, de dualité,
d'exponentiation). Nous voyons alors que ces carrés exacts sont une généralisation
commune 4 toutes les situations suivantes: suites exactes usuelles, suites exactes
de Jaffard-Poitou; carrés exacts de Hilton dans une catégorie abélienne; extensions
absolues, limites absolues, foncteurs opaques, copleinement fid&les ou riches; ad-
jonctions partielles (i.e. reldvements absolus), adjonctions, foncteurs pleinement
fid8les; carrés commas et co-commas. La fin de la section 1 indique pourquoi il
nous semble préférable maintenant dans 1'étude de 1l'exactitude dans Ab de consi-
dérer Ab comme sous 2-catégorie (sans 2-morphismes) de CAT , et de calculer

dans CAT .
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~

A la section 2, on pose le probléme de 1'analyse des 1€seaux exacts, i la
section 3, on indique une possibilité de solution de ce probléme par des 'calculs
de relations'; on observe que les diverses maniéres d'aborder le 'calcul des rela-
tions" (Benabou, Guitart, Hilton, Meisen, Street-Walters, Coppey) induisent chacune
une notion d'exactitude, et que réciproquemment, toute notion d'exactitude détermine

une congruence sur une bicatégorie de spans, qui en quelque sorte la représente.

A la section 4, on définit et on caractérise les carrés exacts dans une
yoneda-structure au sens de Street-Walters [26] et on souligne la possibilité de
définir dans ce cadre les catrnés ponctuels. C'est probablement quand on aura bien
saisi les liens entre carrés exacts et carrés ponctuels qu'on pourra construire

une approche axiomatique solide de 1l'exactitude dans les 2-catégories.

A la section 5, nous définissons les fonctewrs opaques, exposons leur lien
avec les extensions absolues et avec les carrés exacts, et montrons leur rdle vis-
d-vis de la Categorical Shape Theory de Deleanu-Frei-Hilton (voir A. Frei [7]) et
vis-d-vis des extensions de Kan de Théories cohomologiques (voir J.L. Mac Donald
[20]). Ce sont en fait les résultats obtenus en premier [10], car pour aboutir
aux carrés exacts, nous sommes partis des limites absolues de R. Paré [23], nous
sommes passés par la condition de Beck-Chevalley [4] et le théoréme du zig-zag
d'Isbell [13], et n'avons que tardivement observé le lien de ces questions avec
les carrés exacts dans les catégories ab&liennes (au sens de Lambek [18], Mac Lane,
Brinkman-Puppe, Hilton [16]), ce qui a suggéré les définitions H et M de la

section 1.

Une version préliminaire de ce texte a €té mise en circulation en mai

1978, exposée a Oberwolfach en aofit 1979 [12].

On trouvera des prolongements (carrés exacts dans Ens, dans Gr, extensions
des méthodes aux 2-catégories non-représentables) dans van den Bril [28], des ap-

plications d la déduction dans [13], aux catégories avec modé€les dans [29].
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0. NOTATION

On appelle carné dans une ?2-catégorie la donnée de quatre objets
A,B, X, Y, de quatre 1l-morphismes S : A->- X, T:A~->Y, U:X~>B,
V:Y~>B, de un 2-morphisme ¢ : U+ S>>V e+ T . Un tel carré sera désigné par

la figure

_
X i B

On emploiera aussi les trois &critures condensées

T
S— Vv,
¢ U
(U, T;0
S ) s

¢ : US>V -T.

1. EXACTITUDE DANS LA 2-CATEGORIE CAT

1.0. La bicatégorie des bimodules [ou profoncteurs, ou distributeurs]
est notée BIM , et la composition y est notée ® . On sait (voir [2], [8],
[15], [27]) que le plongement CAT - BIM : Fw» [+,F-] est 2-plein, que
F~ [«,F-] 4 [Fe,-] = :Fo, de sorte que si ¢ : U+ S >V +« T est un carré dans

CAT , il détermine un 2-morphisme de BIM $ 1 seT1° j,Uo ® V , avec

$x y(a) : X[x,Sal x Y[Ta,y] - B[Ux,Vy]
)

(m,n) » Vn - e, Unm .

1.1. Définition. Un carré ¢ : U+ S >V « T de CAT est dit exact ssi

~

BC : Qo : X[+,S-1® Y[T(+),-]1 = :S®T° » 0% ®V: = BLU(*),V(-)]
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est un isomorphisme.

1.2. Théordme (critdre du zig-zag).

(o]

1° Vu la valeur de § et la composition ® s'effectuant 3 1'aide de cofins [19],

¢ exact équivaut a:

BC' : yxe X , VyeY , les $ (a) induisent un isomorphisme
— o o X,y

a
: J X[x,Sal] x Y[Ta,y] > B[Ux,Vy]
X,y

62

2° Vu le calcul des cofins par colimites [21], ¢ exact équivaut a:

BC" : Vxe X_, VYyeY , les $ (a) induisent un isomorphisme
— o o X,y
B,y @ UnlT vy > A XES-T Brsy 3 1B ux,vyd

Et, de maniére symétrique, on obtient 1'€quivalent:

BC"P : yx e X, » WyeY , les $x y(a) induisent un isomorphisme

op  op MTPCIYD
lim[ (x48)%P = A°P = " " | Ens] ¥ B[Ux,Vy]
5

Ty
3° Puisque 1lim = mK dis [14], on peut expliciter 2°, et ¢ exact équivaut a:
ZZ : i) Vx e Xo , Vy e YO , Vp : Ux->Vy e B, il existe
a,m: x > Sa , n: Ta-»>y,

avec Vn - ¢y ° Umn = p .

ii) Pour tout (a,m,n) , (E;E;ﬁj tels que

vn - +Un=Vn +» ¢g— » Um, il existe un zig-zag
Pa Pa

t t t

I\ N

dans A tel qu'en lui appliquant T et S il existe des lanternes comme sur le

dessin ci-aprés:
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Ux

USa USa

VTa VTa

1.3. Théonéme. (critéres locaux).
1° ¢ exact équivaut, grice & ZZ , a4 la condition LI (local initialit&) ou &

la condition LF (local finalitg)
X+ S->0Ux ¢V est initial .
LF : yeY , T+vy->U¢v¢ Vy est final .

2° Pour tout P ,Q, x:P>X, y:Q-Y, on considére

xVy > »Q
¢

it | coma 7|y

v / v

A T Y
comma S \

v L

P 3 — X T » B

et x ¥y :xVy->Ux+ Vy le foncteur induit.
@ ¢
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Si ﬂo(x ¥ y) est une bijection, on dit que ¢ esf exact en (?) , et on écrit:
@

(;) k¢ . Alors ¢ exact équivaut a:

TV IVP,Q, ¥x:P-X, ¥y:QoY, (’y‘)»=q>

1.4. Théondme (critdres de comparaison aux commas, aux CO-commas).

On désigne par

le carré comma de U et V , et par ® : A>U+ V 1'unique morphisme tel que

a9 =9

Pour tout Z, P :X->2Z, Q:Y->Z, ona

CAT(PdO,le)EEEEE BIM(dodg,PoQ) == gmM(°v, P°Q)
b ? - lp,q ?
T~ )

CAT(PS,QT) BIM(ST®,P°Q)

oll ZP,Q o et ZP,Q ¢ désignent les foncteurs composition avec 9 et o

Puisque tout bimodule peut, dans CAT , s'écrire sous la forme POQ ,

~

ZP,Q @

d'aprés le lemme de Yoneda, $ est un isomorphisme ssi les applications

sont bijectives, si bien que ¢ exact équivaut a:
H:v¥Z, VP :X~>Z, V¥Q:Y~>2Z, l'application
ZP’Q ¢ : CAT(Pd_,Qd;) = CAT(PS,QT)

est bijective.
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On a évidemment un crit@re analogue g?p avec les co-commas. Une 2-
catégorie K représentable et co-représentable ol H <=> ﬂ?p sera dite symétrique.

C'est le cas de CAT .

1.5, Déginition., Dans une 2-catégorie K , on appelle carné multiplica-
t
tif la donnée d'un carré ¢ : s—— —Vv et, pour tout R, Q , p: R~ X,
u
q:R>Y, £f:X>Q, g:¥Y>Q, a:usp+veq, B :fe+ss>get, la

donnée d'un 2-morphisme B & o : f+ p-> g+ q , avec les conditions
¢

unitarité: B®oe=B, o®a=oa, Yo, VB .
) ]

bilinéarité: (bR) ® (na) = b(B®d)a , VYa : R' > R, V¥b :Q->Q'

Si K posséde des objets commas et co-commas, la donnée de ® revient,
d T ¢
avec do-————»V comma et S—— i, co-comma, a la donnée d'un
U

k/’

o

® io . do > i1 . d1 tel que

S
S,

et alors B®a =0+ ®-a .
¢

Dans une catégorie K (vue comme 2-catégorie sans 2-morphismes) on re-

trouve les carrés exacts de Grandis [9].

Si K=CAT, ® : 1 e+« d - i, « d, revient 3a la donnée de
o o 1 1

~ 0. o 0L L . .0
® @ uv = dodl > i, = s t

avec, pour tout o , B,
% ®eg =0 et o % B =7

Mais, comme p - qo est un bimodule général, ainsi que £ . g , on peut prendre

P*q =u v, o=s s fo e g=5- to , % =1, et il vient ® = @ , et o
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exact. On observe directement avec H que si ¢ est exact, on a la structure

multiplicative v ® p = (Ef g Jﬁ_l(v) U . D'oii:
(P b
1.6. Théorlme (critére de la multiplication).

M: Uncarré ¢ : U+ S~> VT de CAT est exact ssi il poss€de une

structure ®@ de carré multiplicatif (et alors & est unique, donnée par © = ¢ )

1.7. Theonéme (critére de préservation des extensions inductives ponc-

tuelles) .

PP : Un carré ¢ : U+« S~V -+ T de CAT est exact ssi, pour toute ex-

tension inductive ponctuelle,

(voir [21], [25]), le triangle composé

S

est encore une extension inductive ponctuelle. En effet, soit G : Y > Z . D'aprés
H pour ¢ , on a NAT(FS,GT) NAT(FdO,Gdl) , et par hypothése sur B , on a
NAT(FdO, Gdl) ~ NAT(RV,G) . Donc Rp * B8S : FS > (RV)T est une extension, et

c'est une extension ponctuelle, grice au théoréme 1.6.
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Pour la réciproque, BC" signifie que VYx e X0 , le diagramme

A—T v

S [0) Vv
—_—
X 1] B
[x,-] ix [Ux,-]
—h
Ens

avec ix(x‘) : [x,x'"] » [Ux,Ux']

f » U((f)

est une extension ponctuelle. Pour conclure, il reste a voir que [ux,-] est

extension ponctuelle de [x,-] 1le long de U .

1.8. Theoneme (régle de composition).

D'aprés BC , dans CAT , les carrés exacts se composent horizontalement,

ou verticalement,

1.9. Théoréme (régle de dualisation).

Dans CAT , on a:
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op
D: A T .y AP ST xOP
Sl [0) }V exact <=> T°P wop u°P exact
X — &8 yoP ' %P
U VOP
En effet, cela est &évident sur les critéres ZZ , H ou M . Sur la définition de

Street, on voit que A : G+ V-~ F est une extension projective ponctuelle ssi
AP . E%P 5 PP . v°P est une extension inductive ponctuelle, et alors en appli-

quant le principe de dualisation D et PP , on obtient:

1.10. Théondme (critére de préservation des extensions projectives ponc-

tuelles).

PP* : Un carré ¢ : U+ S>>V« T de CAT est exact ssi, pour toute ex-

tension projective ponctuelle
Y

v\‘

B/

le composé

F
x( E,
G
A -_———E;————»Y
|
x——————sa/
est une extension projective ponctuelle.

Dans toute 2-catégorie avec commas et co-commas H => PP et H => PP* ;
cela vaut pour CAT et pour cat®® . si 1'on appelle relé&vement inductif (projec-
tif) co-ponctuel dans CAT une extension inductive (projective) ponctuelle dans

cat®P .



~
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G
2
&~
N
~r
¢
j—
—
(93]

1.11. Th&€oréme (conditions de préservations).

Si dans CAT, ¢ : U+« S>V .+ T est exact, alors

PP : ¢ préserve les extensions inductives ponctuelles sous U .
pp* : réserve les extensions projectives ponctuelles sous V .
0 ¢ J

nnop . PO TR 1. SRR . PP I o DU PR ISNP [N m
rr . (P Pltﬁbb‘lvv 1ES ICLCVCHCNLS 1nducCillis LU-FUHLLUU.LD Sur 1

Bgfop : ¢ préserve les relévements projectifs co-ponctuels sur S .

pPp*
Xe——o 3B —

Y

1.12. Deginition. Dans une 2-catégorie K , on appelle cané exact fort
t
[resp. cané exact absolu] un carré ¢ : s ——pv tel que pour tout X e K, »
u
K[X,p] soit exact dans CAT [resp. pour tout 2-foncteur ¢ : K-+ L , &(p) est

exact dans L]

1.13. Théonéme (régle d'exponentiation).

Dans CAT un carré est exact ssi il est exact fort.

1.14. Exemples (dans CAT)

En appliquant les critéres précédents BC , BC' , BC" , §gﬂ°p , 2Z , LI , LF ,

HOV , H, 1P , M, PP, PP* (tous équivalents dans CAT) et les ré&gles de compo-

sition, de dualisation, d'exponentiation, on obtient immédiatement les exemples

suivants:
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1
1) 1: 1«7;—>1 et 1 : F——I——>F sont exacts (&vident avec M ).

D'apr@s Street [25], cela équivaut au lemme de Yoneda; on appellera ces carrés des

carnls Yoneda.

d
2) Un carré comma a : d0~—G—D-V est exact.

T
3) Un carré co-comma b : S —T——bil est exact.
o
1 . . ga
4 1:1 - F est exact ssi F est pleinement §idéle.
F ) ; s
5) 1 : F—1 est exact ssi F est co-pleinement §idéle.
1
L : , .
6) e :1 ~7r—> U est exact ssi L —U(e,?) (adjonction) .
1 . . )
7) n:U—s1 est exact ssi L—U(?,n) (adjonction).
L .
L . . -
8) e :1 —17—>IJ est exact ssi L ~;7—4 U(e) (i.e. L est adjoint par-
fief le long de Y & U).
T o .
9) ¢ : S-—I—a-v est exact ssi (V,p) est extension inductive absolue

de S 1le long de T [cf. §5.1].

T
10) o : s——U—>1 est exact ssi (U,p) est extension projective absolue

de T 1le long de S .

1.15. Lien avec L'exactitude dans Ab .

o

1 Les conditions H et PP et M ont un sens dans toute 2-catégorie représen-

table; et sont non-&quivalentes en général. A fortiori dans toute catégorie (vue).

o " . . . sz
2 Comme 2-catégorie sans 2-morphismes autre que les identité&s sur les 1-mor-

phismes, H et PP ont un sens. Ainsi (voir Hilton [16]) dans Ab un carré

/

B

[§]

est exacte au sens H ssi la suite A X B est exacte en X .
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o 0A
37 Puisque Ab - CAT , le carré ci-dessus 1 : S—-—-———OOB peut &tre regardé comme
U
carré dans CAT ; il est exact dans la 2-catégorie CAT ssi A+ X> B> 0 est

exacte en X et en B .

4° Le calcul de 1'exactitude dans CAT est donc un élargissement de celui fait

dans Ab ; dans cet esprit, les carrés exacts absolus (e.g. les adjonctions, les
carrés Yonedas) (cf. 1.12) généralisent les suites exactes scindées, et ¢ repré-

sente 1'homologie du carré o

2. RESEAUX EXACTS D'UNE 2-CATEGORIE SYMETRIQUE

2.0. Dans une 2-catégorie comme BIM , les formules ¢ : s » t2> % « v

o o
avec t 4t , u+4u (ou ¢ : tyrs>v. u, avec to 4t, u, - u) , sont
des formules d'échange entre '"2-fractions" (ou '"2-co-fractions'") droites et
gauches. Dans cette perspective d'un calcul de fractions 2-dimensionnels, les

réseaux exacts correspondent aux foamules d'échange d'ordres supériewrs, comme par

1 a ~ o 0\’ M . . . o e . . .
exemple ci-apreés (®1u2V2) . (slt1¢2) P8y t1 s, ty > u v u, v,

2.1. Déginition. Dans une 2-catégorie symétrique (cf. 1.4) K , on dira

. 4 )
que la figure [¢1 S V) 5 9, ¢ 52~————)V2] R
u u
1

/\ /\

est un 4dseau exact en (Xl,Yz) ssi la figure complétée,
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AN

mma

/>
(N

VAN
\ v

omma

/:-:\
\

- o ~ ~
est un carré exact (au sens H ou E_p) . [De méme un réseau-plan plus complexe
sera dit exact si en le complétant '"aux places vides'" par des petits carrés commas

ou co-commas, on obtient un grand carré exact.] En particulier si ty A1 > X5,

9, sera dit t-exact (ou exact en t ) ssi [l-%+ 1, ¢2] est exact en (Al,YZ)
t

Si 1 :t——1 est t-exact, on dit que t est opaque [cf. §5.2].
1

2.2. Remarque. La caractérisation des réseaux exacts dans Ab ou dans
CAT est immédiate grlce au calcul des relations additives dans Ab et au calcul
des bimodules dans CAT . Pour une 2-catégorie symétrique quelconque, on devra
utiliser un 'calcul de relations'" adéquate, décrit & la section 3. Pour une 2-

catégorie avec Yoneda-structure, voir un calcul & la section 4.

3. CALCULS DE RELATIONS versus TYPES D'EXACTITUDES

o
J

3.1. Si 1'on dispose de deux 2-foncteurs ﬂi:,"[EOP tels que
J

VX € Ko , J°x = JX , on peut définir un carré exact de (K,J,JO) comme un qua-

druplet (s,t,u,v) de K tel que
Js + 3%t = % .+ Jv .

3.2. Réciproquement, soit [E une classe de carré de K . On note

Span K 1le systéme multiplicatif ayant pour termes les spans Xe2— R —El-o Y de

K , et oli la composition est définie — & isomorphismes pr8s — par
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(S;¢,d) + (R;a,b) = (b¥c ; asc' , d*b') ,

1
avec c'..g_, ¢ un carré comma.

On désigne par EE la plus petite €quivalence sur Span K telle que
Span K/EIE soit une bicatégorie et telle que (A;p,q) EE (B;r,s) d&s que 3u,v ,
o :u*p>veqeE, B:ue1r~>Vvescel[E . En supposant que [E contient les

carrés-Yoneda, on retrouve une situation du type 3.1.

3.3. Theondme.
1° Suivant 3.1 et 3.2, 3 chaque 'calcul de relations" sur K , on sait associer
une '"motion d'exactitude'" dans K , et inversement si [E est une classe de carrés

décrétés exacts de K , on construit un calcul de relations avec Span K/EIE
2° Avec E = H(@K) , la classe des carrés exacts au sens H , on démontre que

Span(Ab)/EH(Ab) ~ Rel Ab

et

Span(CAT)/EH(CAT) ~ BIM .

~

(On sait qu'inversement, H(Ab) et H(CAT) se décrivent par 3.1 4 partir de

Rel Ab et BIM respectivement.)

0o

3~ Dans le théor&me 3.4 de 1'article de Meisen [22], on peut prendre

Homx,(X,Y) = Fix(CX Y) avec C le triple induit sur Span(X,Y) par 1'adjonc-

X,Y

tion
[co-comma : Span(X,Y) - co-Span(X,Y)] - [comma : co-Span(X,Y) - Span(X,Y)]
Si K = Ab, on obtient X' = Rel Ab . Si K = CAT , on obtient X' = BIM .

3.4. En fait, diverns caleul de nelations de La Littérature sont de La
gorme  Span K/R [voir 'Monades involutives complémentées", pp. 35, 41, cité dans
[111]. Ainsi sont les relations associées aux décompositions de Coppey [5] sur
K , les constructions par Meisen [22] de Pull (K) et de RelM ol (E,M) est une

décomposition de Kelly, et les relations dans les Yoneda-structures uniformes (§4).
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3.5. Pour une catégorie K , soit REL(K) 1le quotient de Span K par
(R;a,b) ~ (R';a',b') ssi 3Ju, 3Iv avec a+u=2a, beu=>b", a'e+«vs=a,

b' - v=>b.
La notion de carré exact correspondante est celle de carré semi-cartésien.

On obtient aussi les carrés semi-cartésiens comme les exacts d'un topos
s

relativement 3 son calcul usuel de relations. Cela vaut bien sir pour Ens , ol

la condition H a un sens différent.

4. CARRES EXACTS ET PONCTUELS DANS LES YONEDA-STRUCTURES UNIFORMES

4.0. Soit K une 2-catégorie munie d'une Yoneda-structure au sens de
Street-Walters [26] (voir aussi [25]) c'est-a-dire d'un idéal i droite
Ad < K; =K de fléches '"admissibles'", et de la donnée pour tout A ¢ Ado d'un

morphisme ''de Yoneda" YA : A > PA jouissant de la propriété que pour tout

f:A~>B de /Ad il existe un diagramme

A £ o
v, \ xf /B(ED
—

PA

tel que Xf présente B(f,1) comme extension inductive de YA le long de f |

tel que Xf présente f comme rel@vement absolu (= adjoint partiel) de Ya a

travers B(f,1) , et tel que, pour tout k : B> PA et o : B(f,1) >k , 0 soit

7

un isomorphisme ssi (of) - Xf présente f comme rel@vement absolu de YA

travers k . Alors Street et Walters montrent que

détermine un pseudo-2-foncteur P , et que de plus, si j : A+ B est tel que

A, B et B(j,l1) soient admissibles, alors Pj— VYj , avec

PA(B(j,1),1) = vf .
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Exemples: CAT , V¢ CAT , CAT(E) pour E topos.

4.1, Définition. On appelle Yoneda-structure uniforme sur K une Yoneda-
structure comme ci-dessus (4.0) au sens [ 26] telle que, de plus,

- les extensions Xf sont ponctuelles;

- pour tout g : B~ PC, il existe Z , B__b—; Z.__C—pc avec

g: P(c) . YZ' b .
Exemples: CAT , les cosmos uniformes de [ 25].

4.2. Deginitions.
t
1° Un carré ¢ @ S—»Vv est dit admissible si s , t , ue Ad , si
u
X(s,1) ¢ Ad , si Ps a un adjoint & droite 3Js . Alors ¢ détermine

$ :3s e Y(t,1) > B(u,1) » v "comme' dans le cas de CAT et des bimodules (§1).

2° si ¢ est admissible, ¢ est dit exact ssi gl_# :$ est un isomorphisme.

3% si ¢ et ¢ sont admissibles, ¢ est dit Y-ponctuel ssi § est exact.

4.3. Théorlme.
1° Dans une 2-catégorie K avec Yoneda-structure, un carré ¢ admissible est

exact (§£#) ssi 11 satisfait

E_I_’_# : le diagramme Ao Y

PX

présente B(u,l) * v comme extension inductive de YX * s le long de t .

0o

2 Si la Yoneda-structure est uniforme, alors ﬂ# <=> H , pour les carrés ¢ tel

que u soit admissible.
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3% Les adjonctions partielles et extensions absolues sont (comme dans le cas de

CAT) des carrés exacts (gg#)

5. FONCTEURS OPAQUES, EXTENSIONS ABSOLUES, ET APPLICATION A LA PRO-LOCALISATION

5.0. En fait, 3 l'origine de notre définition et de notre &tude des car-
rés exacts comme ci-avant aux sections 1 & 4, il y a 1'étude de la th&se de Paré
sur les limites absolues [23] et les caractérisations des extensions absolues don-

nées en [10] (et reprenant partiellement des résultats de Thiébaud [27] et de

Harting [15]).

5.1. Déginition. On appelle extension Linductive absolue un diagramme

dans CAT

F

=

D
®
—>
A

tel que, pour tout foncteur H : Z ~ K, le composé Hp est une extension de Kan

inductive (HR ~ LanJ HF)

5.2. Deginition. Un foncteur P : A > B est dit opaque si VA,A' ¢ A,

Vb : PA > PA' ¢ B, il existe un zig-zag
A/\/ ...\A'

dans A , dont 1'image par P s'incorpore d une lanterne de, la forme
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5.3. Theoxrdme (extensions absolues versus foncteurs opaques).

0 . . .
1° ¢ est une extension absolue ssi ¢ est une extension ponctuelle et se calcule

par colimites absolues, ou encore ssi YonZ * ¢ est une extension.

° Comme dit au §1.14 (avec 1.1), ¢ est une extension absolue ssi ¢ : F _3;_>R

1
. ~ . . . -~ . . -~
est exact, i.e. ¢ isomorphisme (dans ce cas, le critére de zig-zag et les crité-

2

res locaux prennent des formes plus spéciales (voir [10])).

d

o . . 1 P .
est une extension absolue ssi, avec do____;.F carré comma, le foncteur in-
U

3

duit J - dl ¥+ Y > Z+ R est opaque surjectif sur les objets.

4° Comme dit au §2.1, P : A> B est opaque ssi le carré

Py P » A P » B
comma Pl
Y /
A . 7 » B B

est exact, i.e. (cf. §1.1) ssi P @rfp :PPepPep’y P° est un isomorphisme, ou

encore ssi le pro-cotriple sur B associé & P (voir [15], [27]) est idempotent.

(¢}

5° Si B, est la sous-catégorie pleine de B ayant pour objets les P(A) ,

.

A e Ao , P opaque équivaut a:

—_—
A Bp

| oo

extension inductive absolue.

6° P est opaque ssi P =T o Q avec T pleinement fidéle et Q co-pleinement

fidéle.

7° Grace au théoréme du zigzag d'Isbell, si P est bijectif sur les objets, alors

P opaque <=> P &pimorphisme de CAT .
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5.4. Déginition. Un foncteur P : A > B sera dit consistant s'il satis-

fait la "condition C" de Frei [7] ce qui, suivant [16], p. 241, équivaut a:
. P
[ ~
C' :VAe A , P(A) o lim[(P(AMP)—»A.___.pg] s

et ce qui, avec Linton [19], revient 4 dire que ex 9P ost pleinement fiddle sur
q q Pp P

les paires (B,P(A))
5.5. Définition. Un foncteur P : A > B sera dit tads niche ssi
TR : VA,A' ¢ A, Vb : P(A) ~P(A') ¢ B, BA*I‘_V.E_;A‘ dans A
tel que P(r)_l existe et que b = P(r') - P(r)—l .

5.6. Thé&ondme (conditions de pro-localisations).

1 Pour tout foncteur, on a:
trés riche => riche (Hilton) => opaque => consistant (Frei) ,
les réciproques étant fausses en général.
Un foncteur opaque est consistant ef co-consistant.
Si L+4U, alors U opaque <=> L opaque .
4 Si L -4 U, alors pour U les quatre notions de 1° sont équivalentes.

5.7. Remarque. Un autre usage important des foncteurs opaques est le
suivant: Mac Donald [20] démontre que 1'extension de Kan de théories cohomolo-
giques peut se faire le long de foncteurs riches; en fait, cela peut encore se

faire le long de foncteurs opaques (et plus généralement avec des carrés exacts.
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