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RELATIONS ET CARRÉS EXACTS 

René Guitart 

Le but de ce texte est de jeter un pont entre logique et homologie, en 

exposant le calcul de l’exactitude (et ses liens avec le calcul des relations) dans 

une 2-catégorie symétrique (section 3) et dans une Yoneda-structure uniforme 

(section 4) en général, mais d’abord en traitant le cas particulier de la 2-caté- 

gorie CAT (section 1). 

Dans la section 1, nous introduisons le concept de catche exact dans une 

2-catégorie représentable (cf. H. $1.4) et donnons dans le cas de la 2-catégorie - 

CAT une série de conditions équivalentes (critère du zig-zag, critères locaux, 

critères de comparaisons aux commas, ou aux co-commas, critère de la multiplication, 

critère de préservation des extensions inductives ponctuelles, critère de préserva- 

tion des extensions projectives ponctuelles, règles de composition, de dualité, 

d”exponentiation) . Nous voyons alors que ces carrés exacts sont une généralisation 

commune à toutes les situations suivantes: &kW UackU usuelles, suites exactes 

de Jaffard-Poitou; carrés exacts de Hilton dans une catégorie abélienne; extensions 

absolues, limites absolues, foncteurs opaques, copleinement fidèles ou riches; ad- 

jonctions partielles (i .e. relèvements absolus), adjovztiuti, foncteurs pleinement 

fidèles; carrés commas et co-commas. La fin de la section 1 indique pourquoi il 

nous semble préférable maintenant dans l’étude de l’exactitude dans Ab de consi- 

dérer Ab comme sous 2-catégorie (sans 2-morphismes) de CAT , et de calculer 

dans CAT . 



104 

A la section 2, on pose le problème de l’analyse des ~~&YXCCX exact& à la 

section 3, on indique une possibilité de solution de ce problème par des *‘calculs 

de relations”; on observe que les diverses manières d’aborder le “calcul des rela- 

tions” (Benabou, Guitart, Hilton, Meisen, Street-Walters, Coppey) induisent chacune 

une notion d’exactitude, et que réciproquemment, toute notion d’exactitude détermine 

une congruence sur une bicatégorie de spans, qui en quelque sorte la représente. 

A la section 4, on définit et on caractérise les carrés exacts dans une 

yoneda-structure au sens de Street-Walters [26] et on souligne la possibilité de 

définir dans ce cadre les cattrt& pancti&. C’est probablement quand on aura bien 

saisi les liens entre carrés exacts et carrés ponctuels qu’on pourra construire 

une approche axiomatique solide de l’exactitude dans les 2-catégories. 

A la section 5, nous définissons les @ZC&UU opaquQn, exposons leur lien 

avec les extensions absolues et avec les carrés exacts, et montrons leur rôle vis- 

à-vis de la Categorical Shape Theory de Deleanu-Frei-Hilton (voir A. Frei Ci’]) et 

vis-à-vis des extensions de Kan de Théories cohomologiques (voir J .L. Mac Donald 

WI) l  Ce sont en fait les résultats obtenus en premier CiO], car pour aboutir 

aux carrés exacts, nous sommes partis des limites absolues de R. Paré [23], nous 

sommes passés par la condition de Beck-Chevalley [4] et le théorème du zig-zag 

d*Isbell [13], et n’avons que tardivement observé le lien de ces questions avec 

les carrés exacts dans les catégories abéliennes (au sens de Lambek [18], Mac Lane, 

Brinkman-Puppe, Hilton CIO]), ce qui a suggéré les définitions H et M de la - - 

section 1. 

Une version préliminaire de ce texte a été mise en circulation en mai 

1978, exposée à Oberwolfach en aoQt 1979 [12]. 

On trouvera des prolongements (carrés exacts dans Ens, dans Gr, extensions 

des méthodes aux 2-catégories non-représentables) dans van den Bril [28], des ap- 

plications à la déduction dans [13], aux catégories avec modèles dans 1291. 
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0. NOTATION 

On appelle ag dan4 une Z--cti@ti~ la donnée de quatre objets 

A , B , X , Y , de quatre l-morphismes S : A -+ X , T : A -+ Y , U : X -+ B , 

v : Y+B, de un 2-morphisme cp : U l S -+ V l T . Un tel carré sera désigné par 

la figure 

S 

: 1 

9 

( 

V 

X U B 

On emploiera aussi les trois écritures condensées 

T 
cp : s-v, 

U 

WT;cp) s-v, 

cp : ue S-+V*T. 

1. EXACTITUDE DANS LA 2-CATÉGORIE CAT 

1 .o. La bicatégorie des bimodules [ou profoncteurs, ou distributeurs] 

est notée BIM , et la composition y est notée @ . On sait (voir [23, [8], 

[lSJ, r-271) que le plongement CAT -f BIM : F » [*,F-1 est 2-plein, que 

F= [*,F-] + [Fe ,-] = :F”, de sorte que si cp : U l S -+ V l T est un carré dans 

CAT , il détermine un 2-morphisme de BIM ; : S@T";Uo@3V , avec 

TX ,(a) : X[x,Sal x YCTa,yl -+ BCUx,Vyl 
9 

: (m,n) w  Vn l cp a l Um . 

Un carré cp : U@ S+V*T est dit exact ssi 

X[yS-] & ~[T(O),---J = :S @ TO +- U" Qp V: = BIU("),V(-)I 
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est un isomorphisme. 

7.2. , ThgUh&??e (critère du zig-zag). 

l0 Vu la valeur de $ et la composition s'effectuant à l'aide de cofins Cl91, 

exact équivaut à: 

BC' : yxc x 0 ' vy E Y 0 ' les ;P 
%Y 

(a) induisent un isomorphisme 

a 
TX y : 9 i 

X[x,Sa] X Y[Ta,y] 5 B[Ux,Vy] . 

2O Vu le calcul des cofins par colimites [21], cp exact équivaut à: 

BC" : vx E x 0 ' vy E Y 0 ' les W 
%Y 

(a) induisent un isomorphisme 

"x y 
mLs-1 Ens] 5 CB Ux,Vyl . 9 : ljm[T + y-fA--- 

Et, de manière symétrique, on obtient l'équivalent: 

BC"op : Vx E X0 , Vy E Y0 , les G 
%Y 

(a) induisent un isomorphisme 

CT”(-) ,y1 

mx,Y 
: lj+rn[(~+S)~~ -+ AoP - b Ens) F B[Ux,Vy] . 

3O 

avec 

Puisque li+m = noK dis [14], on peut expliciter 2', et cp exact équivaut à: 

zz : i) Vx E X 0 ' VY E Y0 , Vp : Ux -+ Vy E B , il existe 

a,m :x+Sa, n :Ta+y, 

Vn . 'p, l Um = p . 

ii) Pour tout ( 

Vn l 'p, l Um = VÏ? l 'p-a l UÏÏI , il 

--- vvo 9 Gwbn) tels que 

existe un zig-zag 

tel qu'en lui appliquant T et S il existe des lanternes comme sur le 

dessin ci-après: 
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t. 5 
A 

5-l 
a . . . \ 

- 
a 

1_____1 Um 

USa 

'a 

I = 
VTa 

P = 

i 

% 

VT; 

1.3. ThEUk&M.(critères locaux). 

l0 cp exact équivaut, grâce à ZZ , à la condition LI (local initialité) ou à 

la condition LF (local finalité) : 

LI : x E x0 ? x + S -f Ux + V est initial . 

- YEYO' LF : T+y-+U+Vy est final . 

2O Pour tout P , Q , x : P -+ X , y : Q -+ Y , on considère 

et xvy: xDy+UxuJy le foncteur induit. 
cp cp 
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Si 7To(xV y) est une bijection, on dit que cp 
cp 

e&t uati Qn (c) , et on écrit: 

(c) + . Alors ~p exact équivaut à: 

71Ov 
: vP,Q , Vx : P -f X , Vy : Q+ Y , C;l I=cp ' 

1.4. T~&&%w (critères de comparaison aux commas, aux co-commas). 

On désigne par 

le carré comma de 

Pour tout 

c P,Q T 

U et 

z Y 

v Y et par (p : A -+ U + V l'unique morphisme tel que 

P : x-tz, Q :Y+Z,ona 

CAT(Pdo,Qdl)= BIM(dod;,POQ) = BIM(U'V,P'Q) 

c P,Q T 

I 
CAT(PS,QT) 

‘i -P,Q ;P 

i 
BIM(ST',P'Q) 

c P,Q G- désignent les foncteurs composition avec (p et 

Puisque tout bimodule peut, dans CAT , s'écrire sous la forme P"Q , 

d'après le lemme de Yoneda, $ est un isomorphisme ssi les applications 1 P,Q G 

sont bijectives, si bien que cp exact équivaut à: 

H : vz , - VP : x+z, VQ :Y+Z, l'application 

c P,Q cp: CU’do,Qdl) + CAT(PS,QT) 

est bijective. 
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On a évidemment un critère analogue Hop avec les co-commas. Une 2- - 

catégorie IK représentable et co-représentable où H <=> Hop sera dite /symQ’tiqu~. - - 

C’est le cas de CAT . 

7 3. DQ&tiun. Dans une 2-catégorie IK , on appelle cu&kE mu&,Lp&ca- 
t 

&d la donnée d’un carré cp : s-----+v et,pourtout R,R, p: R-tX, 
U 

9 :R+Y, f:X+Q, g:Y+R, a:u.p-+v.q, 6 : f* s-tg. t, la 

donnée d’un 2-morphisme p Q, a : f l p -f g l q , avec les conditions 
cp 

unitarité: B@ql=f3, cp@a=a, va, VB. 
cp cp 

bilinéarité: (bB) @ (aa) = b(B@a)a , Va : RI + R , Vb : R + fi’ . 

Si K possède des objets commas et co-commas, la donnée de QS revient, 
dl T cp 

avec d WV comma et S-i à la donnée d’un 
O u 1 

CO-comma, 
i 

0 
Q?J : i. l do +- il l dl tel que 

Dans une catégorie K (vue comme &Catégorie sans 2-morphismes) on re- 

trouve les carrés exacts de Grandis [9]. 

Si IK = CAT , @ : i. l do -+ il l dl revient à la donnée de 

$ : u”v = dody -+ iz l il 0 
= s l t  

avec, pour tout a , 6 , 

Mais, 0 comme p l q est un bimodule général, ainsi que f” l g , on peut prendre 

p . q” 
0 1 

= u O . v , a = s , f0 l g = s . t 9 B,L et il vient % = ;C;- 9 et cp 



exact. On observe directement avec H que si - est exact, on a la structure 

multiplicative vQbp= (1 - -1 
cp 

f,g cp) (v) . ii- . D'où: 

1.6. ThQ'~tcè.m~ (critère de la multiplication). 

M : - Un carré cp : U l S -+ V l T de CAT est exact ssi il possède une 

structure @ 1 de carré multiplicatif (et alors hi, est unique, donnée par g = m- ) , 

I .7. 

tuelles). 

PP : 

ThQ'ufi&n~ (critère de préservation des extensions inductives ponc- 

Un carré cp : U@ S-+V*T de CAT 

tension inductive ponctuelle, 

U X-B 

(voir WI, C251), le triangle composé 

est exact ssi, pour toute ex- 

est encore une extension inductive ponctuelle. En effet, soit G : Y -+ Z . D'après 

H pour cp , on a - NAT(FS,GT) - NAT(Fdo,Gdl) , et par hypothèse sur 6 , on a 

NAT(Fd 
0’ 

Gdl) 'L NAT(RV,G) . Donc Rrp l f3S : FS -+ (RV)T est une extension, et 

c'est une extension ponctuelle, grâce au théorème 1.6. 
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Pour la réciproque, BC” signifie que vx E x 0 ’ 1 e diagramme 

T 
A-Y 

avec i,(x’) 

[ 

: [x,x’1 -+ CUx,Ux’l 

f I-t U(f) 1 
est une extension ponctuelle. Pour conclure, il reste à voir que eux,-1 est 

extension ponctuelle de [x,-l le long de U . 

Df après 

Lb. 

jg, 

ThEo4dme (règle de composition). 

dans CAT 9 les carrés exacts se composent horizontalement, 

i-l-l -- 
ou verticalement, 

7.9. 7&4Qme (règle de dualisation). 

Dans CAT , on a: 
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D : 

cp OP 
rl 

UOP exact . 

En effet, cela est évident sur les critères ZZ , H ou M . Sur la définition de - - - 

Street, on voit que X : G l V -+ F est une extension projective ponctuelle ssi 

x OP : F”P +. G”P . V”p est une extension inductive ponctuelle, et alors en appli- 

quant le principe de dualisation D et PP , on obtient: - 

7.70. ~~&x&Iw (critère de préservation des extensions projectives ponc- 

tuelles). 

PP* : Un carré cp : U l S -+ V l T de CAT est exact ssi, pour toute ex- 

tension projective ponctuelle 

le composé 

T A-Y 

S 

est une extension projective ponctuellé. 

Dans toute 2-catégorie avec commas et co-commas H => Pp et g => pp” ; 

cela vaut pour CAT et pour CATop . Si 1 *on appelle relèvement inductif (projec- 

tif) co-ponctuel dans CAT une extension inductive (projective) ponctuelle dans 

CAToP : 
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1.7 1. Th&ttdm~ (conditions de préservations) . 

Si dans CAT , cp : U l S +- V l T est exact, alors 

PP : ~p préserve les extensions inductives ponctuelles sous U . 

PP* :cp préserve les extensions projectives ponctuelles sous V . 

PPOP : ~p préserve les relèvements inductifs co-ponctuels sur T . 

pp*OP . . ~p préserve les relèvements projectifs co-ponctuels sur S . 

7.72. ~~&h&kwz. Dans une 2-catégorie K , on appelle CLU& ~xac/t @ht 
t 

[ resp. ca4he Qxa& abauh] un carré cp : s ..-+v tel que pour tout XdK 
U 0 ’ 

K[X,cp] soit exact dans CAT [resp. pour tout 2-foncteur @ : K + & , Q(C~) est 

exact dans kJ . 

7.73. ThQ’uttdmc) (règle d’exponentiation). 

Dans CAT un carré est exact ssi il est exact fort. 

7.74. &em)n_a.ti (dans CAT) . 

En appliquant les critères précédents BC , BC’ , BC” , BClfoP , ZZ , LI , LF , 

nov 9 Ii Y Hop , M 9 PP , PP* CAT) et les règles de compo- - - - - - (tous équivalents dans 

sition, de dualisation, d’exponentiation, on obtient immédiatement les exemples 

suivants: 
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1) 1 
F 1 :1-l et l:F, F 
F 1 

sont exacts (évident avec M ). - 

D* après Street [ 251, cela équivaut au lemme de Yoneda; on appellera ces carrés des 

camQh Yoneda. 

2) Un carré cumma a : do- V est exact. Il 

T 
3) Un carré cu-comma b : S -i 1 est exact. 

i 
0 

1 
4) 1 : 1-F est exact ssi 

F 
F est p&kQmenX &kfdRe. 

F 
51 1 : F --31 est exact ssi F est cu-p.&G.nQmen~ &Ld&Le. 

1 
L 

6) E : 1 ---+U est exact ssi L+U@,?) 
1 

(adjan&ion) . 

1 
7) n : U --* 1 est exact ssi L-+U(?,n) (adjonctiun) . 

L . 

L 
8) E : 1 --y-+ U est exact ssi 

L Y u(E) (i*e* 
L est adjob& pdrt- 

Y a u >* tic& le long de 

T 

S 

T 

9) Q : s 

le long de 

---WV 
1 

T 

est exact ssi 

[cf. $5.13. 

WP) est ex&ti.ian /inducLive abmlue 

T 
101 cp : S-s 1 est exact ssi 

U 
uJ,cp) est exkenkun pkajetive abaohe 

le long de s . 

7.15. L/ien avec Pexac;tikude duti Ab . 

l0 Les conditions H et PP et M ont un sens dans toute 2-catégorie représen- - - 

table; et sont non-équivalentes en général. A fortiori dans toute catégorie (vue). 

2O Comme 2-catégorie sans 2-morphismes autre que les identités sur les l-mor- 

phismes, H et PP ont un sens. Ainsi (voir Hilton [16]) dans Ab un carré - 

OA 
A-0 

est exacte au sens H - ssi la suite X B est exacte en x . 
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3O Puisque Ab + CAT , le carré ci-dessus 1 OA : S’OB peut être regardé comme 
U 

carré dans CAT ; il est exact dans la 2-catégorie CAT ssi A -+ X -+ B -+ 0 est 

exacte en X et en B . 

4O Le calcul de l’exactitude dans CAT est donc un élargissement de celui fait 

dans Ab ; dans cet esprit, les carrés exacts absolus (e.g. les adjonctions, les 

carrés Yonedas) (cf. 1.12) généralisent les suites exactes scindées, et ;i; repré - 

sente l~~~~~kkgk.~ du carré cp . 

2. RÉSEAUX EXACTS D’UNE 2-CATÉGORIE SYMÉTRIQUE 

2.0. Dans une 2-catégorie comme BIM , les formules G : s l t” y u” l v 

avec t 4 t” , u 1 u” (ou q : t l sLr*u avec 
0 0 

t. -i t , u. -i u) , sont 

des formules df échange entre “2-fractionstt (ou “2-co-fractions”) droites et 

gauches. Dans cette perspective drun calcul de fractions 2-dimensionnels, les 

réseaux exacts correspondent aux @.~&ti d’kknge ~‘U&WA ~up&zk~W, comme par 

exemple ci-après 63v2) l (Sit~2) :s 1 l t 
0 
1 0s 2 l t ;  = u; .  v1 l u; l v2 .  

2.7. ~@$i.n&i.un. Dans une 2-catégorie symétrique (cf. 1.4) K , on dira 

5 t2 
que la figure Cv, : sl---+vl , ‘p2 : s2-bv2] , 

ul u2 

?/*y 5 

*2 

est un tt&.fZu exac;t en (X,,Y,) ssi la figure complétée, 
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est un carré exact (au sens H ou Hop) . - - [De même un réseau-plan plus complexe 

sera dit exact si en le complétant *‘aux places vides” par des petits carrés commas 

ou co-commas, on obtient un grand carré exact. J En particulier si tl : Al -+ X2 , 

92 sera dit t-exact (ou exact en t ) ssi Cl-J-b 1 , ‘p21 est exact en 
t 

W&l l  

t 

Si 1 : t~-b 1 est t-exact, on dit que t est opaque [cf. $5.21. 
1 

2.2. Remcutque. La caractérisation des réseaux exacts dans Ab ou dans 

CAT est immédiate grâce au calcul des relations additives dans Ab et au calcul 

des bimodules dans CAT . Pour une 2-catégorie symétrique quelconque, on devra 

utiliser un %alcul de relations” adéquate, décrit à la section 3. 

catégorie avec Yoneda-structure, voir un calcul à la section 4. 

3. CALCULS DE RELATIONS versus TYPES D’EXACTITUDES 

vx E K 0 ’ 
druplet 

Pour une 

J 

3.7. IBOP Si l’on dispose de deux 2-foncteurs lK_JB tels que - T 
J 

J”X = JX , on peut définir un carré exact de W,J,JO) 

(SJAV) IK - tel que 

2- 

comme un qua- 

Js l Jet z Jeu l Jv . 

3.2. Réciproquement, soit IE une classe de carré de IK . On note 

b Span K le système multiplicatif ayant pour termes les spans X&- R -+ Y de 

_ , et où la composition est définie - à i K somorphismes près - par 
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(S;c,d) l (R;a,b) = (b+c ; aoc’ , deb’) , - - 

avec c’ b’, c un carré comma. 
b 

On désigne par -,E la plus petite équivalence sur Span 1K telle que 

Span K& soit une bicatégorie et telle que (A;p,q) q IE (B;r,s) dès que 3u,v , 

a : U’ p+v* q E E , 6 : u l r -+ v l s E IE . En supposant que IE contient les 

carrés-Yoneda, on retrouve une situation du type 3.1. 

3.3. ThEufïtEme. 

l0 Suivant 3.1 et 3.2, à chaque “calcul de relations” sur IK , on sait associer 

une “notion d’exactitude” dans iK Y et inversement si 

décrétés exacts de 

E est une classe de carrés 

IK Y on construit un calcul de relations avec 

2O Avec IE = 1H WI Y la classe des carrés exacts au sens 

et 

Span(Ab)/:H(Ab) - Rel Ab 

Span(CAT)/-H(CAT) ^Ir BIM . 

(On sait qu’ inversement, 

Rel Ab et 

B-i uw 
respectivement.) 

Span M/ZE . 

H Y - on démontre que 

et lH(CAT) se décrivent par 3.1 à partir de 

3O Dans le théorème 3.4 de l’article de Meisen [22], on peut prendre 

HomX, (X,Y) = Fix((CX y) avec c 
Y 

x y le triple induit sur Span(X,Y) par l’adjonc- 
Y - 

tion 

[ co-comma : Span(X,Y) -+ co-Span(X,Y)l -I Ccomma : co-Span(X,Y) -+ Span(X,Y)] . 

Si IK = Ab , on obtient X’ (2 Rel Ab . - Si K = CAT , on obtient X’ g BIM . - 

3.4. En fait, C&C&~ C&CL& de hm~ti de 4% ~&LXXU&Z huti de h 

@Qn~ Span IK/R [voir “Monades involutives complémentées”, pp. 35, 41, cité dans 

L-1111. Ainsi sont les relations associées aux décompositions de Coppey [SI sur 

K Y les constructions par Meisen [22] de Pull IV et de RelM où (E,M) est une 

décomposition de Kelly, et les relations dans les Yoneda-structures uniformes 64) . 
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3.5. Pour une catégorie K , soit REL(K) le quotient de Span K par 

(R;a,b) w  (R*;a',b') ssi 3u , 3v avec a l u = a' , b l u = b' , a' l v = a , - - 

b'.v=b. 

La notion de carré exact correspondante est celle de carré semi-cartésien. 

On obtient aussi les carrés semi-cartésiens comme les exacts d'un topos 

relativement à son calcul usuel de relations. Cela vaut bien sûr pour Ens , où 

la condition H a un sens différent. - 

4. CARRÉS EXACTS ET PONCTUELS DANS LES YONEDA-STRUCTURES UNIFORMES 

4: 0. Soit une 2-catégorie munie d'une Yoneda-structure au sens de 

Street-Walters r-261 (voir aussi [25]) c'est-à-dire d'un idéal a droite 

/Ad c K 1 q K de flèches "admissibles", et de la donnée pour tout A E /Ad0 d'un 

morphisme Ifde Yoneda" YA : A -+ PA jouissant de la propriété que pour tout 

f: A+-B /Ad il existe un diagramme 

tel que f 
X présente comme extension inductive de yA le long de 

f  5 

tel que présente f comme relèvement absolu (= adjoint partiel) de YA à 

travers WJ) 9 et tel que, pour tout k : B + PA et CT : B(f,l) -+ k , o soit 

un isomorphisme ssi f (of) l x présente f comme relèvement absolu de YA à 

travers k. Alors Street et Walters montrent que 

détermine un pseudo-2-foncteur 

(YB'f , 1) = Pf 

p 9 et que de plus, si j :A-+ B est tel que 

A 9 B et B(j,l) soient admissibles, alors Pj + Vj , avec 

PA(B(j,l),l) = k/f . 



Exemples: CAT , V . CAT , CAT(E) pour E topos. 

4.7. V6@diU~. On appelle Yuneda-&&uc&Xe uni&4me 6uk K une Yoneda- 

structure comme ci-dessus (4.0) au sens [26] telle que, de plus, 

- les extensions X* sont ponctuelles; 
b - pour tout g : B -+ PC , il existe Z , B-p Z-c, C avec 

g= p(c). Yz* b. 

Exemples: CAT , les cosmos uniformes de [25]. 

4.2. vE&lLtbz4. 

l0 Un carré cp : s--J--+v est dit admtiakble si s , t , u E /Ad , si 
U 

.X(s,l) E Ad , si PS a un adjoint à droite 3s . Alors cp détermine 

N 
Q :  3s l Y(t,l) + B(u,l) l v "comme" dans le cas de CAT et des bimodules ($1). 

2O Si cp est admissible, cp est dit uack ssi BC # :, est un isomorphisme. 

3O Si cp et T sont admissibles, cp est dit Y-pan&..& ssi $ est exact. 

4.3. ThEutcème. 

l0 Dans une 2-catégorie IK avec Yoneda-structure, un carré cp admissible est 

exact (Be#l ssi il satisfait 

PP# : le diagramme t 
A.Y 

S 

I I 

cp 

( 

V 

X U B 

U 

yx A 

\/ 

WJJ) 

PX 

présente B(u,l) l v comme extension inductive de Y X l s le long de t . 

2O Si la Yoneda-structure est uniforme, alors PP # <=> H , pour les carrés cp tel - 

que u soit admissible. 
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3O Les adjonctions partielles et extensions absolues sont (comme dans le cas de 

CAT) des carrés exacts (BCtl . 

5. FONCTEURS OPAQUES, EXTENSIONS ABSOLUES, ET APPLICATION À LA PRO-LOCALISATION 

5.0. En fait, à l'origine de notre définition et de notre étude des car- 

rés exacts comme ci-avant aux sections 1 à 4, il y a l'étude de la thèse de Paré 

sur les limites absolues [23] et les caractérisations des extensions absolues don- 

nées en [lO] (et reprenant partiellement des résultats de Thiébaud [27] et de 

Harting [lS]). 

dans 

5.7. On appelle CxZtetikun kncfutive abdoke un diagramme 

CAT 

tel que, pour tout foncteur H : Z -+ K , le composé b est une extension de Kan - - 

inductive (HR = LanJ HF) . 

5.2. DQ'&kZ&z. Un foncteur P : A -+ B est dit apaque si VA,A' E $ , - - - 

Vb : PA+PA' E B, - il existe un zig-zag 

A N . ..\A' 

dans A , - dont l'image par P s'incorpore à une lanterne de, la forme - 
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5.3. TkWz&n~ (extensions absolues ve&ti foncteurs opaques). 

l0 cp est une extension absolue ssi cp est une extension ponctuelle et se calcule 

par colimites absolues, ou encore ssi YonZ l cp est une extension. 
- 

2O Comme dit au $1.14 (avec l.l), q 
J 

est une extension absolue ssi cp : F ybR 

est exact, i.e. $ isomorphisme (dans ce cas, le critère de zig-zag et les critè- 

res locaux prennent des formes plus spéciales (voir [lo])). 

3O est une extension absolue ssi, avec 
“1 

do------+ F carré comma, le foncteur in- 
U 

duit J l dl + Y + Z C R est opaque surjectif sur les objets. - 

4O Comme dit au $2.1, P : A -+ B est opaque ssi le carré - - 

P 
PJ-P.-------+Ap+B 

1 cornT/ P 

A - P b B B 

est exact, i.e. (cf. $1.1) ssi P s1, : P0 OD P @ P0 y P0 est un isomorphisme, ou 
- 

encore ssi le pro-cotriple sur B associé à P (voir [ 151, [27]) est idempotent. - 

SO Si B+ est la sous-catégorie pleine de B ayant pour objets les P(A) , - - 
- 

AE$), P opaque équivaut à: - 
extension inductive absolue. 

6’ P est opaque ssi P = T 0 Q avec T pleinement fidèle et Q CO-pleinement - - - 

fidèle. 

7O Grâce au théorème du zigzag d*Isbell, si P est bijectif sur les objets, alors 

P opaque <=> P épimorphisme de CAT . 
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Un foncteur 

fait la “condition C If de Frei [7] ce qui, suivant [ 161, p. 241, équivaut à: 

C’ - :VAd&, P(A) 
CZMO 

et ce qui, avec Linton [19], revient 

les paires 
uLwv) l  

P :A-+B - - sera dit ccwh/in;tati s’il satis- 

lim[ (P(A) +P) -+ A -% Bl , f - - 

à dire que exp OP 
P est pleinement fidèle sur 

5.5. VE&hiXion. Un foncteur P : A -+ B sera dit ;ttt& ti~he ssi - - 

TR : VA,A’ E A , Vb : P(A) + P(A’) E B , 
r r’ 

3A+- V .-.-+ A’ dans A - - - 

tel que P(r)-’ existe et que b = P(r’) . P(r) -1 . 

5.6. ~%Q’w&w (conditions de pro-localisations). 

l0 Pour tout foncteur, on a: 

très riche => riche (Hilton) => opaque => consistant (Frei) , 

les réciproques étant fausses en général. 

2O Un foncteur opaque est consistant Q;t co-consistant. 

3O 

4O 

Si 

Si 

L 1 U , alors U opaque <=> L opaque . 

L-0, alors pour les quatre notions de 1’ sont équivalentes. 

5.7. Remcrnyue. Un autre usage important des foncteurs opaques est le 

suivant: Mac Donald [201 démontre que l’extension de Kan de théories cohomolo- 

giques peut se faire le long de foncteurs riches; en fait, cela peut encore se 

faire le long de foncteurs opaques (et plus généralement avec des carrés exacts. 
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