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QUELQUES CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES LOCALEMENT MULTIPRESENTABLES

Yves Diers

RESUME

Si € est une petite catégorie et T est un ensemble de multicolimites
dans € , la catégorie des foncteurs c°P + [Ens multicontinus pour I est loca-
lement multiprésentable. Si /A est une catégorie localement multiprésentable et

I est un ensemble de morphismes de A , la catégorie A. des objets de A clos

z
3 gauche pour I , est localement multiprésentable. Ce sont deux cas particuliers
d'une construction générale de catégories localement multiprésentables que nous

donnons ici avec d'autres constructions.

0. INTRODUCTION

Si € est une petite catégorie et T est un ensemble de multicolimites
dans € , la catégorie des foncteurs ¢®® 5 Ens multicontinus pour I est loca-
lement multiprésentable. Si A est une catégorie localement multiprésentable et
% est un ensemble de morphismes de A , la catégorie AZ des objets de A clos
d gauche pour I , est localement multiprésentable. Ce sont deux cas particuliers
d'une construction générale de catégories localement multiprésentables que nous

donnons ici avec d'autres constructions.

La somme et le produit d'une petite famille de catégories localement mul-
tiprésentables sont localement multiprésentables. Soit A une catégorie localement
multiprésentables. Si (€ est une petite catégorie, la catégorie Am des foncteurs

de € dans A est localement multiprésentable. Toute sous-catégorie relativement
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pleine multiréflexive de A fermée pour les colimites a-filtrantes, est locale-
ment multiprésentable. La catégorie Amon ayant les mémes objets que A et
ayant pour morphismes les monomorphismes de /A est localement multiprésentable.
Si A est un objet de A , la catégorie A/A des objets de A au-dessous de A
est localement multiprésentable et la catégorie A/A des objets de A au-dessus

de A est localement présentable.

On révise la construction suivante donnée par Gabriel-Ulmer pour les ca-
tégories localement présentables: si /A est localement présentable et I est un
ensemble de morphismes de A , la sous-catégorie pleine AZ de A ayant pour ob-
jets les objets de A clos d gauche pour I , est réflexive et est localement
présentable. On remplace I par un ensemble T de petites familles
(Yi : A~ Ai)ieI de morphismes de /A de méme source, on définit les objets et
les morphismes clos a gauche pour T , pour obtenir une sous-catégorie relative-
ment pleine multiréflexive AF qui est localement multiprésentable. La plupart
des catégories localement multiprésentables sont obtenues de cette fagcon. Par
exemple, les catégories Locc des anneaux commutatifs locaux, Dom des domaines
d'intégrité, Kc des corps commutatifs, AncInd des anneaux commutatifs indécom-
posables, sont de la forme Ancr ol Anc est la catégorie des anneaux commuta-
tifs; la catégorie Ordtot des ensembles totalement ordonnés est de la forme
Ord., ol Ord est la catégorie des ensembles ordonnés; les catégories de fonc-

r

teurs multicontinus: Copa-Ens sont de la forme [Cop,Ens]F .

On utilise les notations et les résultats de [2].

1. CONSTRUCTIONS DE CATEGORIES MULTICOCOMPLETES

1.0. Proposition. La somme et le produit d'une petite famille de caté-

gories multicocomplétes sont multicocompl&tes.

Preuve . Soit Qﬂk)keK une petite famille de catégories multicocomplé-

tes. Posons A = l Ak . Pour chaque k ¢ K, on identifie Ak 4 une sous-
keK
k

catégorie de A . Si (Ai)isI est une famille initiale d'objets de Ak , alors

k
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k

A)) .
17(k,i)e_j] I
keK B

(

est une famille initiale d'objets de A . Soit (Xj). un diagramme non vide

jed

de A . Si (X))

est un diagramme d'une sous-catégorie Ak , alors sa multi-

jlied
colimite dans Ak est une multicolimite dans /A . Sinon, la multicolimite de
(Xj)jEJI est la couronne vide. On en déduit que A est multicocompléte. Posons
. k . .
B = o Ak . Soit ((Ai)keK)isﬁ un diagramme de B . Pour chaque k ¢ K, soit
k
Oy A B ey

une multicolimite du diagramme (Ak)

iier dans Ak . Posons J = Jk , et pour

keK
(jk) e J , posons
B,. = (B.
(Jk) ( Jk)keK
et
%.yz(ylhK:(ﬁhK+Bt)
J i Jiike € Iy
La couronne inductive
(U, ys (Ak) -~B. . ),.. ..
(Jk)l i“keK (Jk) (1,(Jk))€EXJ
. .. k .. . N
est une multicolimite de ((Ai)keK)ieE dans B . Ainsi, B est multicocompléte.

1.1. Proposition. Si A est une catégorie multicocompldte et € est
une petite catégorie, la catégorie [C,A] des foncteurs de C dans A est mul-

ticocompléte.

Preuve. Soit (Fi)ieﬂ un petit diagramme de [C,A] . Pour chaque objet
X de € , choisissons une multicolimite FX de (Fix)ieﬁ dans A . Notons J
1'ensemble des cdnes inductifs (Yi : Fi - G)iel de [C,A] tels que pour tout
objet X de C, (YiX : FiX > Gx)isﬁ appartienne 3 FX . Pour
j = (Yi : Fi > G)ieﬂ e J , on pose in = Y.1 et Gj = G . Montrons que
(in : Fi > Gj)(i,j)eEXJ est une multicolimite de (Fi)ie[ . Soit

(ai : Fi - H)ieﬂ un cdne inductif de [C,A] de base (Fi)ieﬂ . Pour chaque
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objet X de € , il existe un unique cbne inductif (Y., : F;X > GX)ié[ apparte-

iX
nant a TX et un unique morphisme fX : GX > HX de A vérifiant Vi e [ ,
fXYiX = agy Si u: X->Y est un morphisme de C , la relation
Vie @ , fYYiY(Fiu) = uiY(Fiu) = (Hu)ociX = (Hu)fXYiX

implique 1'existence d'un unique morphisme Gu : GX - GY vérifiant Vi e I ,

_y . - ) P , P
(Gu)YiX iY(Flu) et fY(Gu) (Hu)fX I1 est alors immédiat que 1'on définisse
de cette facon un foncteur G : € -~ A , un cOne inductif (Yi : Fi > G)ie[ appar-

tenant & J et une transformation naturelle f : G+ H vérifiant Vi ¢ [ ,

- ] . 1 s 3 L 1 é-
in =0 En outre, si (Yi : Fi + G )ie[ appartient 2 J et f' : G' > H vé
3 3 1 1 L ] -
rifie vie L , f vi=a; alors pour tout X e €, on a Yix = Yix et
- 1 . A - . 1 -
fk = fx , donc (yi : Fi + G )iel = (yi : Fi - G)ie[ et f'=f.

1.2, Proposition. Si A est une catégorie multicocompléte et A, est
un objet de A , la catégorie AO/A des objets de A au-dessous de AO est mul-
ticocompléte et la catégorie A/A0 des objets de A au-dessus de AO est co-

compléte.

Preuve. a) Soit (Ai,xi) un petit diagramme de AOAA . Notons

iel

) de A . Pour

(v.. = A, ~ Aj) une multicolimite du diagramme (A iel

ji i (i,j)ellxJ i

chaque j ¢ J , notons (qk : Aj - Bk)ch le multiconoyau de la famille de mor-

phismes paralléles (Ijixi : Ao > Aj)ieﬂ . Notons Yi ¢ A0 - Bk la valeur commune

des morphismes , pour tout i ¢ I . On obtient ainsi une famille (Bk,yk)

Utyi*i

d'objets de AOAA et une couronne inductive

(@y; @ X)) > Broyd) g yerx L k.,
jeJ

de base (Ai,xi)i€ que 1'on montre facilement €tre une multicolimite dans AO/A .

[

b) Soit (Ai,xi)iE|I un petit diagramme de /A/A0 . Il existe un unique

cdne inductif (ai : Ai - A)ieﬂ de A appartenant 3 la multicolimite de (Ai)ieﬂ

et factorisant le cdne inductif (xi : Ai > Ao)ieﬂ en un morphisme x : A > A0
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Le cbne inductif (ai : (Ai,xi) - (A’x))ieﬁ est alors une colimite de (Ai’xi)ieﬂ

dans A/Ao .

1.3. Proposition. Soit U : A~ B un foncteur relativement pleinement

~

fidéle ayant un multiadjoint a gauche.
1) Si la catégorie B est multicocompléte, la catégorie A est multi-

cocompléte.

~

2) Si la catégorie B est a4 limites connexes, la catégorie A est a

limites connexes.

Preuve. 1) Soit (Ai) un petit diagramme de A . Considérons une

iel
multicolimite (in : UAi > Bj)(i,j)eHXJ du diagramme (UAi)iEII dans B et,
pour chaque j e J , une famille universelle de morphismes (gk : Bj > UAk)keK

j

de Bj vers U . Montrons que l'ensemble I des cOnes inductifs

ji

multicolimite de (A.). dans A . Soit (m, : A. > A), un cdne inductif de
17iel i i iell

). . Le cOne inductif (Um, : UA. - UA). de B se facto-
iel i i iel

(fi : Ai > Ak)ieﬂ de A tels que k ¢ Kj , jeJ et Ufi =g Yi; est une

A de base (Ai

rise de fagon unique par un cbne inductif (in : UAi > Bj)ieﬁ en un morphisme

g : Bj ~ UA  qui se factorise lui-méme sous la forme g = (Uh)gk oi ke Kj et

h : Ay~ A . Le foncteur U #&étant relativement pleinement fid&€le, il existe

pour chaque i ¢ [ , un unique morphisme fi : Ai > Ak vérifiant Ufi = giji

et hfi =m . Le cdne inductif (fi T AL > Ak) appartient & T et il fac-

i iell
torise le cOne (mi : Ai - A)ieﬁ . On montre facilement l'unicité d'une telle

factorisation.

2) Soit (A.)

Dieg W0 petit diagramme connexe de A . Posons

(B,8) = lim UA .

iel
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Pour tout objet i de [ , le morphisme Bi . B ~»> UAi est de la forme
Bi = (Uxi)Bi oll (Ai,Bi) est un morphisme diagonalement universel de B vers U

) est

et a. : Ai - Ai est un morphisme de /A . Puisque le diagramme (A iel

i i
connexe, tous les couples (Ai,Bi) peuvent en fait &tre choisis €gaux; on note

(AO,BO) leur valeur commune. On obtient alors un c®ne projectif

)

(Yi : A~ Ai)ieﬁ un cdne projectif de base (Ai)

(ui A > A

o i Montrons que c'est une limite projective. Soit

iell
. I1 existe un unique mor-
iel

phisme g : UA ~» B vérifiant Big = U ; Ppour chaque i e [ . Le foncteur U

étant relativement pleinement fid&le, il existe pour chaque i e¢ [ un unique mor-

1

Yy et Ufi =Bg. Or, si p:1i~->1i"'

phisme f. : A~> A vérifiant q.f,
i o it o

est un morphisme de [ , on a ui'fi = Auaifi = AuYi

Puisque le diagramme (Ai)ie[ est connexe, on en infére 1'égalité fi = fi' pour

=Yy, et donc fi' = fi

tous i,i' ¢ I . En notant f 1la valeur commune des fi , on obtient un morphisme
f: A~ A, vérifiant aif =Yy Dpour chaque i ¢ I ; un tel morphisme est en ou-

tre unique.

1.4. Remarque. Les Propositions 1.0, 1.1, 1.2, 1.3 sont encore vraies

si 1'on substitue a-multicocompléte & muwlticocomplite.

2. CONSTRUCTIONS SIMPLES DE CATEGORIES LOCALEMENT MULTIPRESENTABLES

2.0. Proposition. 1) La somme d'une petite famille de catégories loca-

lement o-multiprésentables est localement o-multiprésentable.

2) Le produit d'une famille q-petite de catégories localement o-multi-

présentables est localement o-multiprésentable.

Preuve. Soit (Ak)keK une petite famille de catégories localement

o-multiprésentables. Pour chaque k ¢ K , soit Gk un ensemble générateur propre

de L formé d'objets a-présentables. L'ensemble G, est un ensemble gé-
keK
nérateur propre de la catégorie | Ak formé d'objets a-présentables. La caté-
keK
gorie || Ak est 8 colimites q-filtrantes et est o-multicocompl&te (Proposi-

keK
tion 1.0). C'est donc une catégorie localement o-multiprésentable.
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L'ensemble {(Ak)ksK :Vk e K, (Ak € Gk) ou (Ak appartient 4 une fa-
mille initiale d'objets de Ak)} est un ensemble générateur propre de la catégo-
rie l] Ak formé d'objets o-présentables, et la catégorie Ak est & coli-

keK keK

mites o-filtrantes et est o-multicocompléte (Proposition 1.0); c'est donc une

catégorie localement o-multiprésentable.

2.1. Proposition. Si A est une catégorie localement o-multiprésenta-
ble et € est une petite catégorie, la catégorie [C,A] des foncteurs de C

dans A est localement o-multiprésentable.

Preuve. La catégorie [C,A] est o-multicocompléte (Proposition 1.1) et

est 4 colimites o-filtrantes. Etudions les générateurs.

a) Soit Xo un objet de € et Ao un objet de A . Pour tout objet

X de € , on note

(y.. ¢ A~ Bj)

jXx o (x,j)eHomm(Xo,X)xJX

une multisomme de 1l'objet AO pris HomG(XO,X) fois. On note T 1'ensem-

X ,A
0’0
ble des couples (H,(lx)xem) formé d'un foncteur H : € - A et, pour tout

X e €, d'un cOne inductif discret

(IXX : AO -+ HX)

stomE(XO,X)
appartenant 3 la multisomme précédente, i.e. tel que 3j ¢ JX > ¥xon X - X,
lyx = ij On pose
o © 1Xo,lx Ao > HXO
o
Soit F : € - /A un foncteur et (H,(mx)) un €lément de FXo’Ao . A toute trans-

formation naturelle o : H > F , on associe le morphisme

pla) = ay 1y ¢ A, > FX .

Montrons que ¢ #&tablit une bijection entre les ensembles
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Nat(H,F) et HomA(AO,FXo) ,

DTy
o" o

en construisant l'application réciproque. Soit f : Ao > FXO un morphisme de A .

Pour tout objet X de € , le cBne inductif

(o : A > FX)

Xx o eromC(Xo,X) ’

défini par Oyy = (Fx)f , détermine de fagon unique un cdne inductif appartenant

3 la multisomme de 1l'objet A0 pris Homm(Xo,X) fois, que 1l'on note

Oyx #8007 HX)eromm(Xo,X) ,

ainsi qu'un morphisme By : HX > FX . Il est alors immédiat que HX est défini

fonctoriellement et que BX définit une transformation naturelle @ : H-> F .

b) Soit G un ensemble générateur propre formé d'objets a-présentables
de A . Notons [C,A]O 1'ensemble des foncteurs

{(H:3X e €, 3A €6, 300> Oy e TXO,AO}

Montrons que EC,AJO est un ensemble générateur propre formé d'objets
a-présentables de [C,A] . Soit a,B : F % G deux morphismes de [C,A] tels
que Nat(H,o) = Nat(H,B) pour tout h ¢ [G,A]o . Pour tout objet A0 de G et

tout objet X, de C, on a d'aprés le a) ,

Hom, (A ,o, ) ~ Nat(H,a) ~ Nat(H,B) ~ Hom, (A ,B, )
A0 X,y (1 ))eT (H, (1))el AT07TX,
X X ,A >RX X ,A
0’7o 0’7o
On en déduit que oy = BX et par suite que o = B . Soit o : F =+ G un mor-
o o

phisme de [C,A] tel que l'application Nat(H,a) soit bijective pour tout

H e [C,A]o . Alors, pour tout XO e C et tout AO e G, 1'application:

Homy (A0 ) = Al Nat (H,0)
0’ 7X
o (H,(1))ely 4
o’"o

est bijective; par suite Oy est un isomorphisme, donc o aussi. Soit (Fi)

i
° ell
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un diagramme o-filtrant de [C,A] et H un objet de [C,A]O . On a

1

AL Nat(H, lim F.)
(H, ())eTy 4 iel
o o]

~ Hom, (A , 11? F.X) o~ lim HomA(Ao’FiXo)

Ao ie o iel
~ lip His Nat(H,F,) = AL lip Nat(H,F,)
iel (H,(lx))eFx A (H,(lx))eTX A iel
o [o] [e] [o]

On en déduit Nat(H, 11& Fi) o~ lig Nat(H,Fi) , ce qui prouve que H est a-pré-
iel iel
sentable.
2.2. Proposition. Si A est une catégorie localement o-multiprésenta-
ble et Ao est un objet de /A , la catégorie AOAA des objets de A au-dessous

de Ao est localement q-multiprésentable et la catégorie /A/A0 des objets de

A au-dessus de A0 est localement o-présentable.

Preuve. Ce sont des catégories a4 colimites a-filtrantes. La catégorie
AOAA est o-multicocompléte et la catégorie A/A0 est a-cocompléte (Proposition
1.2). Le foncteur U : AOAA > A défini par U(A,x) = A et Uf =f a un multi-
adjoint 3 gauche. En effet, soit A un objet de A . Notons (1? : A0 > Aj s

1. ¢t A>A) une multisomme des deux objets A et A0 . On obtient alors une

J J7jed
famille (Aj’l?)jeJ d'objets de AOAA et une famille universelle de morphismes
(1j T A > U(Aj’l?))ng de A vers U . Le foncteur U est fidéle et crée les
isomorphismes et les colimites a-filtrantes. On obtient alors un ensemble géné-
rateur propre formé d'objets a-présentables de AOAA par la méthode utilisée
dans la démonstration de la Proposition 2.3 e), f), g), h). Pour la catégorie

A/Ao , 1'ensemble des objets de /A/A0 de la forme (A,x) pour A e G, est un

ensemble générateur propre formé d'objets o-présentables.

2.3. Proposition. Soit U : A > B un foncteur relativement pleinement
fidéle qui a un multiadjoint 3 gauche et rel&ve les colimites o-filtrantes. Si

la catégorie B est localement a-multiprésentable, la catégorie A 1'est aussi.
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Preuve. a) U reldve les colimites o-filtrantes signifie: tout dia-
gramme o-filtrant de A dont 1'image par U a une colimite, a une colimite
préservée par U . La catégorie A est donc 4 colimites o-filtrantes préservées

par U .

b) La catégorie B &tant multicocompl&te et & limites connexes, il en

est de méme de la catégorie A (Proposition 1.3).

c) Montrons que U est fidéle. Soit £,f' : A3 A' deux morphismes
de A tels que Uf = Uf' . L'image par U du noyau k : K+ A de (f,f') est
le noyau de (Uf,Uf') ; c'est donc un isomorphisme. Le foncteur U &tant locale-
ment pleinement fidéle, il existe un unique morphisme h : A - K vérifiant

Uh = (Uk)~1 et kh =1 Cela implique que k est un isomorphisme et par

A"
suite, que f = f'

d) Montrons que U refl&te les isomorphismes. Soit f : A > A' un
morphisme de A tel que Uf est un isomorphisme. Puisque U est fidéle, f
est un monomorphisme. Puisque U est localement pleinement fid&le, il existe un
morphisme h : A' - A tel que Uh = (Uf)_1 et fh =1, . Par suite, f est un

A

isomorphisme.

e) Soit H un ensemble générateur propre de B formé d'objets o-pré-

sentables. Pour chaque objet B0 de H , soit

(g; : By~ ier,
(o]

une famille universelle de morphismes de Bo vers U . Montrons que

est un ensemble générateur propre de A formé d'objets a-présentables.

f) Soient f,f' : A X A" deux morphismes de A tels que, pour tout

A0 e G, on ait HOWA(Ao’f) = HomA(Ao,f') . Pour tout objet Bo e H, ona
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HomB(BO,Uf) ~ '_LL_ HomA(Ai,f) ~ ._LL_ HomA(Ai,f') ~ HomB(BO,Uf')
151B 1eIB
) )

On en déduit que Uf = Uf' et par suite, que f = f'

g) Soit f : A~ A' un morphisme de A tel que pour tout objet AO
de G, HOWA(Ao’f) est une bijection. Pour tout objet BO de H , l'applica-
tion

Honb(Bo,Uf) > - Hom (A , 1)
ie

B
o

est bijective. On en déduit que Uf est un isomorphisme et par suite, que f

en est un aussi.

h) Soit (Ak)k€lK un diagramme o-filtrant de A . Pour BO e H et
ie IB , on note fi : lim Hom (A A ) » HoqA(Ai, lim Ak) 1'application canoni-

0 keK keK
nique. L'application

est alors composée des bijections suivantes:

R

AL Lip Homy(A;,A) ~ _m J_l_ My (A LA o 1_1pHomB(B JUA)

1€IB keK I
o Bo

,v.
R

10

Ho (B ,U lim A ) o _LL_ Hom ., lim A)
"B KeK 1eI keK k
o

C'est donc une bijection, et par suite, chaque fi est une bijection; cela prouve

que les €léments de G sont a-présentables.

2.4. Exemples.
2.4.1. La Proposition 2.3 s'applique aux foncteurs ensemble sous-jacent
des catégories Kc , Philb , Met , OrdTot , aux foncteurs inclusion [Locc -+ Anc ,

pom -~ Anc , Red »~ Anc , AncInd - Anc , etc. [2].



90 Quelques construuctions de catégories Localement mulitiprnésentables

2.4.2. Si A est un anneau commutatif unitaire, la catégorie A/Anc
est la catégorie des A-algébres. Si k est un corps commutatif, la catégorie
k/Kc est la catégorie des extensions de k ; par exemple les corps commutatifs
de caractéristique p . La catégorie K/k est la catégorie des corps qui sont

sous-corps de k ; elle est localement No—présentable.

2.4.3. Les catégories Amon

Soit A une catégorie localement a-multiprésentable. On note Amon la

catégorie ayant les mémes objets que A et ayant pour morphismes les monomorphis-
mes de A . Montrons que Amon est localement o-multiprésentable. C'est une
sous-catégorie relativement pleine de A . Elle est multiréflexive puisque si A
est un objet de A et si (Bi,gi)iEI est une famille représentative des quotients

extrémaux de A , tout morphisme g : A+ B de A se factorise d'une unique fa-

~

¢on sous la forme g = fgi oi ie¢I et f: B, - B est un monomorphisme (Propo-

sition 5.1 [2]). En outre, soit (Ai) un diagramme o-filtrant de Amo de

iel n

colimite (A,1) dans A . Si AO un objet «-présentable de A et si

X,y : A0 3 Ai sont deux morphismes de A vérifiant X = Y, il existe un

morphisme o : i > i' de [ vérifiant Aax = Auy et puisque Aa est monomor-
phique, on en déduit x = y . Les objets a-présentables engendrant A , on en
infére que les 1; sont monomorphiques et par suite, que (A,1) est un cdne de

. one es imi i i .ot A, . e
Amon Ce cbne est une colimite dans Amon puisque s (ul A1 > B)le[ st un

cOne inductif de Amon de base (Ai) , le morphisme f : A > B défini par

iel
fli = W pour tout i e [ , est monomorphique (Proposition 5.0 [2]). La catégo-

rie Amo est alors localement o-multiprésentable (Proposition 2.3). Remarquons

n
que les objets a-présentables de Amon sont exactement les objets a-engendrés
de A . En effet, ce sont les buts des morphismes diagonalement universels des

objets q-présentables de A vers Amon . Ce sont donc les quotients extrémaux

des objets o-présentables de A qui sont précisément les objets a-engendrés

de A [4].
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3. CATEGORIES Ap D'OBJETS CLOS A GAUCHE POUR T

3.0. Un exempfe. Considérons la catégorie Anc des anneaux commutatifs

unitaires et le couple de morphismes de méme source

(y. = Z[X] » Z[X,Y1/

o (XY-1) Yot Z[X] -~ Z[X,Y]/

(X-1)Y-1)

défini par YO(P(X)) = P(X) et yl(P(X)) = P(X) . Pour tout anneau commutatif

A , le couple d'applications de méme but,
(HomAnc(Yo’A) : HomAnc(l[X,Y]/(XY_l),A) > HomAnc(Z[X],A)) s

(HomAnc(Yl’A) : HomAnc(Z[X,Y]/((x_l)Y_l),A) > HomAnC(Z[XJ,A)) ,

a pour image {x € A : X est inversible ou (1-x) est inversible} en identi-
fiant HoWAnc(Z[X],A) avec l'ensemble A . Ce couple d'applications de méme but
sera donc surjectif si et seulement si l'anneau A satisfait 1'axiome: Vyx ¢ A ,

X est inversible ou 1-x est inversible.

Si on considére la famille vide de morphismes de Anc ayant pour source

1'anneau 0 , alors pour chaque anneau A , son image par le foncteur Ho -,A)

WAnc(
est la famille vide d'applications de but HomAnc(O,A) . Cette famille sera sur-
jective si et seulement si il n'existe aucun morphisme de 0 dans A, c'est-a-
dire si et seulement si l'anneau A satisfait 1'axiome: 0 2 1 . Les anneaux
locaux peuvent donc &tre définis par les deux familles précédentes de morphismes.
Les morphismes Yo » Y; DPermettent aussi de définir les homomorphismes locaux.

En effet, un homomorphisme d'anneaux f : A > B est local si et seulement si pour
tout morphisme m : Z[X] » A et tout morphisme n : Z[X’YJ/(XY-I) -+ B vérifiant

fm = ny, il existe un morphisme g : Z[X,Y]/ + A vérifiant gY, = M.. On

(XY-1)

aurait pu tout aussi bien prendre le morphisme Y1

Ainsi, la cat&gorie Locc est construite 4 partir de Anc & partir de
familles de morphismes de méme source. Ce procédé de construction de catégories

localement multiprésentables est trés général.
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3.1. Déginition des catégonries A, . On considére une catégorie locale-

ment o-multiprésentable A et un ensemble T de petites familles de morphismes
de mémes sources de A dont les sources et buts sont o-présentables. Un objet

X de A est dit clos @ gauche powr T si, pour chaque famille (yj A~ Aj)jEJ

de T , les applications HomA(Yj,X) : HomA(Aj,X) > HomA(A,X) sont injectives

pour j e J et la famille d'applications de méme but (HoqA(yj,X))jEJ est sur-

jective. Un moaphisme £ : X - Y de A est dit clos 4 gauche pour T si, pour

chaque famille (yj t A~ Aj)jeJ de T et chaque j ¢ J , et pour chaque couple

de morphismes m : A+ X, n : Aj +~ Y vérifiant fm = nyj , i1 existe un unique
morphisme g : Aj + X vérifiant gyj = m . Les objets et morphismes clos & gau-

che pour T constituent la catégorie AF

On peut noter que si la famille vide de source Ao appartient & T ,

la condition demandée pour un objet A de AF est HomA(AO,A) =0 .

3.2. Théonreme. AF est une sous-catégorie relativement pleine multiré-

flexive de A fermée pour les colimites o-filtrantes et elle est localement

o-multiprésentable.

k

o . k k
W . = . LA ). .
3.3. Preuve du théorlme. Soit T {(Yj - BJ)JeJk}kEK

3.3.0. A, est une sous-catégorie relativement pleine de A . Considé-

r
rons en effet deux morphismes f : A> B et g : B> C de A tels que gf ap-

. s . k .
partiennent 4 A Pour tout morphisme x : A” > A et tout morphisme

r-
k D k . k P k

y : Bj -+ B vérifiant yyj = fx , le morphisme gy : By + C vérifie gyyj = gfx

et par suite, il existe un unique morphisme 1z : B? -~ A vérifiant zy? = x . Le

morphisme f appartient donc & AF .

3.3.1. Multiréflexivité. Soit A un objet de A , C un objet de AF

et h: A->C un morphisme de A . On cherche une factorisation universelle

h=gf ol f:A->B estun morphisme de A, B est un objet de AF et

g : B> C est un morphisme de 'AT .
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a) Notons A 1'ensemble des triples (k,x,j) formés d'un élément k
de K, d'un morphisme x : Ak > A et d'un €lément j de Jk pour lesquels il

: Bk » C vérifiant = hx . Notons A le

existe un morphisme z .o Z .
P k,x,]j j k,x,]j

Y
]
type de diagramme dont les objets sont constitués par un objet u et par deux ob-

jets pour chaque triple (k,x,j) de A et ayant un seul mor-

vkxx;j ’ wkix’j
pour chaque (k,x,j)

Notons ¢ : A -~ A 1le diagramme de A défini par &(u) = A , <I>(Vk X j) = Ak s

hisme V . > u et un seul morphisme V . > W .
P K,X,j P k,x,]j k,x,]j

s, ) = BY, o

_ .k
K\, j ; K%, j > u) = x et <I>(Vk > W ) = Yj . Notons

’X’J k}le

a: &> C le cOne inductif de base ¢ défini par

a_ =h, o} =z . et o = hx .
wk,x,j k,x,j \%

La catégorie A &tant multicompldte, le diagramme ¢ poss&de une multicolimite.

Soit 1 : & > X le cone inductif appartenant 4 la multicolimite de @ et facto-

risant le c6ne o« en un morphisme hi : X> C qui vérifie donc hilu = h et
, _ .
hllk,x,j = Zk,x,j pour chaque (k,x,j) ¢ A .
b) Etudions une propriété de L Soit h = nm une factorisation de

h telle que m: A-> D est un morphisme de A , D est un objet de AF et

n: D~ C est un morphisme de A Montrons que m se factorise de fagon uni-

r
que sous la forme m = m'mu et que dans ces conditions on a nm' = hi
Yk
Ak J B]j‘

Bk + C vérifiant

. . . .
Pour chaque (k,x,j) € A, le morphisme hllk,x,j : By

hilk,x,ng = hilux = hx = nmx , et le morphisme n &tant dans AT , il existe un
. . N 3 e k _ P
unique morphisme mk,x,j : Bj -~ D vérifiant mk,x,ij =mx . On en déduit
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1'existence d'un unique morphisme m' : X+ D vérifiant m'lu = m et

, _ . A . Ny P A
m 1k,x,j mk,x,j pour tout (k,x,j) € , c'est-a-dire vérifiant m = me.

Dans ces conditions, on a nm' = hi . Si m" : X-> D estun autre morphisme vé-
rifiant m"lu'z m , alors pour tout (k,x,j) e A, les égalités

k k ..
c=mM X = mx = mi X = m Y ointes au fait que l'objet D est
YJ u u k,X,JYJ J q J
dans AF , impliquent m'

m' .
K,X,j

.= m' . et par suite, m" = m'
k)x,J k)X’J ’

c) Notons C 1'ensemble des couples de morphismes
. k k k
{(1uy,1uz) | ke K, je Je» ) Bj 2 A tels que yYy = ij} . L'ensemble
. k k
1 = 1
C a un multiconoyau dans A . Pour tout (1uy,1uz) e C,ona hlluyYj hlluzyj
Puisque C est un objet de AF , on en déduit hiluy = hiluz . I1 existe alors

un unique morphisme q : X > Ah appartenant au multiconoyau de C et un unique

morphisme h1 : Ah - C vérifiant hlq = hi . Posons h' = q, et

Yk x j =l o ; Ona h= hlh' et h'x = Yk x jY? .
k
Y
A J » B
. J
Yy .
,lk:x:jm k’X’J
ht — _—‘\‘\\\\\\\\\\\\‘
///// 1
u X q 3
A + X \ﬁAh
h h! h
k‘
C
d) Etudions une propriété de h' . Soit h = nm une factorisation de
h telle que n : D~ C soit un morphisme de AT . Montrons que m se factorise
de facon unique sous la forme m = m'h' et que dans ces conditions, on a nm' = h1 .

>
v
~
Q
v
>
=2

" m'
m m h
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Le morphisme hlq : X > C vérifie hlqlu = hlh' = h=nm . D'aprés b),

il existe un unique morphisme m" : X » D vérifiant m"lu =m et nm" = hlq .
k . s
Pour tout (1 y,1.z) e C, ona mM yy.=m" Zyk . L'objet D appartenant a
u’’u u 'j u”'j
A, , on en déduit m"i y = m'"_z . Par suite, le morphisme m'" factorise de fa-
T u u
con unique sous la forme m'" = m'q ol m' : Ah - D vérifie en plus nm' = hl .
On en déduit m = m"lu = m'q1u =m'h' . Si mi : Ah + D est un autre morphisme
&1 Fi th! = ' - m=m' 'q = m' i [
vérifiant mlh m,ona mqi =m=mql, , donc miq = m'q puis mj =m

e) Pour tout ordinal B , on définit un objet AB de A et un morphisme

h, : A, > C et, pour tout couple d'ordinaux B , B' tels que B' < B , on défi-

B B

nit un morphisme + A, de A par induction transfinie de la facon

fo,80 P Agr 7 A

suivante, en utilisant les notations précédentes:
1) A=A, h =h.

2 Agr T An o gy T (gdy o Fgy g = (hg) Mg g

3) Si Yy est un ordinal limite, (AY’(fYB)B<Y) est un cdne inductif

appartenant a8 une multicolimite du diagramme (A et factorisant le cOne in-

8)g<y

ductif (hB : AB - C)B<Y , par un morphisme que 1'on note hY A > C .

Notons que, pour Y =0 , ona A = %%2 AB car le diagramme (AB)B<G
est a-filtrant et la catégorie A est 3 colimites a-filtrantes.

f) Montrons que Aa est un objet de AF . Soit k € K et

X Ak > Aa . Puisque Ak est o-présentable, il existe un ordinal B <o et
un morphisme xB : Ak - AB tel que X = fa BXB . Puisque 1'objet C appartient
E
a AF , le morphisme thB : Ak - C se factorise sous la forme hBXB = zy? oll
k . . k P
z Bj -~ C avec j e Jk . Le morphisme yk,xB,j : Bj > AS+1 vérifie alors
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k

Y5 = fee1,8%

Yk,xe,j

En posant

y = £ y. - k
o,B+1 k,XB,J j o

on a

k _ k _ B _
37 foe kg, 575 T faupenfeen, % T fo,p%e

x|

Y

n

Soit z : Bj - Aa un autre morphisme vérifiant E&? X . L'objet B?

étant o-présentable, il existe un ordinal B < a et deux morphismes

: B? T A, vérifiant y = fu,ByB et z = ﬁu,BZB . On a alors

I1 existe donc un ordinal R' > B tel que l'on ait

8% B
L, 876Y; * Ta,%s

fB',ByBY§ :‘fB',BZBY§ Par construction de AB'+1 , on en déduit la relation
far+1,8 %8178 = Tari1,80 781,87

Y= f,0%8 7 fupreifpein,e¥e” fo,preiferer,p?e T fue

soit On en infére

fo141,878 7 fpre1,p%

Z, = Z .

g

g) Montrons que le morphisme h_ : Au - C appartient 3 AF . Soit

a
T:oaks A et y : B? + C deux morphismes de A vérifiant h&f = ;Y? . Le
morphisme x est de la forme x = fd,BXB . Par construction de AB+1 , le mor-
. k PR k _

phisme yk,xB,j : Bj > AB+1 vérifie yk,xB,ij = f8+l,BXB . En posant
z = = f f = f =x .
27 Fo e ioxg,s 0 O ® Ty T o e, g% T T e T X

h) Le morphisme h est de la forme h = hafa 0" Soit h = nm une
factorisation de h telle que n est un morphisme de Ar . 11 est inmédiat 3

partir de d) et par récurrence transfinie qu'il existe un unique morphisme m

vérifiant m = m_f et qu'en plus, ona nm_ = h
a o,0 o]

_
i) Les objets de la forme Au , quand - A est fixé et que le morphisme

h : A~ C varie, forment (& isomorphismes prés) un ensemble. En effet, avec les

notations de a), les objets de la forme X forment un ensemble puisque les dia-

grammes de la forme /A forment un ensemble; avec les notations de c) les objets

de la forme Ah forment un ensemble; avec les notations de e) les objets de la
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forme A1 forment un ensemble; par récurrence transfinie, les objets de la forme

Ad forment un ensemble.

j) Montrons qu'un ensemble de représentants des classes d'isomorphie des
morphismes de la forme ﬁm’o t A~ Ad quand A est fixé et que h : A > C varie,
forment une famille universelle de morphismes de A vers AT . Tout morphisme
h:A->C avec C ¢ AT se factorisant sous la forme h = huﬁu,o , 11 suffit de
montrer 1'unicité d'une telle factorisation. Soit h' : A > C' un morphisme de
A tel que C' ¢ AT . On note h' = h&f& sa factorisation. Considérons une

,0

factorisation h = nﬁ& de h telle que n appartient a AT .

0

o
A m C
£3,0 /
AI P
a
hl
hl
o
Cl

D'aprés h), il existe un unique morphisme m : Aa - A& vérifiant

T _ . , . 5
mﬁx,o = fa,O et nm = ha . Les morphismes m et ham appartiennent a AF . La
1 1 = h'f' = hHh' 1 1 'oaxi 1 1 « A1
relation humfa,o = hafa,O = h' implique 1'existence d'un morphisme p : Au > A

P Yy - L ] i
vérifiant pfu,O = fa,O . On a alors pmfm,0 fa,O et mpfa’O fu,O , soit
pm = 1A et mp = lA' . Ainsi m est un isomorphisme. Ce qui ach&ve de prou-
a o

ver 1'unicité, & isomorphismes prés, de la factorisation de h : A > C

3.3.2. Fermeture pour les colimites o-filtrantes.

Soit (Ci)ieﬂ un diagramme o-filtrant de AF et soit (li : Ci > C)iel

sa colimite dans A . Montrons que C est dans AF . Pour chaque morphisme
k .,k _ .k ) ko ok _ , o
Yj AT > Bj , les objets A" , Bj étant o-présentables, 1l'application

k L . . . k .
HomA(Yj,C) est colimite o-filtrante des applications (HomA(Yj’ci))ie[ . Puis-
que Ci € AF , les applications HomA(yg,Ci) sont injectives et par suite, 1'ap-

plication HomA(y?,C) est injective. De méme, la famille d'applications de m€me
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4.0. Th&onéme. A(F) est une sous-catégorie multiréflexive de A fer-

mée pour les colimites a-filtrantes et elle est localement a-multiprésentable.

Preuve. Pour chaque famille (Yj T A Aj)jeJ de T et chaque couple

(jl,jz) d'éléments distincts de J , on note

1, 2,
Qe Ay 7 By s A > By
Ji1s)2
une multicolimite du diagramme (yj Yj ) . On note I', 1l'ensemble des familles
10 J2
vides de source Bk , pour k variant dans Kj 5, (jl,jz) étant un couple
1232
d'éléments distincts de J et la famille (Yj)jeJ variant dans T . Un objet

X de A est clos a gauche pour Fo si et seulement s'il n'y a aucun morphisme
B~ X , c'est-d-dire s'il n'existe aucun couple de morphismes

(y1 : Ajl - X, Yy Aj2 + X) tel que j1 z j2 et ylyjl = y2Yj2 . On en dé-
duit que les objets de A strictement clos 4 gauche pour I sont précisément les
objets clos & gauche pour T u Fo . Si X, Y sont deux objets strictement clos
a gauche pour T , tout morphisme f : A > B est clos 3 gauche pour T , donc

aussi pour T u FO . Ainsi, A(F) = ATUF et le théoréme se déduit du
o

Théoréme 3.2.

5. CATEGORIES DE FONCTEURS T'-MULTICONTINUS

Soit € wune petite catégorie et T wun ensemble de couronnes inductives
de € de bases oq-petites. Un foncteur F : c°? 5> Ens est I-multicontinu si,

our toute couronne inductive, de T , l'application
p pp

051 0 A 2 B (4 5yerxa

canonique <(iji)> : FB. ~ lim FAi est bijective. On note MulcontF[EOP,EnsJ
jeJ iel

la sous-catégorie pleine de [COP,Ens] ayant pour objets les foncteurs

I'-multicontinus.

5.0. Théoréme. Mulcontr[GOP,Ens] est une sous-catégorie multiréflexive
de [EOP,Ens] fermée pour les colimites o-filtrantes et elle est localement

a-multiprésentable.
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Preuve. Une couronne inductive (in : Ai > Bj)(i,j)e[XJ de T déter-

mine une couronne inductive (Homm(—,in) : Homc(—,Ai) - Homa:(—,Bj))(.l’j)el[><J

dans la catégorie [EOP,Ens] ; elle détermine méme une famille de morphismes de
~ op . _ ©14 _ -

méme source dans [C,Ens] : (<Homg( ,in)> : }%% Homg.(-,A;) ~ Homg( ’Bj))

Notons encore I 1'ensemble de ces familles de morphismes de [GOP,Ens] . Un

jed °

foncteur F : C°P > Ens est ‘I-multicontinu si et seulement si les applications
<Nat(<Hom¢(—,in)>,F)> : 55 Nat(Homm(—,Bj),F) > Nat(%%% Homm(—,Ai),F) sont bi-
jectives, c'est-a-dire si et seulement si F est un objet strictement clos &

gauche pour [ . Le théoréme se déduit alors du Théoréme 4.0.
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