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QUELQUES CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES LOCALEMENT MULTIPRÉSENTABLES 

Yves Diers 

RÉSUMÉ 

Si Cc est une petite catégorie et r est un ensemble de multicolimites 

dans (lZ , la catégorie des foncteurs Icop -+Ens multicontinus pour l? est loca- 

lement multiprésentable. Si /A est une catégorie localement multiprésentable et 

C est un ensemble de morphismes de A , la catégorie AZ des objets de 14 clos 

à gauche pour C , est localement multiprésentable. Ce sont deux cas particuliers 

d’une construction générale de catégories localement multiprésentables que nous 

donnons ici avec d’autres constructions. 

0. INTRODUCTION 

Si C est une petite catégorie et r est un ensemble de multicolimites 

dans (E , la catégorie des foncteurs Cap 4Ens multicontinus pour lY est loca- 

lement multiprésentable. Si A est une catégorie localement multiprésentable et 

C est un ensemble de morphismes de A , la catégorie AZ des objets de /A clos 

à gauche pour C , est localement multiprésentable. Ce sont deux cas particuliers 

d’une construction générale de catégories localement multiprésentables que nous 

donnons ici avec d’autres constructions. 

La somme et le produit d’une petite famille de catégories localement mul- 

tiprésentables sont localement multiprésentables. Soit A une catégorie localement 

multiprésentables. Si (E est une petite catégorie, la catégorie AE des foncteurs 

de (X dans A est localement multiprésentable. Toute sous-catégorie relativement 



pleine multiréflexive de a fermée pour les colimites a-filtrantes, est locale- 

ment multiprésentable. La catégorie Amon ayant les mêmes objets que A et 

ayant pour morphismes les monomorphismes de A est localement multiprésentable. 

Si A est un objet de A , la catégorie A/A des objets de A au-dessous de A 

est localement multiprésentable et la catégorie /A/A des objets de /A au-dessus 

de A est localement présentable. 

tégories localement présentables: 

ensemble de morphi smes de 

jets les objets de 

On révise la construction suivante donnée par Gabriel-Ulmer pour les ca- 

si 

présentable. 

est localement présentable et 

f!i Y la sous-catégorie pleine AZ 

clos à gauche pour 

On remplace 

c est un 

de A ayant pour ob- 

c par un ensemble 

c , est réflexive et est localement 

r de petites familles 

i :A+A) i ici de morphismes de /A de même source, on définit les objets et 

les morphismes clos à gauche pour l’ , pour obtenir une sous-catégorie relative- 

ment pleine multiréflexive Ay qui est localement multiprésentable. La plupart 

des catégories localement multiprésentables sont obtenues de cette façon. Par 

exemple, les catégories ILOCC des anneaux commutatifs locaux, iDom des domaines 

d’intégrité, Kc des corps commutatifs, AncInd des anneaux commutatifs indécom- 

posables, sont de la forme #4nc 
r où 19nc est la catégorie des anneaux commuta- 

tifs; la catégorie 0rdtot des ensembles totalement ordonnés est de la forme 

Qrdy où 0rd est la catégorie des ensembles ordonnés; les catégories de fonc- 

teurs multicontinus: Cc OP -43s sont de la forme [c OP,Enslr . 

On utilise les notations et les résultats de [2]. 

1. CONSTRUCTIONS DE CATÉGORIES MULTICOCOMPLÈTES 

1 .O. Ptrupua~un. La somme et le produit d’une petite famille de caté- 

gories multicocomplètes sont multicocomplètes. 

Ptteuve l  Soit C/Ak)keK une petite famille de catégories multicocomplè- 

tes. Posons /A = 

catégorie de /A . 

Pour chaque k E K , on identifie /Ak a une sous- 

k 
est une famille initiale d’objets de /Ak , alors 
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Wk) i (k,i)E il Ik 
kK 

81 

est une famille initiale d'objets de A . Soit (Xj)jEJ un diagramme non vide 

de /A . Si 

colimite dans 
(‘j)jdJ est un diagramme d'une sous-catégorie /A k' alors sa multi- 

est une multicolimite dans /A . Sinon, la multicolimite de 

(‘j) j,JJ est la couronne vide. On en déduit que /A est multicocomplète. Posons 

lB= 
T’, l  

Soit ((Ai)ktK)ito un diagramme de IB . Pour chaque k E K , soit 
kd 

k (1.. : Ai -f B.) 
31 J (i,j)dXJk ’ 

une multicolimite du diagramme CAkl i iCII dans /Ak . Posons J = T Jk , et pour 
kd 

(jk) E J , posons 

et 

B. 
(J > k = (Bjk)keK 

1 . 
(J ) 

= 

ki 
(1 > j,i kcK '  (I)k,, 3  B(j 

k 
) '  

La couronne inductive 

(1 - (J ) ki ' (A!)kcK -f B(j k ))(i,(j k ))EIIxJ 

est une multicolimite de ( (Ak) i 1 keK icII dans IB . Ainsi, 5 est multicocomplète. 

Si 

une petite catégorie, la catégorie 

est une catégorie multicocomplète et 

Ca:,Al des foncteurs de dans 

c est 

est mul- 

ticocomplète. 

~heuvL Soit (Fi)i.ll. un petit diagramme de [C,AJ . Pour chaque objet 

X de C, choisissons une multicolimite rx de (FiX)i~IT dans A . Notons J 

l'ensemble des cônes inductifs (Yi : Fi -+ G)iEn. de [C,&J tels que pour tout 

objet X de QI , (Yix : FiX + GX)iCE appartienne à TX . Pour 

j = (Yi : Fi + G)i~lI. E J , on pose Yji = Yi et Gj = G . Montrons que 

(Y ji : Fi -) G.) J (i, j)EllxJ est une multicolimite de (Fi)i~lI: . Soit 

b : Fi + w  ieE un cône inductif de 1 [C,A] de base (Fi)i~ll . Pour chaque 



objet X de C , il existe un unique cône inductif (yix : FiX -+ GX): ut apparte- 

nant à rX et un unique morphisme f X : GX -+ HX de A vérifiant Vi E II , 

fxyiX = aiX . Si u : X + Y est un morphisme de C , la relation 

Vic 5, fYYiY(Fiu) = aiY(Fiu) = (Hu)"iX = (Hu)fXYiX 

implique l'existence d'un unique morphisme Gu : GX -f GY vérifiant Vie II, 

CGulYiX = yiY(Fiu) et fY(Gu) = (Hu)fX . Il est alors immédiat que l'on définisse 

de cette façon un foncteur G : C -+ A , un cône inductif (y. 
1 

: F. -+- G)iCK appar- 
1 

tenant à J et une transformation naturelle f : G -+ H vérifiant Vic II, 

fyi = a i . En outre, si (yi : Fi -+ G')iCB appartient à J et f' : G' -+ H vé- 

rifie vi c 0 , f'y! = a. , alors pour tout X E (I: , on a yy, = yix et 1 1 

fX = fX , donc (y: : Fi -f G')iCI = (yi : Fi -+ G)iCL et f' = f . 

7.2. Pmpua~un. Si est une catégorie multicocomplète et 
*0 

un objet de A , la catégorie Ao/ des objets de /A au-dessous de A0 est mul- 

ticocomplète et la catégorie A/Ao des objets de A au-dessus de A est co- 
0 

complète. 

PUUV~. a) Soit (Ai,xi)i~lI un petit diagramme de Ao/A . Notons 

(I . . : Ai + A.) 
Ji J (i, j)ElIxJ une multicolimite du diagramme (Ai)iCa: de A . Pour 

j E J , notons (9 : A. -f k J Bk)k&i le multiconoyau de la famille de mor- 

phismes parallèles (L.x. : A0 -+ A.). 
J1 1 J ld l  

Notons yk : A0 -f Bk la valeur commune 

des morphismes 
qk l j i x i  7  

pour tout ieU. On obtient ainsi une famille (Bk’YL) 

d'objets de Ao//A et une couronne inductive 

(qk~ji ’ (Ai’xi) -) (Bk5Yk))(i k)EIx 11 K ’ 9 . 
jcJ ' 

de base (Ai,xi)iE~ que l'on montre facilement être une multicolimite dans Ao/A . 

b) Soit (Ai,xi)iég un petit diagramme de /A/Ao . Il existe un unique 

cône inductif (ai : Ai +- A) iCK de A appartenant à la multicolimite de (Ai)i~a. 

et factorisant le cône inductif (xi : Ai -+ A ). 
0 ld 

en un morphisme x : A -+ A 
0 l  
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Le cône inductif (ai : (Ai,xi) -+ (A,x))~~~ est alors une colimite de CA-i 9 'j-1 -je a 

dans IA/Ao . 

1.3. ~&opu&i~%a~. Soit U : /4 -+ IB un foncteur relativement pleinement 

fidèle ayant un multiadjoint à gauche. 

1) Si la catégorie est multicocomplète, la catégorie est multi- 

cocomplète. 

2) Si la catégorie iB est à limites connexes, la catégorie /A est à 

limites connexes. 

PttQUV e.. 1) Soit (Ai)i~(T un petit diagramme de /A . Considérons une 

multicolimite (y.. : UAi +- B.) 
31 J (i,j)EDJ du diagramme (uAi) ica dans 1B et, 

pour chaque j E J , une famille universelle de morphismes (g : B. -f 
k 3 

uAk)kcK 
i 

B 
i 

u . Montrons que l'ensemble r des cônes inductifs 

If i : Ai + Ak) ica de II tels que k E K. , j E J et Uf. = gkyji , est une 
3 1 

multicolimite de (Ai)icK dans /A . Soit (m. 
1 

: A. -+ A)iCO: un cône inductif de 
1 

#I de base (Ai)iEB . Le cône inductif (Umi : UAi + UA)iEII. de IB se facto- 

rise de façon unique par un cône inductif (y.. : 
Jl 

UAi + B.). J ld 
en un morphisme 

g PuA 
:B qui se factorise lui-même sous la forme g = (uh)gk où k E K. et 3 

h:Ak+A. Le foncteur étant relativement pleinement fidèle, il existe 

pour chaque i E IL , un unique morphisme fi : Ai -F Ak vérifiant Ufi = gkyji 

et hfi = m. . 
1 

Le cône inductif (fi : Ai -f Ak)iEk appartient à r et il fac- 

torise le cône (mi : Ai + A). 
l& l  

On montre facilement l'unicité d'une telle 

factorisation. 

2) Soit (Ai)i~[ un petit diagramme connexe de /A . Posons 

(B,B) q @ UA . 

A 1-I 

L5yUAi 1 puA 
i 

UA 
1-I 
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Pour tout objet i n: 3 le morphisme 'i : B + UA. 1 est de la forme 

@i = (uai>Si où (A;,Bj) est un morphisme diagonalement universel de B vers 

et a. 1 : A; -f Ai est un morphisme de /A . Puisque le diagramme CAi) ic[ est 

connexe, tOUS les couples (A' 6') peuvent en fait être choisis égaux; on note i, i 

(Ao,@,) leur valeur commune. On obtient alors un cône projectif 

(a * : A0 + A.). Montrons que c'est une limite projective. Soit 
1 1 x11: ' 

(Y i : A-tA.) i i4I un cône projectif de base 
CAi)-jc[ l  

Il existe un unique mor- 

phisme 8 :UA+B vérifiant Big = ’ i pour chaque i4I. Le foncteur LJ 

étant relativement pleinement fidèle, il existe pour chaque ie[T un unique mor- 

phisme fi : A -+ A0 vérifiant aifi = y. 
1 

et Ufi = P,g . Or, si 1-1 : i -+ i' 

est un morphisme de II , on a a i,fi = A a.f. = A y. = yi, et donc fi, = f. . 
P11 P1 1 

Puisque le diagramme (Ai)ic[ est connexe, on en infère l'égalité fi = f. 1' pour 

tous i,i' E lI . En notant f la valeur commune des f. 
1' 

on obtient un morphisme 

f: A-+A 
0 

vérifiant aif = y. 
1 

pour chaque i E [r ; un tel morphisme est en ou- 

tre unique. 

1.4. R~maJque.. Les Propositions 1.0, 1.1, 1.2, 1.3 sont encore vraies 

si l'on substitue a-muLticocampk?ke à mul%.cocampLtie.. 

2. CONSTRUCTIONS SIMPLES DE CATÉGORIES LOCALEMENT MULTIPRÉSENTABLES 

2.0. PtropuhXiun. 1) La somme d'une petite famille de catégories loca- 

lement a-multiprésentables est localement a-multiprésentable. 

2) Le produit d'une famille a-petite de catégories localement a-multi- 

présentables est localement a-multiprésentable. 

Pfm.4ve. Soit (A.& K E une petite famille de catégories localement 

a-multiprésentables. Pour chaque k E K , soit Gk un ensemble générateur propre 

de Ak formé d'objets a-présentables. L'ensemble 11 Gk est un ensemble gé- 
kK 

nérateur propre de la catégorie 11 14k formé d'objets a-présentables. La caté- 
keK 

gorie 11 J$ est à colimites o-filtrantes et est a-multicocomplète (Proposi- 
k& 

tion 1.0). C'est donc une catégorie localement a-multiprésentable. 
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L'ensemble ((Ak)kCK : Vk E K , (Ak E Gk) ou (Ak appartient a une fa- 

mille initiale d'objets de Ak)} est un ensemble générateur propre de la catégo- 

rie T 'k formé d'objets a-présentables, 
kd 

et la catégorie T/Ak est à coli- 
kK 

mites a-filtrantes et est a-multicocomplète (Proposition 1.0); c'est donc une 

catégorie localement a-multiprésentable. 

Si est une catégorie localement a-multiprésenta- 

ble et C est une petite catégorie, la catégorie [C,A] des foncteurs de C 

est localement a-multiprésentable. 

Ptteuve. La catégorie [C,A] est a-multicocomplète (Proposition 1.1) et 

est à colimites a-filtrantes. Etudions les générateurs. 

a> Soit X0 un objet de C et A0 un objet de A . Pour tout objet 

X de C , on note 

(Y jx 
: A0 + B.) J (x,j)EHoma:(Xo,X)xJX 

une multisomme de l'objet A0 pris HomC(Xo,X) fois. on note rx A l'ensem- 
0' 0 

ble des couples (H,(I.~)~~$ formé d'un foncteur H : UI -44 et, pour tout 

XE c, d'un cône inductif discret 

(lxx : A0 + HX) xcHomC(Xo,X) 

appartenant à la multisomme précédente, i.e. tel que 3j E Jx , Vx : X0 -+ X , 

lxx = Yxj ' On pose 

1 = 1xo,lx : A0 -f HX 0 0 l  

0  

Soit F : Q: -+/A un foncteur et (H,(I~)) un élément de rx A . A toute trans- 
0' 0 

formation naturelle a : H -+ F , on associe le morphisme , 

Montrons que 

q(a) = ax l. : A0 -f FXo . 
0 

établit une bijection entre les ensembles 



AL Nat(H,F) 
CH, (l,)krx 

et HomACAo,FXo) , 
A 

0' 0 

en construisant l'application réciproque. Soit f : A0 -+ FXo un morphisme de A . 

Pour tout objet X de C , le cône inductif 

(a xx : A0 + FX) xeHomC(Xo,X) ' 

défini par aXx = (Fx)f , détermine de façon unique un cône inductif appartenant 

Z la multisomme de l'objet A0 pris HomC(Xo,X) fois, que l'on note 

(1 xx : A0 -f HX) xeHomC(Xo,X> ' 

ainsi qu'un morphisme @X : HX + FX . Il est alors immédiat que HX est défini 

fonctoriellement et que 6, définit une transformation naturelle @ : H -f F . 

b) Soit G un ensemble générateur propre formé d'objets a-présentables 

de A . Notons [C,A] l'ensemble des foncteurs o 

{H : 3x0 E (l.Z , 3Ao E G , 3(Ix)xCC , (H,(IX)XEc) E TX 1 l  

0 ’  A 0 

Montrons que [6,/A], est un ensemble générateur propre formé d'objets 

a-présentables de C’LAI . Soit a,@ : F z G deux morphismes de C(c,!-!] tels 

que Nat(H,a) = Nat(H,@) pour tout h E [C,/AI, l  
Pour tout objet A0 de G et 

tout objet X0 de C , on a d'après le a) , 

Hom/po,ax > = -u Nat(H,a) E IL 
0 CH, (lX))Er)( 

A 
CH, (IX))crx 

Nat(H, 6) 'L HomA(Ao, 8, 1 . 
0 

0' 
A 

0 0' 0 

On en déduit que aX = 6X et par suite que a=f3. Soit a : F -+ G un mor- 

phisme de [&/A] tel que yfapplication Nat(H,a) soit bijective pour tout 

H E C@,Al, . Alors, pour tout X0 E C et tout A0 E G , l'application: 

HomA(Ao,aX > - -LL Nat(H,a) 
0 CH, (IX)krx A 

0' 0 

est bijective; par suite aX est un isomorphisme, donc a aussi. Soit (Fi)iCB 
0 

I 

- ‘ I  
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un diagramme a-filtrant de c w-u et H un objet de [&/AI0 . On a 

-LL 
CH, h,))ErX 

Nat(H, 12 Fi) 
A i& 

0' 0 

rk HOmA(Ao, 2 FiXo) e 1% HOmA(Ao,FiXo) 
k[r kIT 

% 12 IL = LL 12 . 
id (H,(lX))Erx 

Nat(H,Fi) Nat(H,Fi) 
A 

0' 0 
(H,(l,)krx A i-d 

0' 0 

On en déduit Nat(H, 12 Fi) - 12 Nat(H,Fi) , ce qui prouve que H est o-pré- 
icK ieII: 

sentable. 

2.2. Pmpob~on. Si /A est une catégorie localement a-multiprésenta- 

ble et A 0 est un objet de /A , la catégorie Ao//A des objets de ,4! au-dessous 

de A0 est localement a-multiprésentable et la catégorie /A/Ao des objets de 

/A au-dessus de A0 est localement a-présentable. 

Ptteuve.. Ce sont des catégories à colimites a-filtrantes. La catégorie 

Ao//A est a-multicocomplète et la catégorie A/Ao est a-cocomplète (Proposition 

1.2). Le foncteur U : Ao//A + A défini par U(A,x) = A et Uf = f a un multi- 

adjoint à gauche. En effet, soit A un objet de /A . Notons (13 : A0 -+ A. , 
J 

9 
: A -f A.) 

3 GJ une multisomme des deux objets A et A0 . On obtient alors une 

famille (A.,lo) 
J JjeJ 

d'objets de Aol/A et une famille universelle de morphismes 

(1' : A + U(A.,lo)) 
3 J jcJ 

de A vers U . Le foncteur U est fidèle et crée les 
J 

isomorphismes et les colimites a-filtrantes. On obtient alors un ensemble géné- 

rateur propre formé d'objets a-présentables de Ao//A par la méthode utilisée 

dans la démonstration de la Proposition 2.3 e), f), g), h). Pour la catégorie 

WA0 9 l'ensemble des objets de /A/Ao de la forme (A,x) pour A E G , est un 

ensemble générateur propre formé d'objets a-présentables. 

2.3. Pttapa&iZkn. Soit U : /A -+ B un foncteur relativement pleinement 

fidèle qui a un multiadjoint à gauche et relève les colimites a-filtrantes. Si 

la catégorie 83 est localement a-multiprésentable, la catégorie 14 l'est aussi. 



Ptteuve. a) U relève les colimites a-filtrantes signifie: tout dia- 

gramme a-filtrant de A dont l'image par U a une colimite, a une colimite 

préservée par U . La catégorie /A est donc à colimites a-filtrantes préservées 

par U . 

b) La catégorie IB étant multicocomplète et à limites connexes, il en 

est de même de la catégorie /A (Proposition 1.3). 

Cl Montrons que U est fidèle. Soit f,f' : A $ A1 deux morphismes 

de 14 tels que Uf = Uf' . L'image par U du noyau k : K -+ A de (f,f') est 

le noyau de (Uf,Uf') ; c*est donc un isomorphisme. Le foncteur U étant locale- 

ment pleinement fidèle, il existe un unique morphisme h : A -+ K vérifiant 

Uh = (Uk)-1 et kh = lA . Cela implique que k est un isomorphisme et par 

suite, que f = f* . 

d) Montrons que U reflète les isomorphismes. Soit f : A -+ A* un 

morphisme de IA tel que Uf est un isomorphisme. Puisque U est fidèle, f 

est un monomorphisme. Puisque U est localement pleinement fidèle, il existe un 

morphisme h : A* -+ A tel que Uh = (Uf)-1 et fh = lA . Par suite, f est un 

isomorphisme. 

e) 

sentables. 

Soit H un ensemble générateur propre de 

Pour chaque objet de H 9 soit 

formé d'objets 

cg i : BO + UA.). 1 XI 
BO 

une famille universelle de morphismes de B vers U . 
0 

Montrons que 

G = U {Ai : i E IB } 
BocH 0 

est un ensemble générateur propre de 

f 1 Soient f,f' :A$A' 

formé d'objets 

deux morphismes de A 

a-présentables. 

a-pré- 

tels que, pour tout 

A0 E G , on ait HomA(Ao,f) = HomA(Ao,ff) . Pour tout objet BO E H , on a 



-- 

Yveb vim 89 

Hos(Bo,Uf) - \I HOmA(Ai,f) % 11 HomA(Ai,f') ré Ho%(Bo,Uf') . 
ic1 

BO 

ie1 
BO 

On en déduit que Uf = Uf* et par suite, que f=f'. 

g) Soit f : A -f A' un morphisme de A tel que pour tout objet A 
0 

de G , HomA (Ao J f) est une bijection. Pour tout objet BO de H , l'applica- 

tion 

HOs(Bo,Uf) CY [I HOmA(Ai,f) 
ic1 

BO 

est bijective. On en déduit que Uf est un isomorphisme et par suite, que f 

en est un aussi. 

h) Soit (Ak)kEK un diagramme a-filtrant de A . Pour BO E H et 

i E IB , on note f. 1 : 9 HomA(Ai,Ak) -+ HomA(Ai, l%Ak) l'application canoni- 
0 k& WK 

L'application 

est alors composée des bijections suivantes: 

11 l& HomA(Ai,Ak) % 12 11 HomA(Ai,Ak) E 12 
ie1 B kIK k& icIB k& 

Hos(Bo,UAk) 

0 0 

r4 HoyB(Bo,U 1irJ Ak) rk -LL 
keIK ic1 

HomA(Ai, 1% Ak) . 

BO 

k& 

C'est donc une bijection, et par suite, chaque fi est une bijection; cela prouve 

que les éléments de G a-présentables. 

2.4. Exemp&A. , 

2.4.1. La Proposition 2.3 s'applique aux foncteurs ensemble sous-jacent 

des catégories !k 9 philb , Met , 0rdTot , aux foncteurs inclusion Locc -+ Ane , 

Dom t Ane , /Red -f Ane , AncInd -+ Ane , etc. [2]. 
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Si est un anneau commutatif unitaire, la catégorie A/Anc 

est la catégorie des A-algèbres. est un corps commutatif, la catégorie 

k/Kc est la catégorie des extensions de k ; par exemple les corps commutatifs 

de caractéristique p . La catégorie rK/k est la catégorie des corps qui sont 

sous-corps de k ; elle est localement Ho-présentable. 

2.4.3. Les catégories Amon . 

Soit A une catégorie localement a-multiprésentable. On note Amon la 

catégorie ayant les mêmes objets que A et ayant pour morphismes les monomorphis- 

mes de A . Montrons que Amon est localement a-multiprésentable. C’est une 

sous-catégorie relativement pleine de A . Elle est multiréflexive puisque si A 

est un objet de A et si CBi’gi)icI est une famille représentative des quotients 

extrémaux de A , tout morphisme g : A -+ B de /A se factorise d’une unique fa- 

çon sous la forme g = fg. où i E 1 et f : B. -+ B est un monomorphisme (Propo- 1 1 

sition 5.1 [Z]). En outre, soit (Ai)ica un diagramme a-filtrant de /Amon de 

colimite (A,l) dans A . Si A un objet a-présentable de A et si 
0 

x,y : A0 : Ai sont deux morphismes de A vérifiant lix = liy , il existe un 

morphisme a : i -+ if de [r vérifiant Aox = Aoy et puisque Aa est monomor- 

phique, on en déduit x=y. Les objets a-présentabl es engendrant A , on en 

infè re que 1 ‘i monomo rphiques et P lar suite, que 

puisque si 

e morphisme 

ue (Propositi 

entable (Prop 

t exactement 

,A,d e 

: Ai + 

t un cône de 

est un 

i par 

catégo- 

.emarquons 

gendrés 

/Amon 

cône 

. Ce 

induct 

=Pi P 

C ône est une colimite dans A mon IP i 
f : 

B) ieI[ 

i f de ‘mon de base (Ai)i.a , 1 défin A-+-B 

5.0 [Z-J 

tion 2. 

fi i 

rie 

ur tout idt, est monomorphiq > 

A mon st alors localement a-mul tiprés losi 3 > . R 

les obj ts a-présentables de /Amon son objets que 
A . En effet, ce sont les buts des morphismes diagonalement universels des 

objets a-présentables de mon l  

Ce sont donc les quotients extrémaux 

des objets a-présentables de A qui sont précisément les objets a-engendrés 

de A [43. 
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3. CATÉGORIES Ay D'OBJETS CLOS À GAUCHE POUR l? 

3.0. Un uemplk. 

unitaires et le couple de morphismes de même source 

Considérons la catégorie AI-K des anneaux commutatifs 

(Y 0 
: ZCXI + Z[X,Y]/ (XY-1) ’ y1 : ZCXI -f Z[X,Y]/ ((X-l)Y-1)) 

défini par y,(P(X)) = P(X) et yl(P(X)) = P(X) . Pour tout anneau commutatif 

A Y le couple d’applications de même but, 

(Horn &YoyA) : Homhc(~CXy~l/(XY-l) JA) -+ Homhc@CXl,A)) , 

a pour image {x E A : X est inversible ou (1-x) est inversible} en identi- 

fiant Hom&Z[ X],A) avec l’ensemble A . Ce couple d’applications de même but 

sera donc surjectif si et seulement si Vanneau A satisfait l’axiome: vx E A Y 

X est inversible ou l-x est inversible. 

Si on considère la famille vide de morphismes de Ane ayant pour source 

l’anneau 0 , alors pour chaque anneau A , son image par le foncteur Hom*nc 6 YA) 

est la famille vide d’applications de but 
Hync (OYN l  

Cette famille sera sur- 

jective si et seulement si il n’existe aucun morphisme de 0 dans A , c’est-à- 

dire si et seulement si l’anneau A satisfait l’axiome: 0 ;r 1 . Les anneaux 

locaux peuvent donc être définis par les deux familles précédentes de morphismes. 

Les morphismes y, , y1 permettent aussi de définir les homomorphismes locaux. 

En effet, un homomorphisme d’anneaux f : A + B est local si et seulement si pour 

tout morphisme m : Z[X] + A et tout morphisme n : Z[X,Y]/ (xy-l) -+ B vérifiant 

fm = ny, , il existe un morphisme g : Z[X,Y]/ (xy-l) -+ A vérifiant gyo = m.. On 

aurait pu tout aussi bien prendre le morphisme y 
1 l  

Ainsi, la catégorie ILocc est construite à partir de /Inc à partir de 

familles de morphismes de même source. Ce procédé de construction de catégories 

localement multiprésentables est très général. 



A, * On considère une catégorie locale- 

ment a-multiprésentable A et un ensemble p de petites familles de morphismes 

de mêmes sources de A dont les sources et buts sont a-présentables. Un ubjex 

X de /A est dit C&M à gauche /XIUA r si, pour chaque famille (vj : A -+ A.). J JeJ 
de l? , les applications Horn (y X) : A j' Horn (A. ,X) -+ HomA(A, X) 

A J 
sont injectives 

pour j E J et la famille d'applications de même but (Homg,(yj ,X)) j, J est sur- 

jective. Un mu4phiAme f : X -f Y de /A est dit &a à gauche ~UUJZ I' si, pour 

chaque famille (y. : A -+ A.) 
3 3 GJ 

de r et chaque j E J , et pour chaque couple 

de morphismes m : A -+ X , n : A. + Y vérifiant fm = ny . , il existe un unique J J 
morphisme g : A, -f X vérifiant 

9 
= m . 

che pour r constituent la catégorie /Ar . 

Les objets et morphismes clos à gau- 

On peut noter que si la famille vide de source AO appartient à 

la condition demandée pour un objet A de Ar est HomA(Ao,A) = @ . 

3.2. ThEu4dme. est une sous-catégorie relativement pleine multiré- 

flexive de A fermée pour les colimites a-filtrantes et elle est localement 

a-multiprésentable. 

k k k 3.3. P4teuve du XhEu42me. Soit r = {(y. : A -+ B.) 
3 J jtJk’keK ’ 

3.3.0. est une sous-catégorie relativement pleine de A . Considé- 

rons en effet deux morphismes f : A -+ B et g : B -+ C de A tels que gf ap- 

partiennent à /Ar . Pour tout morphisme x : Ak -+ A et tout morphisme 

k :B +B 
Y j 

vérifiant k k k 
9 

= fx , le morphisme gy : B Y 
-+ C vérifie gyy. = gfx 

3 
et par suite, k il existe un unique morphisme z : B. + A k 

3 
vérifiant zy. = x . Le 

3 
morphisme f appartient donc à /Ar . 

3.3.7. Multiréflexivité. Soit A un objet de A , C un objet de Ar 

et h:A+C un morphisme de A . On cherche une factorisation universelle 

h = gf où f : A -f B est un morphisme de A , B est un objet de Ar et 

8 : B-+C est un morphisme de .A, . 
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a) Notons A l'ensemble des triples (k,x,j) formés d'un élément k 

de K, d'un morphisme x : A k -+ A et d'un élément j de Jk pour lesquels il 

existe un morphisme k :B -+C 
Zk,x,j j 

vérifiant k 
'k,x,j'j = hx . Notons A le 

type de diagramme dont les objets sont constitués par un objet u et par deux ob- 

jets V k,x,j ' 'k,x,j pour chaque triple (k,x,j) de A et ayant un seul mor- 

phisme V k,x,j j u et un seul morphisme V 
k,x,j 

+W 
k,x,j 

pour chaque (k,x,j) . 

Notons Cp : ,& -+ A le diagramme de A défini par Q(u) = A , Q(V 
WA 

) q Ak , 

@(W )=B;, k,x,j WV k,x,j 
-+u)=x et W k,x,j -+W 

k  xj)  =Yr l  
Notons 

9 9 
a : Cp -+ C le cône inductif de base @ défini par 

a U =h, oW = 'k,x,j et % = hx . 
k,x,j k,x,j 

La catégorie 14 étant multicomplète, le diagramme @ possède une multicolimite. 

Soit i : F-+-x le cône inductif appartenant à la multicolimite de @ et facto- 

risant le cône a en un morphisme hi : X -+ C qui vérifie donc hiIu = h et 

hilk x j = 'k,x,j pour chaque (kxd E A . Y Y 

b) Etudions une propriété de lu . Soit h = nm une factorisation de 

h telle que m : A -+ D est un morphisme de A , D est un objet de A, et 

n :D+C est un morphisme de *r ' Montrons que m se factorise de façon uni- 

que sous la forme m = m'l 
U et que dans ces conditions on a nm' = h* 1' 

k 
'j + Bk . -4 

Pour chaque (k,x,j) E A , le morphisme h9 k :B +C 
1 k,x,j j vérifiant 

h'l k 
1 k,x,j'j = hiIuX = hx = nmx , et le morphisme n étant dans Ay , il existe un 

unique morphisme 
mk,x,j 

:B;+D vérifiant k 
mk -Y- = mx . On en déduit 

YXYJ J 



l'existence d'un unique morphisme rn' : X -+ D vérifiant mIlU = m et 

m"k,x,j = mk,x,j pour tout (k,x,j) E A , c'est-à-dire vérifiant mIlu = m . 

Dans ces conditions, on a nm* = hi . Si mrr : X -+ D est un autre morphisme vé- 

rifiant rn? U =m, alors pour tout (k,x,j) E A , les égalités 

rn? k k 
k,x,j'j 

= mt*lUx = mx = mQUx = rn? 
k,x,iY 

jointes au fait que l'objet D est 

dans /Ar , impliquent mT 
k,x,j = m'lk,x,j et par suite, ml1 = mf . 

Cl Notons C l'ensemble des couples de morphismes 

(Iluy,Iuz) 1 k E K , j E Jk , (y&) : Bi z A 
k k tels que y?f. = zujl . L'ensemble 
J 

k k C a un multiconoyau dans /A . Pour tout (I,Y+z) E C , on a hiluyYj = h'l zy. . 
lu 3 

Puisque C est un objet de /Ay , on en déduit hiTUy = hilUz . Il existe alors 

un unique morphisme q : X -+ A h appartenant au multiconoyau de C et un unique 

morphisme hl : Ah+c vérifiant hlq = h' . 1 Posons h1 = qlu et 
k 

yk,x,j = q'k,x,j l  

On a h = hlh' et h*x = 'k,x,j'j l  

k 
3 l Bk . 

C 

d) Etudions une propriété de h* . Soit h = nm une factorisation de 

h telle que n : D -+ C soit un morphisme de /AI, . Montrons que m se factorise 

de façon unique sous la forme m = rn'h' et que dans ces conditions, on a nrn! = hl . 

A Lu .X 9 
bAh 

rn! m mrr 

il, i 

hl 

D C n 
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Le morphisme hlq : X + C vérifie hlqlu = hlh' = h = nm . D'après b), 

il existe un unique morphisme mrr : X-tD vérifiant mrVi =m et 
U 

nrn" = hlq . 

Pour tout O,Y,~,Z) E c 9 on a. 
k rnlQ,fl. k 
J 

= mTUzy. . 
3 

L'objet D appartenant à 

Ar ’ on en déduit mTuy = rn? z u ' Par suite, le morphisme mtr factorise de fa- 

çon unique sous la forme rntf = m'q où rn' : Ah -+ D vérifie en plus nm* = hl . 

On en déduit m = m**l = rn'ql = m'h* . 
U U 

si mi : Ah + D est un autre morphisme 

vérifiant mlhl = m , on a 1 miqlu = m = mlqIu , donc ";q = mlq puis “i = ml . 

4 Pour tout ordinal P , on définit un objet A6 de A et un morphisme 

hB B 
:A -+C et, pour tout couple d'ordinaux 6 , 8' tels que f3' < B , on défi- 

nit un morphisme 
fB,B’ : A@' + A@ de A par induction transfinie de la façon 

suivante, en utilisant les notations précédentes: 

1) A =A, ho=h. 
0 

2, A@+1 = Ah 9 h@+l = (h&l 9 fB+l,# = (hB)'f~,# ' 

3) Si y est un ordinal limite, (Ar 9 (fy$ B<y) est un cône inductif 

appartenant à une multicolimite du diagramme cA& WY 
et factorisant le cône in- 

ductif (hB : AB -+ C) 69 ' par un morphisme que l'on note h : A -+ C . 
Y Y 

A 

Notons que, pour y = a , on a Aa = 12 A6 car le diagramme 
f3.Q 

(AB) B<a 

est a-filtrant et la catégorie A est à colimites a-filtrantes. 

f) Montrons que Ao est un objet de Ar . Soit k E K et 
- 
X : Ak + Ao . Puisque Ak est a-présentable, il existe un ordinal f3-u~ et , 

un morphisme k 
XB :A -+A P tel que Y = f 

a,BXB l  

Puisque l'objet C appartient 

à /A r ' le morphisme hBxB : A k + C se factorise sous la forme k hBxB = zyj où 

k 
Z :B.+C k :B.+A vérifie alors 

J 
avec j E Jk . Le morphisme y 

k,xBJ J 8+1 
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En posant 

k 
YkyxBy~yj = fp+l,BxB ' 

étant 

-k = 
9 f k= 

a,PtlYk,x jyj f- 
6' a,Pt 

f Y M+l Lx B ,j 
Bk 

j' a 

lfBtl,BX@ = f 
a,BXB = 

x . 

Soit y : B 
k 

-+ Aa -k - 
j 

un autre morphisme vérifiant zy. = x . k 
3 

L'objet B. 
J 

a-présentable, il existe un ordinal et deux morphismes 

k 
YB, ZB IBjzA B 

vérifiant 7 = f %BYP 
etZ=f 

a,BZP l  

On a alors 

f 

k k 
a pYBYj = ‘a  @‘BYj l  

Il existe donc un ordinal f3' > 6 tel que l’on ait Y 
k ' 

fB,,BYByj 
k 

= .fBf,@ZBYj ' Par construction de A on en déduit la relation B'tl ' 

fB'+LB'fB',BYB = fBftl,B'fB,,BZB Soit fB,tl,6YB = fs,tl,BzB . On en infère 

y  = fa $6 = fol  @itlffptl pYe= fa p,,pp1 $6 = fa pzB = -F l  
’  Y Y Y ’  Y Y 

g) Montrons que le morphisme ho : Aol -+ C appartient à a\, . Soit 
- 
X : A k k -+ Ao et y : B. -+ C deux morphismes de A vérifiant ha = >t . Le 

J 
morphisme ?- est de la forme x = f 

a,PXP l  

Par construction de A pt1 ' le mor- 

k phisme yk x j : B. -f 
J~J 3 - 

z=f a,@+1 k,x ,j ' On Y 
B 

*B,1 vérifie k =f Btl,BXP l  

a Tyk  

yk,xB,jYj - 
j 

=f 
a&1 

f 13tl,BX/3 = f,,@xg = x l  

h) Le morphisme h est de la forme h = h,fa o . 
Y 

factorisation de h telle que est un morphisme de 

En posant 

h = nm une 

Il est immkdiat à 

partir de d) et par récurrence transfinie qu'il existe un unique morphisme m a 

vérifiant m = m f a CL'0 et qu'en plus, on a nm a = ha . 

U Les objets de la forme a ’ quand. A est fixé et que le morphisme 

h: A+C varie, forment (à isomorphismes près) un ensemble. En effet, avec les 

notations de a), les objets de la forme X forment un ensemble puisque les dia- 

grammes de la forme A forment un ensemble; avec les notations de c) les objets 

de la forme *h forment un ensemb le; avec les notations de e) les objets de la 
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forme Al forment un ensemble; par récurrence transfinie, les objets de la forme 

a forment un ensemble. 

j) Montrons qu'un ensemble de représentants des classes d'isomorphie des 

morphismes de la forme f 
Q,O 

:A+A a quand A est fixé et que h : A + C varie, 

forment une famille universelle de morphismes de A vers % . Tout morphisme 

h: A-+C avec c E / !r se factorisant sous la forme h = h f a a,0 ' il suffit de 

montrer l'unicité d'une telle factorisation. Soit hr : A -+ C' un morphisme de 

/A tel que C'EI . !r On note h' = h$fA o sa factorisation. Considérons une 
Y 

factorisation h = nf: o de h telle 
9 que n appartient à . !r 

C 

D'après h), il existe un unique morphisme m : Aa -f AJI vérifiant 

mf 
a,0 

= fk o et nm = ho . Les morphismes m et h:m appartiennent à Ay . La 
9 

relation hkmf, o = h;fA o = h' 
9 Y 

implique l'existence d'un morphisme p : Ah -+ A 

vérifiant pf' 
a,0 

=Qo. Y On a alors p"fcl o = fo o et mpf; o = fol o , soit 
¶ 9 9 9 

pm = lA et mp = 1 est un isomorphisme. Ce qui achève de prou- 
a a 

. Ainsi m 

ver l'unicité, à isomorphismes près, de la factorisation de h : A -+ C . 

3.3.2. Fermeture pour les colimites a-filtrantes. 

Soit (Ci)iE[r un diagramme a-filtrant de /Ay et soit (~i : Ci -+ C)iEI 

sa colimite dans A . Montrons que C est dans Ar . Pour chaque morphisme 
k 

9 
: Ak + B; , les objets Ak k 

? B. J 
étant a-présentables, l'application 

k Horn (y.,C) est colimite 
A 3 

a-filtrante des applications (HOm~(y!J9Ci))ic~ ' Puis- 

que Ci E Ay 9 les applications k Horn (y,Ci) sont injectives et par suite, l'ap- 
A 3 

k plication Hom&,C) est injective. De même, 
3 

la famille d'applications de même 
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4.0. ThEu4dme. 

mée pour les colimites 

A 
(r) 

est une sous-catégorie multiréflexive de fer- 

a-filtrantes et elle est localement a-multiprésentable. 

P4a4v e . Pour chaque famille (y. : A + A.) 
J 3 jEJ de l? et chaque couple 

I (j,,j,l d'éléments distincts de J , on note 

(1 
1 
k : A. +- Bk , 1; : A. -+ B Jl 32 1 k kcK. 

Jl a2 

une multicolimite du diagramme (yj,,yj ) . On note r. l'ensemble des familles 
2 

vides de source Bk ' pour k variant dans K. . 
31912 

Y (j,,j,) étant un couple 

d'éléments distincts de J et la famille (y.) 
3 jcJ 

variant dans r . Un objet 

est clos à gauche pour 
rO 

si et seulement s'il n'y a aucun morphisme 

Bk + ’ Y c'est-à-dire s'il n'existe aucun couple de morphismes 

(Y 1 : A. + X , y2 : A. + X) 
Jl 32 

tel que j, * j, et ylyjl = y2yj2 . On en dé- 

duit que les objets de 

objets clos à gauche pour 

strictement clos à gauche pour 

r u r. . 

à gauche pour r , tout morphisme 

Si x Y y 
f: A-+B 

aussi pour l? u TO . Ainsi, /A 
u) 

= yur et le th 
0 

Théorème 3.2. 

5. CATÉGORIES DE FONCTEURS IY-MULTICONTINUS 

os a g 

r sont précisément les 

objets strictement clos 

auche pour l? , donc 

se déduit du 

Soit a: une petite catégorie et r un ensemble de couronnes inductives 

de C de bases a-petites. Un foncteur F : Cap -+ fEns est r-mWca&nu si, 

pour toute couronne inductive, (y.. : A. + B.) 
31 1 J (i,j)e[IXJ de r , l'application 

canonique <(Fy..)> : 11 FB. + 12 FAi 
Jr jcJ J 

est bijective. 
iell 

On note Mulcontr[(COP,IEns] 

la sous-catégorie pleine de [(fop ,lEnsl ayant pour objets les foncteurs 

l?-multicontinus. 

5.0. ThEU4dme. Mulcontr[aoP ,lEnsJ est une sous-catégorie multiréflexive 

de [aoP,IEns] fermée pour les colimites a-filtrantes et elle est localement 

a-multiprésentable. 
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Ptteuve.. Une couronne inductive (y.. : Ai + B.) de I' déter- 
J1 J (i,j)EKxJ 

mine une couronne inductive 
(Hom,(-,Yji) 

: Home(-,Ai) -+ HomC(-,Bj)) (i,j)ECrXJ 
dans la catégorie [(CoP,lEns] ; elle détermine même une famille de morphismes de 

même source dans [C OP,(Ens] : (<HOmC(-,yji)> : 1L HomC(-'Ai) + Home(-,B.)). 
ld J JEJ' 

Notons encore F l'ensemble de ces familles de morphismes de CCoP,Ensl . Un 

foncteur F : top -+ IEns est .r-multicontinu si et seulement si les applications 

<Nat(<Homa:(-,yji)>,F)> : 11 Nat(Hom,(-,Bj),F) 
jeJ 

-+ Nat(* HOmC(-,Ai),F) sont bi- 
id 

jectives, c'est-à-dire si et seulement si F est un objet strictement clos à 

gauche pour l? . Le théorème se déduit alors du Théorème 4.0. 
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