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SOMME DE FONCTIONS MULTIPLICATIVES RESTREINTE
A UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE

Armel Mercier

1. INTRODUCTION

Soit T wun entier positif tel que
7 OEm . vy 7 EL®
n=1 n° n=l n°

r désigne la fonction zeta de Riemann, alors il s'ensuit que

gln) = % d, (%) g' (@ ,
din

oll

d (n) = ) 1

dldz...dr=n

Le but de cette note est de trouver une formule asymptotique pour

Z g(n) , k,£ ¢ N, en utilisant seulement des méthodes &lémentaires.
n<x
nz=£ (k)

L'expression asymptotique est connue lorsque r =1 (voir [1]) et aussi lorsque

k=1, £=0 et r estun entier positif arbitraire (voir (2], [4]).

2. NOTATION

Nous désignerons par Tq 1'abscisse de convergence absolue des s&ries de

Dirichlet. Pour a > 1, p°lld signifie que pa]d et Pa+1/rd i
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3. L'ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL

Theondme 1. Soit g une fonction multiplicative telle que

X Eﬁgl = F(s) 2 Eléﬂl
n=1 n n=l n

<«
'
avec T 2 2 , et supposons que 2 (nn logn converge absolument.
n=2

k,£ ¢ N, nous avons

Alors, pour

2 -1 -1
W ] esmo=n 148 @), )T g L),

nsx plk Py plk'{ P

n=L(k)
a v E(Ea+i2 1 s g'mlx r-1 -2
I (g™ + ) % T DT .21 . F-log x + 0(x log x) ,
1= p n=

p ”d Plk'

oi d= (k,€) et k =k'd .

Remarque. Si g est une fonction compldtement multiplicative, alors

1'équation (1) devient

-1
- —&(d) g(p) g(p)
g(n) = I 1- IT|1- x
né& d¢(k/d) plk P pld ‘ P
n=L (k) k
plg

z;:%yr ) 'nn x logr_1 x + 0(x logr-2 x) ,

" n=1

oi d= (k,£) et ¢ désigne la fonction d'Euler.

4. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL

Puisque r 2 2, alors nous avons pour o > Oy s
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] OE® v § gn)
S s
n=l n n=l n
(-]
-1 '
=c(s) [t [ B
n=l n
h
=o(s) —L’s‘l
n=l n
Dans ce cas, nous avons
g(n) = h(d) ,
din
d'oli
2 J gm = ] ] h(d
n<x n<x djn
n=£ (k) nzL (k)
I1 s'agit maintenant de trouver le nombre d'entiers n < x tel que
nz4L(k) et dln. Ona n=ak +4£ = o(d) , c'est-d-dire ak = -£(d) Soit
(k,d) = e . Alors cette dernidre congruence possé&de exactement e solutions si

el , donc ak = -£(d) devient ak1 = aﬂl(dl) , ol k = kle , £ = lle et

d = dle .
Or la congruence

ak

m

1 7 -8

posséde exactement une solution, d'oli le nombre de solutions est

x-£+k x-£+k
[ kdl J ou [ kdl ] +1,

([y]l désigne le plus grand entier <y), i.e. le nombre de solutions est

{[kx',-d]} tbhe, b l=2,

(Ck,d] désigne le plus petit commun multiple de k et d) .

Utilisant cette derni&re formule, 1'équation (2) devient
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(3 g(n) = h(n) ——5——} + b h(n)
ngi néx Ck,n] nzx X
nz£ (k) (k,n) |£ (k,n) |2

n<x n<x

S 0( ) lh(n)l) :
(k,n)|£

Or, par définition

h(n) = g'(d) d_;(n/d)
d%n r-1

d'oli
LICIEN) ( ) le @l dr_l(n/d))
ns<x n<x {din
= '(d d .
L 1g @l Ex o
3

Posons

Dp(x) =  d (m) .

n<x
Alors
4) I olhm| = § lg@] o 0/d) + ] [g' @] D (x/d)
n<x X T X T
dSE §<d£x

0(x logr'2 x) par [4].

Pour évaluer

(k,n)h(n)
n<x n

(k,m) |2
nous procédons de la facon suivante:
Soit yx 1la fonction multiplicative définie par

1 si (k,n)][
x(n) =
0 autrement .
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Alors, pour O > O, »

o
) [ lemh@
n=1 n
(k,n) |2
f (k;n}h(n)x (n)
n=1 ns
2 2 2
=m |1+ &ephX®) | (k,p)h(pI(D ,
s 2s
P p P
2 -1 o
= on |14 RRLhED L m {1+ deph®XE) , | 7 hm)
s 2s s & s
plk P P plk P n=l n
Mais,

1 R O I e

n=l n n=l n

d'oli pour r 2 2, nous avons

-1
I Gemhm = 1 [1+220 . )7 1 [1,®@Gp
nsxI plx P plx P
(k,n) (¢

-]

1 r-2 r-3 _.
T Z E_éﬂl x log x + 0(x log x) ,
n

(voir [2], [51), et par le lemme d'Abel [3], cette dernidre équation devient

1

(6) ) on)h(n) o g 1+ ) 4 .. Ton 1+ &k.plh @) . o)X
(an))(Iz " ol ’ el ’
,n
f;:%ST- 7 giﬁgl logr-1 x + 0(logr—2 x)
" n=1

Le deuxiéme produit de 1'équation (6) peut s'écrire d'une autre facon. En effet,
considérons tous les nombres premiers p tels que chk , ¢e méme nombre premier
doit diviser aussi £ car autrement le produit se réduit & 1 . Donc, il faut con-

sidérer tous les nombres premiers p tels que prZ d'oll

p?|l(k,&) =d , a =min {c,b} .
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Si pf%—: k' , alors x(p') =1 pour i > a , et alors

o a+i
p |1+ BEUKPX® , . p (14 )+ ...+ hpY ] MED
plk P a i=z1 p
P ”d p,{k'

et remarquant que

pAk!
alors
1]t K,p)h(p)x (
(7 m {1 --= I |1+ +
plk Pl plk P
© a+i -1
1
= I g(Pa) + z &LHL)_ I 1 - =
p®ld i;l P p|k! P
pfik!
puisque g(n) = % h(d) . De méme, par définition, on a
d|n
h -1 1 -1 -1
(8) I 1+ hip) + = I 1 -= I 1+ gp) + .
plk P plk Pl plk P

Remplagant les &quations (7), (8) dans (6) et substituant cette nouvelle

équation, ainsi que (4), dans (3), nous obtenons le résultat désiré.
Le prochain résultat est une conséquence immédiate du thorsme 1.

Théondme 2. Soit d(n) le nombre de diviseurs de n . Alors, pour tout
k,L e N, on a
) d(n) = C x log x + 0(x) ,

nsx

n=£(k)
ol

C = $7(k) k/d T la+1+ z a+ﬂfi
a”d i=1

P k

rlg

s
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et d = (k,£)

On peut, & partir du théor@me 1, obtenir de nombreuses applications. Cepen-
dant, dans la preuve de ce théorgme, il est intéressant de remarquer que 1'équa-
tion (5) nous donne un nouveau type de séries de Dirichlet. En effet, cette &qua-

tion nous donne le résultat suivant.:
% h(n
Théondme 3. Soit h wune fonction multiplicative telle que ) ——gl con-
n=l n

verge absolument pour tout nombre complexe s =g + it , o > o, - Alors, pour

tout k,£ ¢ IN et pour tout nombre complexe s =0 + it , o > 0, » mous avons

2 -1

(kn=§|£ n plk P P

,n

a © a+i ©
no1+BeL, Rk ) hip__) ) h{n)
s-1 a,s-1 . b (ati)s-a| & S ’
paHd P () i=l p n=l n
p{k’

ot d= (k,&) , k' =k/d .
Comme conséquence, nous avons le résultat suivant:

Théon2me 4. Pour tout nombre complexe s = o + it , o > 1 , nous avons,

pour k,£ ¢ N,
v k,n)u(n 171 1 1

n=1 n plk p°| pld R
(k,n) |[£

ol u désigne la fonction de Mtbius et d = (k,2) .
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