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PROBLEME D’APPROXIMATION PONDEREE
GENERALISEE POUR LES ESPACES D'ORLICZ

Mario Lavoie

SOMMAIRE

Dans ce mémoire nous &tendons les résultats de P. Malliavin sur la totalité
de {t n/F(t)} dans COGR+) pour les espaces de Orlicz. Ces résultats donnent,
en particularisant les espaces de Orlicz, des généralisations des résultats de
W.H.J. Fuchs et J.A. Siddiqi. De ces résultats nous tirons quelques applications.
Notamment 1'unicité de 1a solution du probleme des moments de Stieltjes, le pro-
longement des &valuations de 1'adhérence de {txn} i 1'espace entier et quelques

théorémes du type de Phragmén-Lindeldf.

INTRODUCTION

Comme le probléme d'approximation qui nous intéresse est situé dans le cadre

des espaces de Orlicz, nous allons rappeler bridvement leur définition.

Soit ¢ : R+ + R une fonction croissante, continue i gauche vérifiant
¢(0) = 0 et notons Y(t) = sup {s:¢(s)<t}, te R,
t t
Si &(t) = j ¢(s)ds et V¥(t) = J Y(s)ds , on dit qu'elles sont duales au
sens de Young. ° °

Nous noterons L¢(R:) 1'ensemble des fonctions f Lebesgue-mesurables sur

R: vérifiant
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||f||® = sup {I |£g]dt : r \l‘lg|dt51E <@,
o [+]

ol & et ¥ sont deux fonctions duales au sens de Young.
I1 est démontré dans Zaanen [19]1 que (L (R}), li*lly) est un espace de Banach.

Enongons maintenant le probléme d'approximation polynbmiale pondérée généra-
lisée dans les espaces de Orlicz. Etant donné A une suite réguligre de nombres
positifs (An+1-xn211>0) et w: Ry >Ry un Le-poids, c'est-d-dire
PNGR:) *wWC L@(R:) , ol 0O : R, - ﬁ; est une fonction de Young non identiquement
nulle et oll PAGR:) est 1'espace vectoriel engendré par la famille
{x-*xk : A el} , trouvez des conditions nécessaires et suffisantes pour que
PA(R:) » w soit dense dans LO(R:) , ce qu'on abr&ge en disant que w est fonda-
mental. En particularisant A et © , on obtient des problémes d'approximation
pondérée, plus classiques. Par exemple, si on considére O(x) = xp/p , avec
1<p<o, onobtient le probl&me d'approximation polyndmiale pondérée générali-
sée dans les LP . Par abus de langage, on dit que w est un Lw-poids (fonda-
mental) si 1'on remplace f»GR:) par COGR:) 1'espace de Banach des fonctions

-

continues tendant vers z&ro & 1'infini.

C'est ce dernier probl2me qui est 4 1'origine des problemes d'approximation
pondérée. En effet, le théorgme de Weierstrass dans le contexte d'un espace X
localement compact séparé ou méme compldtement régulier séparé s'&nonce avec la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Or cette topologie est
moins fine que la topologie sur C(X) engendrée par un Co-poids w=z0p.p.,
sur X . Ce fut S. Bernstein qui le formula pour le premi&re fois en 1924 avec
A=N et p=wo . Il fut étudié sous cette forme par S. Bernstein [21],

L. Carleson [3] et H. Pollard [13], le dernier le résolvant compl&tement sous
cette forme restreinte, en 1955. Ensuite S.N, Mergelyan [12], E.J. Akutowicz [1]

et H. Pollard [14] étudidrent le probl&me sous la forme A =N et 1<p <o,

Entre-temps, W.H.J. Fuchs [4] s'intéressa au probléme sous la forme suivante:

A une suite réguli®re de nombres positifs, 1 <p <e et w(x) = PR ¢
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donna en 1946 une condition suffisante pour résoudre le probléme et montra que
cette condition est nécessaire et suffisante pour p=2. J.A. Siddiqi [161]
compléta son travail en montrant en 1973, que la condition de Fuchs est aussi né-
cessaire pour les 1 <p < o . Pour ce qui st du probléme &noncé pour A , une
suite réguligre de nombres positifs et pour p =« , P. Malliavin [7] 1l'avait com-
plétement résolu en 1955 avec 1'aide de la méthode que S. Mandelbrojt [10] avait
développé pour r&soudre des probldmes connexes. L'étude de ces travaux nous per-
mit de résoudre compltement le probl&me d'approximation polynSmiale pondérée gé-
néralisée pour les Lp s 1 <p<oeo (cf. M. Lavoie [5]) et pour les L@ , avec

0 : m+-+ﬁ; une fonction vérifiant une certaine condition de croissance. Ceci est
1'objet de cet article, Disons pour terminer que nous avons situé dans un cadre
plus global (cf. [6]) le probléme d'approximation polyndmiale pondérée généralisée,

mais que dans cette direction nous n'avons prouvé que la suffisance des conditions.

Une fois ce probl&me résolu, une question légitime de se poser est la suivan-
te: quelle est la nature ou de quoi est composé le sous-espace fermé engendré
par les polynbmes généralisés, lorsqu'une des conditions nécessaires et suffisan-
tes n'est pas satisfaite? Cette question donne lieu au probléme dit de la non-
totalité qui peut s'énoncer ainsi: caractérisez 1'adhérence de PAGR:) - W
dans LO(R:) , ol O : R+-+§; est une fonction de Young non identiquement nulle.
L'étude de ce probl&me occupe la dernidre partie de cet article et les résultats

trouvés généralisent ceux de J.A. Siddiqi [16].

ENONCE DES RESULTATS FONDAMENTAUX

Dans cet article, nous démontrerons entre autre chose, les deux théorémes

suivants:

Théondme A. Soient A une suite régulidre de nombres non-négatifs et
F : R+-+R: une fonction telle que 1/F soit un Le-poids, ot O : R+ > ﬁ; est
une fonction de Young non identiquement nulle qui vérifie la condition suivante:

il existe M > 0, tel que 0O(2x) < MO(x) , pour tout x 2 0 .
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a) Si la condition U(Mn,l(r)) est vérifiée i.e. pour tout a ¢ R

[« %

ij(x(r)-a) S= -, (1)
T

oi A est la fonction caractéristique de A et M est la fonction de trace de

la suite (log Mn) définie par
M= |It" neN 2
n 0,1/F ?

alors la famille {tk :2e A} est totale et topologiquement linéairement dé&pendan-

te dans L@,I/F(R:)

b) Réciproquement, si on suppose en plus que F est bornée dans un interval-
le contenant zéro, que la fonction x -+ log F(eX) est convexe et que la condition
U(Mn,x(r)) n'est pas vérifiée, alors la famille {txz Ae A}l est non-totale et

topologiquement linéairement indépendante dans L@ 1/FGR:)
Ed

Théon2me B. Etént donné A une suite régulidre de nombres positifs et
F : R+ +IR: une fonction bornée au voisinage de z&ro telle que 1/F est un
Le-poids, o O : R+ > ﬁ; est une fonction de Young non identiquement nulle qui
vérifie la condition suivante: il existe M > 0 , tel que ©(2x) < M O(x) ,
pour tout x 2 0, et tel que ¢ = log o F o exp est une fonction convexe, s'il
existe a ¢ R pour lequel

rmm-a) Lo, (3)

T

. s 11aqnz *
alors toute fonction G appartenant & 1'adh&rence de PAGR:) dans LG,l/F(R+) »

vérifie les propriétés suivantes:

o A
Gx) = § c)X k presque partout sur RY , (4)
k=1

otl les ¢, sont des réels uniquement déterminés par G et la famille

k
{(t* aen), qui vérifient

A
o] < Ay(B exp ALY ¥ ISllg, 1/ » k=1,2,3,... (5)
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A. PROBLEME D'APPROXIMATION POLYNOMIALE PONDEREE GENERALISEE

A.1, Approximation dans Les espaces de Ornlicz pondénés.

Nous avons d&ji défini ce que nous entendions par approximation polyndmiale
pondérée. Introduisons maintenant le concept d'espace de Orlicz pondéré, ce qui
nous permettra subséquemment de parler d'approximation polyndmiale généralisée

dans ces espaces.

Soient O et VY : IR+ - l§+ deux fonctions duales au sens de Young (voir
Zaanen [19]), (X,S,u) wun espace mesuré o-fini, oli § est une tribu, et
F : X >R une fonction (S-) mesurable, finie et non-nulle U-presque partout
(u-p.p.) . Nous noterons LO,I/F(X’S’U) le quotient par la relation d'équiva-
lence " = u~-p.p. " de l'espace vectoriel engendré par la famille des fonctions

f : X >R mesurables vérifiant J O|f/F|du < » . Nous le normerons par:
X

£ = sup [ fgdu:f Y|gFldus<1
o, 1/F { < e . [gF|

I1 est intéressant de remarquer que le dual de Lo 1/F(X,S,u) est ’-\y F(X,s,u)
3 b

pourvu que @ vérifie la condition de croissance
(AM>0) (vx20) (6(2x) <M O(x)) . (6)

Ce qui nous donne pour des O particuliers des résultats déji connus (voir [5]).
En effet, pour chaque 1 < p < « , on pose Ol(x) = xp/p , X 20 et on obtient

alors
(L pxsu = (Px,s,1/F an)r = s

ol 1/p +1/q =1 . Cependant, ce ne sont pas les seuls espaces de Orlicz pondé-

rés & vérifier la condition (6). On n'a qu'id prendre par exemple:

0,(x)

04(x)

(1+x) log(l+x) -x, x=20;

xP (Jlog x|+1) , x>0,
pour chaque 1 < p < ;

=0, x=0;

xz/log(x+e) , x20; etc.

8,(x)
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Définissons maintenant le concept d'approximation polynémiale généralisée
dans certains espaces de Orlicz pondérés. Soit A une suite de nombres non-
négatifs et PAOR:) 1'espace vectoriel engendré par la famille
{tl :x-+xA; si A=20 et 1 si A=0:XxeAl . Nous dirons que la fonction
w R: > R+ est un Le-poids, si elle est (Lebesgue-) mesurable et si
qNGR:) S_LO,WQR:) . A remarquer, que pour un @ donné, la cardinalité de 1l'en-

semble des Le-poids est celle du continue. Ceci &tend un résultat analogue pour

les Lp—poids, l<sp< o etles Co-poids.
A.2, Enoncl &quivalent.

Avant de donner la prewe du théoréme A, donnons immédiatement une conséquence

de ce théoreéme.

Th&onéme 1. Soient A une suite réguliére de nombres non-négatifs et
F : R+ > R: une fonction telle que 1/F est un Le-poids, ol o : R+ > R+

est une fonction de Young non identiquement nulle qui vérifie (6).

a) Si la condition M(F,A(r)) est vérifiée, i.e. pour tout a ¢ R,
00
I d(r(r)-a) Q% = 4o , ol ¢ est la régularisée convexe de la fonction
r
x -+ log F(eX) et A 1la fonction caractéristique de la suite A, alors la famille

{tA: Xel} est totale et topologiquement linéaire dépendante dans Le 1/F(IR:) .
3

b) Réciproquement, si on suppose en plus que F est bornée dans un inter-
valle & droite de z8ro, que la fonction x » log F(ex) est convexe et que la con-
dition M(F,A(r)) n'est pas vérifiée, alors la famille {tA: AeA} est non-

totale et topologiquement lin€airement indépendante dans Le 1/F(IR*) .
3

Démontrons que le théoréme 1 est une conséquence du théordme A. Pour ce

faire, prouvons les lemmes suivants:

Lemme 1. Soient A une suite réguli&re de nombres non-négatifs,
0 et V¥ : R+ - ﬁ; deux fonctions duales au sens de Young et F : R+ -+ R: une
fonction telle que 1/F est un Le-poids. Si on définit la suite (Mn) par

1'équation
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Mn = ”tn”e,l/F s n = 0,1,2,... (7)
Alors
-1
M s ¥ (1) (exp ¢(n) +exp ¢(n+2)) , n=20,1,2,..., (8)
ol ¢ est la premidre conjugée de la fonction x - log F(eX)

Démonstration. Considérons pour n ¢ N

1

M < exp ¢(n) sup I lg(t)| dt + exp ¢(n+2) sup I [g(t) ] Q%
1 t

o]

< ¥v1 (1) (exp o(n) +exp 6(n+2)) . O

00
Lemme 2. Si f e(A (1)) 2% = +o , oi ¢ est la régularisée convexe de la
T
fonction x -» log F(ex) et A la fonction caractéristique d'une suite réguliére

A, di.e. A(r) = 2] 1/n, alors
A<r

(log F(ex))/x + 4w, X > to 9)
Démonstration. Si non, il existerait une suite divergente (xn) pour laquelle

log o Fo exp(xn) <Bx_ , B>0, n=0,1,2,.

n

Mais comme ¢ est la régularisée convexe de la fonction x + log o Fo exp(x) ,

on a
®(x) < Bx , xzx ,
ce qui entraine que

j s () % < BI A E < e
X T b -

(o] (o] r

puisque A est une suite régulidre. O

Lemme 3. Soient A wune suite régulidre de nombres non-négatifs,
0 et VY : R+ > ﬁ; deux fonctions duales au sens de Young et F : R+ > R: une

fonction telle que 1/F est un Le-poids.
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a) La condition M(F,A(r)) entraine la condition U(Mn,x(r))

b) Réciproquement, si on suppose en plus que F est asymptotiquement crois-

sante, alors la condition U(Mn,x(r)) entraine la condition M(F,A(1))
Démonatrhation.

a) Supposons que la condition M(F,A(r))} soit vérifige. A cause des lemmes

1 et 2 et du fait que ¢ est la premigre conjuguée de x - log F(eX) , on a
-log M = -log ZW'I(I) - $(x+2) oi n = [x];
d'oll

ns - log M = -log Zw_l(l) - 3s + (x+2)s - ¢(x+2)

pour s ¢ R+ et x 2b . Alors on a, puisque la condition (8) est vérifide et
puisque ¢ est la régularisé convexe de x - log F(e™) , que pour b 2 0, il

existe a > 0 tel que pour s > a

6(s) = sup {xs - ¢(x):x2b}

J

sup { (x+2)s - ¢(x+2) : x2b-2} , s 2a .

En résumé, il existe a > 0 pour lequel

M(s) 2 ¢(s) - 3s - log ZV'I(I) s s

v
[

0

et ceci démontre (a) en se rappelant que I x(r) Q% <o,
o T

b) Considérons pour un ne N et un x ¢ R

X

. 2e” x
nx - log M < log F (ex+1°g 2) - log I —1(t) dt
n & Ixglly

i

oi I =r[eX, 2]

x+log 2

< log F (e ) + log(¥(1)+1)

x+log 2

A

log F(e ) + K.
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D'oli, en prenant le sup sur les n e N, on obtient,

x+log 2

~-K + M(x) < log F(e )

comme la premigre fonction de 1'inSgalité précédente est convexe,
M(x) < ®(x+log 2) + K
et ceci démontre (b). O

Rappel. Rappelons que 1'on dit d'une fonction k : R+ + R, qu'elle est

asymptotiquement croissante si
wp{k%r)-ku):reR+}=D<-m
ot k (1) = sup {k(t) : tsr} .
A.3. Suffisance des conditions.
Donnons la démonstration de la partie (a) du théoréme A.

Démonsination du théondme A. (a). Montrons d'abord que la famille {tl: Ae A}
est totale dans L (R*) , si la condition U(M_,A(r)) est vérifide. Pour ce
0,1/F "+ n
faire, il suffit de montrer que tout &lément du dual de Le l/F(RI) qui s'annule
* i 3 * a *

sur PAGR+) est identiquement nul. Or le dual de LG,I/F(R+) €tant LW,FGR+) ,
avec O et ¥ deux fonctions duales au sens de Young, on est ramené 3 montrer

que tout g e LW FOR:) vérifiant fw tkg(t) dt = 0 , pour tout X e¢ A, est

’ [

g=0.

Evaluons

[F el ar < 1™y plielly ¢ = 0l -
[s) > E ] 3

Supposons, pour obtenir une contradiction, que g est non nulle. Considérons la
fonction holomorphe dans Re z > 0
0

h(z) = [ t% da(t)

o
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avec do(t) = g(t)/ t . On a alors deux possibilités; ou bien h = 0 et

d
lelly, ¢

alors g = 0 par l'unicité des transformées de Fourier-Stieljes et ceci est con-

traire & notre hypothése; ou bien h = 0 et alors h est une fonction holomorphe

qui s'annule sur A et qui vérifie
|h(z)| < N, = max {Mn’Mn+1} , n = [Re z]

Ceci est impossible, puisque par hypoth&se la condition U(Mn,k(r)) est vérifiée

et que
M(x) 2 N(x) 2 M(s) - s - ¢, pour s assez grand ;

d'ol il vient que la condition U(Nn,x(r)) est satisfaite et qu'alors h = 0 , par
le théoréme 2.1 de Malliavin [7], ce qui est absurde. On a donc g =0 et la

. A
famille {t" :)Xe A} est totale dans Le,l/FOR:)

De plus, cette famille esttopologiquement lin€airement dépendante, puisque si
on enléve A de 1la suite A, la nouvelle suite Ay vérifie les hypothéses du

théoréme A. (a) et la famille {tA: Ae Ak} est encore totale dans

A
k ——
Le,l/FGR:) et t ¢ Le,l/F(IR:) = PAk(IR:) .0

Avant de passer 3 la preuve de la ndcessité des conditions, donnons une appli-
cation de ce que 1'on vient de prouver. Pour chaque Ll-poids g , le nombre
[m txg(t) dt est appelé le moment d'ordre A de g . La suite des moments de g
o

ne détermine pas nécessairement g . Cependant, ceci est le cas si on impose a

g et d A des conditions restrictives.

Conollaine 1. Soient A une suite réguli8re de nombres positifs et
f: m+ > R: une fonction telle que 1/F est un Le-poids, avec 0 : R+ - ﬁ; une
fonction de Young, non identiquement nulle, vérifiant la condition de croissance
(6). Soit g un Ll-poids tel que tous ses moments d'ordre A (de A) sont nuls.
. ‘s n . X . ” ~
Si la condition U(||t ”e,l/F’ A(r)) est satisfaite et si g ¢ LW,FGR+) , ou ¥

est la conjuguée convexe de O , alors g =0 p.p.



Mario Lavoie 247

A.4. Necessité des conditions.

Donnons d'abord quelques lemmes qui nous permettront de prouver le théoréme

A. (b).

Lemme 4, Si © et VYV : R, > ﬁ; sont deux fonctions duales au sens de Young,
oi O vérifie (6) et si F :IR+ - m; est une fonction telle que 1/F est un

Le-poids et que log o F o exp est une fonction convexe, alors
(log F(e®))/s » +o , S > 4o |

Démonstration. Sinon, il existe une suite (sn) qui diverge d 1'infini

pour laquelle on a,
*n
log F(e ) <N S, s pour tout ne N .

Comme 1log o F o exp est une fonction convexe, on a

log F(es) < Ns , s 2 So
c'est-a-dire
N So
1< t/F(t), tze
et ‘
N So
(1) < o(t /F(t)) , tze ",

ce qui contredit, bien &videmment, le fait que 1/F est un Le-poids ol © vé-

rifie les conditions précédentes. [

Lemme 5. Si A est une suite régulidre de nombres positifs, si (Mn) est

une suite de nombres positifs et si on définit la suite (Nn) par

=}
v
=

N = (10)

=
o
A
=
IA
P

alors U(Mn,A(r) <=> U(Nn,A(r))
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Démonstration. Comme notre intért n'est que pour les s grands, on peut

supposer sans perte de généralité que s 2 0 ; ceci nous permet de calculer
N(s) = sup {ns-log M, :in2k} = M(s) + ks . O

Le lemme suivant est une conséquence directe des lemmes 3 et 6 de Fuchs [41,
du lemme 5 et de 1'inégalité suivante
>‘1
XI:T A(x-1) < Al(r) < A(r-1) ,
oli Al(r) et A(r) sont les fonctions caractéristiques des suites (A+1)

et (1)

Lemme 6. Soient A une suite régulidre de nombres positifs et (Nn) une
suite de nombres positifs. Si la condition U(Mn,A(r)) n'est pas satisfaite,

on peut définir une fonction J

Z-

Jz) = ) A P gzH() (11)

ol H est le produit canonique qui ne s'annule que sur les x+1, xed,

A+l-z  2z/(A+1)

H(z) = T Atl+z

Ael

et g est la fonction définie par

tog |g(| = 22 [ YO o,
- x“+{y-t)
avec
N(A(t)-b) , t =20
v(t) =

‘P(-t) 3 t<0

et ol A et C sont des constantes déterminées de fagon telle que 1'in8galité

(12) ait lieu. De plus,
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i) J est holomorphe et non identiquement nulle sur Re a > -1 ;
ii) J(+1) = 0, A e€ A et ne posséde pas d'autre zéro;
-2
[J(z)] < B1|1+z] N S n = [Re z] . (12)

Démonstration du théondme A. (b). Par hypothdse on sait que la condition
U(Mn,x(r)) n'est pas satisfaite. Donc par le lemme 5, on sait que la condition
U(Nn,x(r)) n'est pas satisfaite, oli 1la suite (Nn) vérifie (10) et oli 1e nombre
k est un entier que 1'on déterminera au cours de la preuve. Le lemme 6 nous
permet de définir pour t > O,

00

h(t) = %f Jxeiy)t XY gy |

=00

I1 est facile de vérifier, en intégrant sur les c8t&s d'un rectangle de sommets
X, t LT , X) ¢ AT et en laissant T+ » , que h(t) est indépendant de x .
Comme J(z) est holomorphe dans Re z > -1 , on a par la formule d'inversion de

la transformée de Mellin (Titchmarsh [18]) que
z-1
J(z) = | h(t) t dt , Re z > -1,

puisque si on définit Jx par Jx(y) = J(x+iy) , il est alors clair que

Jx € LIGR) n LZGR) » Nous allons d'abord montrer que pour tout x > 0

sup r t*|h(t)r(t)] dt : r olr(t)| dts 2} < B, N (13)

o ° ¥ n+2

oi n=1[x] et x2 0. Pour ce faire, on brise la premidre intégrale en deux

parties et on majore chacune des parties. Ceci donne

1 3 .
I t"|ziw [ Jutiy)t™ ™ gy|r(t)| dt
[o] 0

1
f t*|h()|r(t)| dt
(o]

1 o0
-21?10 XY (1) | dt[ |I(uriy)| dy

A

IA

1
X-u
1/2 By Np 5 Io 0 7| r(t)] dt

A

1/2 B, e'lcz) N, , enpremant u=0 .



250 Probleme d'approximation pondénfe genralisée pour Les espaces d'Onlicz

De plus,

A

J tX|h(t)r(t)| dt < 1/2 By N3 Il tx'u|r(t)| dt
1

IA

1/2 B, 9-1(2) N en prenant u = X + 2 .

[x+2]

Montrons maintenant que pour j 2 j0

. - .4-k
FGI) Aj g < 2By ¥ Lay 54K, (14)
j+l

ot Aj,W = sup {fj Jh()r(t)]| dt: J

]

o]

o|r(t)| dts= 2} .

Considérons pour j ¢ N quelconque et pour u assez grand,

it A

IA

) j+1 o
sup .] t%|h(t) ()| dt :I o|r(t)| dt=<2
j

| o

< sup “m t*|h(t)r(t)| dt: r olr(t)| dtSZ}
(]

3. ¥

Bw N[u]+2 par (13); de plus par (8)

B, W_l(l) (exp #([ul+2-k) + exp ¢([ul+4-k)) ,

IA

ol ¢ est la premire conjuguée de x - log F(eX) . On sait par le lemme 4,
qu'il existe un u, i partir duquel ¢ est croissante. On a donc, pour

u =z u, + k-1,

sup )ju tjeNp < 2B, w_l(l) exp ¢ (u+d-k)

A,
I J.¥
c'est-a-dire

ulog j + log A , < log 2B, v (1) + usdk) <o,
k4

pour tout u 2 u  + k -1 et pour tout j ¢ [N . On peut supposer, sans perte de

généralité, que chaque Aj est non nul, car alors
2

¥

j+1 bl
sup {I F(t) |h(t)r(t)]| dt :[ o|r(t)] dts< 1] =0 <w,
j o
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Done,

(utd-k) log j - ¢(utd-k) < log ZBW W_l(l) - log Aj y * (4-k) log j

pour tout u 2 u, t k -1 et pour tout j ¢ N. On a alors pour u, t k-1,

qu'il existe un jo tel que pour j 2 jo on ait

¢(log j) = sup {u logj-¢(u):u2uo+k-1}

sup { (u+4-k) log j - ¢ (u+d-k) :u> u+ 2k - 5}

IA

-1 :
log ZBW Y °(1) - log Aj,W + (4-k) log j
et ceci entraine directement la véracité de (14).

I1 en résulte de ce qui précéde que

1€y p < Ay < (1s)

ot f : t > h(2t) . En effet,

sup ‘r F(t)|f(t)r(t)]| dt :‘( olr(t)| dtsl}
] jo/2 °

= 1/2 sup “ F(t/2)|h(t)r(t)]| dt :r®|r(t)| dtsz}
o o

1/2 '} F(§) AS g

IA

=i,
o 2
-1 4-k _ 7 -1
< By ¥ (1) ._2‘ j S E B YT,
3=,
en prenant k = 6 . De plus, comme x -+ log F(ex) est une fonction convexe fi-

nie sur R et que F est supposée bornée & droite de zéro, on a

(o]

J. _
sup ;f /2 gy |£(t)r(t) | dt :fw olr(t)| dts 1}
(o]

S F (j,/,) sup

J
f /2 |h(2t)r(t) | dt :Iw olr(t)| dts 1}
o]

(o]

H

S Gosa ByF Ugp) 071 (2/5) N,
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et ceci aché&ve la preuve de (15).

En résumé, on a construit, pour chaque fonction de Young ©O : R, ~ R+ , une
forme linéaire continue f sur LO 1/F(R:) , non identiquement nulle et qui
s'annule sur P,(R*) ; en effet, fe L R*) , oi © et Y sont deux fonc-

AT+ 0,F "+

tions duales au sens de Young et

) A-1
I t" f(t) dt = 277 JO+1) = 0, pour tout A e A .

o
Donc la famille {tx :AeA}l n'est pas totale dans L@ l/FﬁR:) . De plus, la
forme lin&aire continue qui a été construite précédemment, ne s'annule que sur
PA(R:) . Ceci nous permet de construire une famille {fk thel} de formes 1li-
néaires continues biorthogonales & la famille {tx :hel}. Elle est donc topolo-

giquement linéairement indépendante dans L@ 1/F(IR:) .0
Remarque.

a) Les nombres AW sont des constantes fixes qui ne dépendent que de V¥ et

de la suite (Nn) .

b) La derni8re partie de la démonstration du théor&me A (b) sera plus ample-

ment €laborée au cours des paragraphes suivants.
A.5. Extension des nésultats.

On peut étendre directement les résultats €noncés d la Section A.2 aux es-
paces pondérés L0 1/FGR) . Il est &vident que 1'on ne peut énoncer ces résul-
t
tats que pour A une suite de nombres entiers, si 1'on veut que les &léments de

PAGR) soient continus.

Théonéme 2. Soient F : R+ R} une fonction paire telle que 1/F est un

Le-poids, ol O vérifie les hypoth&ses du théoréme A, et A c N une suite stric-

tement croissante. Désignons respectivement par (pn) et (in) les suites

croissantes d'entiers pairs et impairs dont la réunion est A et définissons

= n =
Mn = ”t “@,I/F ’ n=20,1,2,... .
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(a) Si une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée
[U(Mn,p(r)) et U(Mn,i(r))] ou [M(F,p(r)) et M(F,i(r))] oli p et 4 sont
les fonctions caractéristiques des suites (pn) et (Ln) , alors PAGR) est

dense dans LO,l/FGR)

(b) Réciproquement, si on suppose que F : R - R: est bornée dans un inter-
valle 8 droite de zéro et que la fonction log o F o exp est convexe, alors la
densité de PAGR) dans Le 1/F(IR) entraine la véracité des conditions équiva-

E]

lentes déja citées.
Démonstration.,

(a) Pour une fonction f : R » R , nous noterons f1 (resp. f2) sa fonc-
tion paire (resp. impaire) associe. On a alors
”f”O,]_/F < ”flne,l/};‘ + ”fzno’l/}: .

Comme de plus,

€1 < IElg + lEl g I
0,1/F,R R o,1/F,R & Yo,1/F, &

et que F : R > R: est paire, on a

”f”O,l/F,R < 2”f1|R+”O,1/F,R+ + 2”f2”R+”®,1/F,R+

Ceci entraine (a) puisque les conditions nous raménent & approximer par des poly-

-~

ndmes 4 exposants pairs et des polynSmes 3 exposants impairs sur R+ .
(b) La nécessité des conditions est claire, puisque

’|f1,R+||®,1/F,R+ < lefi”@,l/F,R < zllf”O,l/F,R 3 1= 1:2

et que toute fonction f ¢ Lo 1/F(R+) peut €tre considérée comme la restriction
3

- , . . c
d R, d'une fonction paire ou impaire de L@,l/F(R) . 0
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B. PROBLEME DE LA NON-TOTALITE

Dans les paragraphes précédents, nous avons compl&tement résolu le probléme
d'approximation polyndmiale généralisée dans les espaces de Orlicz pondérés
L (R*) , o © : R >R, est une fonction de Young non identiquement nulle
0,1/F + + +
qui vérifie la condition de croissance (6); c'est-i-dire, que nous avons trouvé
des conditions nécessaires et suffisantes pour assurer la totalité de la famille

{tl :Aeh} , ol A est une suite régulidre de nombres positifs, dans les espaces
*
LG,I/FGR+)
On peut alors énoncer le problZme de la non-totalité en ces termes: si on
suppose qu'une des conditions nécessaires et suffisantes précédemment trouvées

n'est pas satisfaite, caractérisez le sous-espace fermé engendré par la famille

A
{t" :Ae A} dans 1'espace L@,I/F(R:)

D'aprds le lemme 3, on peut remplacer la condition (3) qui est simplement

-~

"non M(F,A(r))" par la conditiéon 'mon U(Mn,k(r))" , ol
- n -
M = It “e,l/F s n=0,1,2,...

Comme on peut supposer, sans perte de généralit&, que
Mo = “1”@,1/}:: =1
en multipliant F par une constante, si nécessaire, on a

M(s) 2 0 pour tout s ¢ R . (16)

Comme nous 1'avons vu au paragraphe A.4, la condition 'mon U(Mn,k(r))" nous
permet de construire une fonction J holomorphe dans Re.z > -1 qui a pour seul

28ro les 8léments de A + 1 ; en fait
J(2) = ) %L g(ae1) HC2)

ol g et H sont les fonctions que 1'on a définies au paragraphe A.4 et ol A

et C sont des constantes positives déterminfes de telle sorte que 1'inégalité
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(12) soit satisfaite. De plus, l'on sait, par le lemme 3 de Siddiqi [16], que:

Lemme 7. La fonction J précédemment définie, vérifie

A
37O+ | 2 (B exp A2 ) (17)
ol B est une constante positive qui ne dépend que de A et C . Pour un in-
dice u fixe, posons
J(2)
7 —— s ZZ2A +1;
J (Au+1)(z Xu 1) H
J =
ne
1 s Z = Au +1

Cette définition nous permet, en nous servant du lemme 6 de formuler le lemme
suivant, qui nous permettra de construire une famille biorthonormale i la famille

A, .
Wiret) e Ly e ®)

Lemme §. Soient A une suite régulidre de nombres positifs et (Nn) la
suite de nombres positifs définie par (10). Si la condition U(Mn,x(r)) n'est
pas satisfaite, on peut définir une fonction Ju qui posséde les propriétés sui-

vantes:
i) Ju est holomorphe et non-identiquement nulle dans Re z > -1 ;

ii) Ju(Av+1) = Guv s pour tout u,v = 1,2,3,... , et ne possdde pas d'autre

2€ro;
|9, (2)] = BllJ'(Au+1)|'1 ez 2wy, n = [Re 2] . (18)

Construisons maintenant notre famille biorthonormale. A la suite de la démons-

tration du théoré&me A (b), le lemme 8 nous permet de définir pour t > 0,
_ 1 . -x-iy
hu(t) ol -wJu(x+1y)t dy ,
ce qui nous donne, si on transcrit (13), que

sup rtxlh (t)r(t) | dt:relr(t)] dtsZ} < B\y|Jv()\ +1)l-1 N2
o H H n

(o]
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odb n=[x] et x20 . D'oili, on obtient pour j 2 jo , en retranscrivant
(14), que
. -1 -1 .4-k
F A, < 2B, ¥ 1) [J'(\ +1 s 19
() Ay y s 2B ¥ (1O DT (19)
oli

i

j+1
A,y = sup [ [h(t)xr(t)| at :{w olr(t)| dts 2}
is ]j o

et si on se rappelle de (15), on peut alors &crire que

A+l
IE By g s Ay e |0 (>\u+1)|'l < e (20

A+l
avec fu tt>e " h(et)

Puisque, par la formule d'inversion de la transformée de Mellin on obtient

»

ol Av -Av+ku
t 7 £ (t) dt = J 1 =
IO u( ) e uO\v+ ) Guv

pour tout u,v = 1,2,3,... et que chaque fu € LW FOR:) , on a bien construit
’

une famille {fu :Au ¢ A} biorthonormale & la famille

[ A
M,
*t .AuEA} C—Lo,l/FOR*)

Note. La construction précédente résoud effectivement la dernidre partie

du théoréme A (b).

Lemme 9. Soit A une suite réguliére de nombres positifs telle que

Z %-< o , S'il existe une suite réguliére A1 de nombres positifs telle que
el

Z %-: o et telle que la condition de Malliavin M(F,Al(r)) n'est pas satis-
AeAl
faite, alors on peut construire une suite Az > A de nombres positifs telle que
% = o et telle que la condition de Malliavin M(F,Az(r)) n'est pas
Aeh
2

satisfaite.
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Démonstration. Notons

=
n

inf {{AAt] sA AT e A A 2nr)

hl

inf {]A-A7| PA AT eA L Aznt)
et

h" = min {h/4 , h'/4} .

iéme

Considérons Ay = {1 gAl :Ak-l <! skk} , oll Ak est le k élément de A

et ol A =0 et Bk={xv€A1:|Av-Ak|<h'v}

11 est clair, puisque Al est une suite réguligre, que B, ne contient

k

au plus qu'un &lément, & cause de la définition de h'" . Définissons maintenant

notre nouvelle suite A2 :

At , si A" e A - (BuB )
Ho= (A" -2, sioA' e By
Ak , autrement.
On compl&te la construction de AZ en faisant varier k = 1,2,3,... . On voit

aisément que la suite A2 = (u) o A et vérifie
inf {fu-p'l :uwu" €Ay u=u't 2" >0 .

De plus, on a pour r > 0

1 1 1

A, (r) = 2 z -> 2 -+ 2 z —

2 p<r U A<r A At<r A
ueh, Aeh A'eAl

A(r) + Al(r)

et

Ay =) +2 ] %—< AT) +A(r) + ¢
Hu<r
ueAz-A

ol ¢ est une constante positive. [
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Lemme 710, Si ¢ : R+ R est une fonction convexe telle que & (0)/o > +» ,
o > +» , alors on peut construire une suite A1 réguliére de nombres positifs,

telle que z % = o et telle que la condition de Malliavin
Ael
1

M(exp o & o log ,Al(r)) n'est pas satisfaite.

Démonstration, Puisque ¢ est une fonction convexe telle que &(0)/o + +» ,
g+ +» , il existe un 0, > 0 & partir duquel ¢é o] Q-l o log existe, est

strictement positive et croissante. Notons ko = [ooj + 1 et définissons
-1
- 1
A= (2k ¢d(® (log k)))kZRO

I1 est clair que A1 est une suite régulidre de nombres positifs. De plus,

n
8"1(log (n+1)) - ¢ M (log k) < ] 1/(k 8467  (log K)))
o kek
[o]

A

IA

o (log n) + 1/(x, ¢é(¢_1(10g k) - o™ (10g k)
ce qui entraine que
A (1) = 7 (log (n (1)) + O(1)

avec nl(r) la fonction de distribution de Al . Mais comme A1 est une suite

réguligére, on a
nl(r) < Ar avec A >0
et les conclusions du lemme se déduisent facilement de la derniére égalité.,

Les résultats que nous venons d'obtenir nous permettent de donner la démons-

tration du théoréme B.

Démonstration du thfondme B. Supposons que G e PAGR:) par rapport 3

m

n A
Il ; il existe alors, par définition, une suite X c(n) t k pour laquelle
0,1/F L Sk
m
n A
G=1lim ) cﬁn) ¢ K , par rapport 3 ”'”O 1E (21)

n>® k=1
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On sait (voir Schwartz [15]), puisqu'on peut construire une famille biorthor-
A
normale {£f,} & la famille (t ket (R*) , que cette dernidre famille est
k - T0,1/F ¢

topologiquement linéairement indépendante et qu'alors

(n)

¢ = lim S existe
1o
et vérifie
¢ = J: G fk dx ; (22)

ceci entraine, en se souvenant de (20), que

Ak —Akl(kk)

ley] < 16llg. 1/p 1€y 5 S 161y 1/p Ay B e . (23)

Supposons premigrement que la série Z %— diverge. Alors 1l'inégalité (23)
Aeh
) )\k
entraine la convergence uniforme de la série 2 ck t sur tout compact de
k=1

R: . Définissons, pour X € R:

6,(x) = ] ¢
k=1

On a alors

o XA+l AAL) A
k k k "k
DICIEFMIRE (B ) lellg, /5 - (24)
Montrons maintenant que G1 = Gp.p. . En effet, 1 <k < m
o - o™ - Jo fk(x)(G(x) ) ) dx

m
n A

- f” fk(x)(G(x) -7 My v) dx

v
0 v=1
et pour k > mno
¢ = f: fk(x)G(x) dx

n
f: fk(x)(G(x) - Z M 4 \ dx ;

i
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ceci nous permet de calculer

m
n 00
lG(x)-z MK < Y e -e™) x ¢ | x ¥
I k=1 K k=§1n+1 a1

Tr o A A

= ¥ |f £ (£){G(t) - ) ey’ t V| dt] x
k=1 o V=
w ™n p\ A

IA

(n) v
kzl ”fk“\P,F ”G-\)El C\) t ”6,1/F X

B x |G- 2

e
¥ v=1

© A+l
< A k
k=1

m
“Ak)) K Mk (n) ”
0,1/F

Comme G e P(R:) par rapport 3 H~He 1/F et que la série converge uniformément

m
n A
) clsn) t
k=1

sur tout compact de R: , on peut conclure que la suite converge
simplement vers G1 , ce qui entraine que G1 = G p.p. . Supposons maintenant
que la série z %- converge. On sait, & la lumi&re des lemmes 4, 9 et 10, que

el
1'on peut construire une suite réguliére A' de nombres positifs, contenant A ,

vérifiant z %—: to et ne satisfaisant pas la condition de Malliavin
Aed!

M(F,x,(r)) . Comme d'autre part PAGRI) c PA,(R:) , 1'égalité (22) peut se réé-

crire comme suit:

c = G(X) f (X) dx ’
k j‘: Mk

ol {fu} est la famille biorthonormale associe & A' par la méthode décrite
au début de cette section. On répéte maintenant la preuve précédente avec A'
i la place de A, en se rappelant que si 1'inégalité (17) est satisfaite par

la suite A' , elle 1'est 3 fortiori par la suite A .0

Coroflaine 2. Si une suite de polynSmes de P,(R*) par rapport i
P \R¥)  par rapp
”-H@ 1/F » O plus généralement, si une suite de fonctions
t]

A
c, . t k

HJ’ (t) = kj

1We~18

k=1
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de PAZE:) par rapport i ”.”O,I/F » converge vers H par rapport 3
”'”O 1/F * alors la suite (Hj) converge vers H uniformément sur tout compact

6

de Pf ={z=r " : 1> 0, -m<B <mw} , lorsque les fonctions Hj et H sont pro-

longées 3 Pf .

On a méme plus, la suite

T e o] sk
C,.-¢C. | T
k=1 kj k

converge uniformément vers 0 sur tout compact de Pf .

Notons A?/F(A) 1l'ensemble des fonctions de PAGR:) prolongées 3 Pf .

Conollaire 3 (Majoration des coefficients). Pour chaque H ¢ A?/F(A) , il

existe une constante C(k,a) dépendant seulement de k et a telle que
A ia
|ck| < C(k,a) T H(*r ¢ ) 0,1/F (26)
pour n'importe lequel r >0 et -T<a < T .

Démonstration. Notons ¢ et ci les coefficients respectifs des fonctions

. A
He Al/F(A) et x>H(xr ela) par rapport au systéme orthonormal (x k, fk) .
On a alors, par la formule de Cauchy, étendue aux séries de Dirichlet (voir [111],
A, iad
page 14), que ci =c¢ T k e ; d'oli le résultat. O

Nous allons donner un dernier corollaire qui est un théordme du type de
Liouville. Donnons d'abord une définition préliminaire. Nous appellerons rayon

toute demi-droite de Pf issue de 1'origine.
Conollaine 4.

a) Une fonction H ¢ A?/F(A) ne peut 8tre bornée sur un rayon sans 8tre une

constante.

b) Une fonction H ¢ A?/F(A) ne peut croitre moins vite, sur un rayon, que

rA (A>0) 1lorsque r + = , sans se réduire & un polynfme en zA , ol le plus

grand exposant du polynSme sera le plus grand A e A plus petit ou &gal 3 A .
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Démonstrhation. Ceci résulte directement de 1'inégalité (26) et des faits

suivants:
Pour (a)
I x €2lg q/p = cte Il 4/
et pour (b) :
IHC = 2l 1/ < cte = Il g - O

Remarquons pour terminer que 1'inégalité (25) montre que l'évaluation

H + H(x) est une forme linéaire continue sur PAGR:) . Nous allons prolonger
continfment cette forme lindaire 3 Le l/FGR:) . Définissons d'abord
2
A

0
N(t,x) = z fk(t) X k ; comme
k=1

0

D ox i &
2 x" £ly g lEdly g x ° s clx)
G iy, p = 2 Moy,

on a

H(x) = fw H(t) N(t,x) dt , VH ¢ Py R})
o

et £~ fw f(t) N(t,x) dt est le prolongement désiré, puisque N(*,x) € LW FGR:)
o E]

Question ouverte. Est-ce que la famille {t-*tx :AelA}l est une base au
sens de I. Singer [17] pour 1'espace de Banach PA(R:) ?
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