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DENSITE D'UNE FONCTION
Michel Bruneau

On s'intéresse ici aux propriétés de "différentiabilit&'" d'une fonction con-
tinue f : R" - RP (p=n) . A cBté de la dérivée f' et de la dérivée approxima-
tive f;p on &tudie 1a densité f£° , qui correspond d un affaiblissement de la

notion de dérivée approximative.

1. DENSITE D'UNE FONCTION

A. Dernivée et dénivée approximative.

Etant donné une fonction continue f : R" » RP (p2n) on désigne respective-

ment par f' et f;p la dérivée et la dérivée approximative de f . Notons res-

pectivement par A et Aap les ensembles de définition de f' et f;p :

£ A > LRD,RP)

. n op
f;p : Aap + L(R,RY)

Conformément aux notations du chapitre I de H. Federer [4] on peut, quel que soit
0 <m<n définir les applications

AR /\mRn N Ame (xed)

. n P
Amf;p(x) : AAR > AHF (xeAap)

i+l &tant 1a norme de la convergence uniforme, on appelle alors jacobien de £

au point x e A 1le nombre
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(1) g1l = lIa £ el
et jacobien approximatif de f au point x € Aap le nombre

) |£3,00 | = liAf Gl

B. Prolongement presque partout.

Soient A , B deux boréliens de Rn . Etant donné un ensemble E, disons
qu'une fonction g : B » E est un prolongement p.p. d'une fonction f : A > E

si pour presque tout x € A : x € B et f(x) = g(x) . Convenons alors d'écrire
f4g.
Ainsi, pour une fonction continue f : rR" > RP (p2n) on a les prolongements p.p.:
fr - f;P
€]+ 1,1
[£1] : x e A > |£1(x) |
|f;P| DX e Aap > |f;p(x)| .

Notre but est ici de définir et d'étudier un prolongement p.p., généralement non
trivial, de |fépl . Ce sera une application appelée densité de f , notée f

et vérifiant

[£1] ~+ |£2 | ~ £
ap

C. Mesure de Hausdorndf de dimension n .

Pour tout nombre entier n < p , soit Mo la mesure de Hausdorff, de fonc-

tion déterminante

E(t) = a(n) 27" " (t20)
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)
a(n) = (r(-z—))"/r(%u) ,
définie sur les boréliens de RP . De facon précise, pour tout bor&lien A de
=]
RP , un(A) est la limite inférieure des nombres Z Eo 6(Bk) , ol By (kelN)
k=1

est un recouvrement de A constitué de parties arbitraires de RP , obtenue lors-
que sup §(B,) > 0 (8 étant la fonction diam&tre). La mesure u o est appelée
k

meswre de Hausdorndf de dimension n dans RP . En particulier, on sait que si

n=pou = oli |- désigne la mesure de Lebesgue de RR"

D. Densite.

On se donne des entiers n <p . U, désigne la mesure de Hausdorff de di-
mension n dans RP . Soit une fonction continue f : R" +RP | Désignons par

If 1'ensemble des boréliens A de R" tels que:

i) ﬂA est injective.

ii) La mesure sur (Rn,B n) Py [£f(An*)] est localement finie et absolument
R

continue par rapport & n-

Soit A" 1'ensemble des x e R® tels que le rapport de Uy [£(B)] sur
|B|n admet une limite inférieure finie lorsque B parcourt 1'ensemble des boré-

liens de R" , appartenant 3 If , admettant x comme point de densité et lors-

que &(B) ~ 0, & &tant la fonction diamétre.
Si x € A" nous dirons que f admet une densité au point x et que £a den-
s4ite de £ au point x est Le nombre

' . - ou, [E(B)]
(3} £f(x) = lim B
BeIf, xeB B n

§(B)~0

¥ désignant, pour tout borélien B , 1'ensemble des points de densité de B .
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La densité de f est 1'application

4 £ xed > f.(x)

E. Principaux nésuliats.
Soit une fonction continue f : R™ > RP (p=n)

Théondme 1, Soit un borélien A ¢ I. . Pour presque tout x e A : x e A
et I parcourant les hypercubes ouverts contenant x , le rapport My [£f(AnI)]

sur |I| ~admet une limite lorsque 1], >0 et

. My [£f(AnI)]
(5) £f(x) = 1im ———T—T—————
xel I n

[1] »0
n

Théondme 2.

a) A est un ensemble mesurable et f est une fonction mesurable.
b) f° est un prolongement p.p. de |fép[

(6) [£1] lfépl - f

2. PREUVE DU THEOREME 1

Soient une fonction continue f : R" = RP (p2n) et un borélien A de R"

sur lequel f est injective, telle que la mesure My [£f(An*)] soit localement

finie et absolument continue par rapport i On peut supposer que tout
point de A est point de densité pour A : A <A . D'aprés une généralisation
du théordme de dérivation de H. Lebesgue (voir M. de Guzman [5], p. 42 i 44),
pour presque tout x ¢ A, I parcourant Hn , 1'ensemble des hypercubes ouverts
de R", le rapport de u, [£(AnD)] sur |I|n admet une limite lorsque x ¢ I ,

|I|n > 0 . 1I1 résulte donc du théordme de densité que, pour presque tout X e A ,

I parcourant Hn s
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. Uy [f(AnI)] Up [f(AnI)]
7N f (x) < 1lim ——-IA—I-[—-—= lim _—!T‘— .
xel il P xel n
IIl >0 |I| >0
n n

Supposons qu'il existe un compact K c A et des nombres A < v tels que

. Wy [f(AnI)]
(8) f(x) <XA<vs lim 1
xe I n
1] 0

en tout x ¢ K . (On suppose en particulier que la limite qui intervient dans

(8) existe en tout point de K .) Alors tout revient i prouver que |K| =0 .

n

Donnons-nous un nombre ¢ > 0 arbitrairement choisi. Soit U wun ouvert
contenant K tel que
(9 [NK|, s e et u [£AN(NKDI <€ .
I1 existe une suite (Bk) de boréliens possédant les propriétés suivantes:

i) Bk c U (keN) .

ii) [KW B | =0 .
k
iii) Uy [f(Bk)] < ()\+e)|Bk|n (keN) .

iv) f est injective (keN)
IBk

v) Les boréliens Bk (keN) sont deux a4 deux disjoints.

On notera que la suite (Bk) se construit par une récurrence transfinie.

déduit de (i), (v) et (9) que

«©

(10) 21 |Bk|n < ‘g Bkln < ‘Uln < |K|n t €

et par ailleurs que

(11 Wy (f EA\K) n(kgl Bk)]) <€,

On
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P . n .. so s
Désignons maintenant par V un ouvert de R~ vé&rifiant les propriétés sui-

vantes:

(3) VcU et UB\V|=0.
|1<=1 k™ In

(G3) Up [f(AnV)] < I ,:f(kLil Bk)] + e .

Posons

(12) L=KnV.

D'aprés (ii) et (j)

(13) 1L, = 1%l s

si bien que (10) donne

as - LBy s 1Ll e

Or, on déduit de (jj) que
uy [E(L) ] s up [FAVIT < § u [£(B)I + ¢ .
k=1

Ainsi, compte tenu de (iii),

o«

iy [ED] < Oue) T (B, + ¢

et d'aprés (14),
(15) By [EL)T s (e (L +e) + & .

Nous allons maintenant chercher une minoration de My [f(L)] . D'aprés le
théoréme de recouvrement de G, Vitali (voir M. de Guzman [5], p. 20), il existe
une suite (Ik)15k<m d'hypercubes ouverts, deux # deux disjoints possédant les

propriétés suivantes:
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m
i) 21 |LnIk|n 2 L -€ .

ii) Ik c U (1lgk<m)
iii) By [f(AnIk)] > (\)—s)]Ik|n (1<ksm) .
En effet, on déduit de (8) que les hypercubes ouverts I de R" vérifiant

u, [f(AnD) ] 2 (v-s)|I|n et I cU

constituent un recouvrement de Vitali de L . Il est donc possible d'en extraire

la suite Alors d'une part

(Ik)lsksm .
m m
u, [£(AND) ] 2 kzl My, [£(AnT) ] 2 (v-e) kzl |Ik|n > (v—e)(lL]n -g)
et d'autre part, compte tenu de (9), (13) et (j),
u, (FLA\L)AVI) =y (£L(A\K)nV]) < e .

Ainsi, on obtient la minoration

Wy CE(L)T = ) [E(LAUYD = u [E(AAU) ] - up (FL(A\L)AUD) 2 (v-e)(|L] -€) - €,
soit
(16) My [E(L) T 2 |L] - (Qev+|L] )
I1 résulte alors de (8), (15) et (16) que
a7 0 < (v-A)IL]n < e(2+A+v+2|L]n) ;

donc, puisque v 2 )X et que € 2 0 est arbitraire, |K|n = |L|n =0.0

3. PREUVE DU THEOREME 2

A. REsubtats préliminaires.

Lemme 1. Pour toute fonction continue f : R" - RP (p2n) , il existe des

boréliens A, (keN) deux 2 deux disjoints possédant les propridtés suivantes:
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a) Pour tout k e N, Ak c A’ s ﬂA est injective et la mesure
k

U [f(Akn-)] est localement finie et absolument continue par rapport 2

b) A'\U Ak est de mesure nulle.
k

On utilise toujours le symbole ~ pour désigner l'ensemble des points de
densité d'un ensemble donné. Par une récurrence transfinie, on prouve l'existence
d'une suite (Ak) satisfaisant aux conditions du lemme. En effet, soit (Ak)
une famille maximale de boréliens de mesure non nulle, inclus dans A , deux &
deux disjoints, vérifiant (a). Supposons alors que (b) n'est pas vérifig,
c'est-3-dire que

N=A\JA
X k

est non vide. Soit x e N . Il existe un borélien B admettant x comme point
de densité, tel que fIB soit injective et que la mesure [f(Bn+)] soit lo-
calement finie et absolument continue par rapport & |-|n . Soit C=B A’

I1 résulte du théordme 1 que C ne différe de B que par un ensemble négligea-

ble. Donc C est mesurable. Soit By un borélien inclus dans C tel que

IBoly = 1CI, = [B]

Oln n

Alors

L d
A= BO\U Ak
k
est un borélien de mesure non nulle, inclus dans N , sur lequel f est injective
et pour lequel la mesure Uy [f(An+)] est localement finie et absolument continue

par rapport & "In , ce qui entrafne une contradiction d'aprés le choix de la

suite (Ak) . Ainsi N =@ . Autrement dit

UA <A cU,
[=4 [
k K x Ak

ce qui, compte tenu du théor@me de densité, prouve que A" ne différe de U Ay
k
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que par un ensemble négligeable. Ainsi, la suite (Ak) vérifie les propriétés

du lemme. O

Lemme 2. (R.O. Davies [2], p. 489, C.A. Rogers [6], p. 122) Si u, est la
mesure de Hausdorff de dimension n dans RP (p2n) et si S est un ensemble
F-souslinien avec un(S) = o , alors il existe un sous-ensemble compact K de S

tel que 0 < un(K) < o,

C'est un cas particulier de la forme généralisée du théorgme de Besicovitch

(A.S. Besicovitch [1], p. 340, C1. Dellacherie [3]1, p. 95, H. Federer [4], p. 204).

Lemme 3. Soit une fonction continue f : R™ + RP (pzn) . 1I1 existe une
suite (Ak) de boréliens inclus dans Aap , deux & deux disjoints, sur lesquels

f est lipschitzienne et injective, telle que
(18) |Aap\¥ Al =0.
C'est une conséquence du théorgme 3.1.8 de H. Federer [4].

Lemme 4. Soit une fonction lipschitzienne f : R" » RP (pzn) . Pour tout

borélien A de R" sur lequel f est injective

(19) b [£A)1 = L\ £ (0] dx .

C'est un corollaire du théoréme 3.2.3 de H. Federer [4].

B. Preuve du théonéme 2.

Le (a) du théoréme 2 est une conséquence du théorgme 1 et du lemme 1. Il

suffit donc d'établir le (b). Du lemme 3 et du théoréme 1, on déduit que

(20) Aap <A (p.p.) .

Alors, compte tenu du théor&me 1, il reste & &tablir le lemme suivant:

Lemme 5. Soient une fonction continue £ : R"™ - RP (p2n) et un borélien

Ac Aap sur lequel f est injective et la mesure My [f(An*)1 est localement
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finie et absolument continue par rapport a En presque tout x € A, le
rapport de Hy [£f(AnI)}] sur |I|n admet une limite, lorsque I parcourt les

hypercubes ouverts de R" tels que x e I et lors |[I| >0, et
Wy [£f(AnI)]

£ = 1 X
(21) 3,001 i:m N —

Compte tenu du théoréme 1 et des lemmes 2 et 3, on peut se ramener au cas ol il

existe une fonction lipschitzienne g : R" > RP ayant méme restriction & A que

f . On peut par ailleurs supposer 1'existence de nombres 0 < A < Vv < o pour
lesquels
(22) A g sy

en tout x ¢ A . D'aprds le théordme de densité et le théoréme de dérivation de
H. Lebesgue, on peut encore admettre que A c A et que pour tout x € A , le rap-
port de u [£(AnI)] sur |I|n a une limite lorsque I e H , x eI et

|I|n +0 . Or, compte tenu du lemme 4 et de (22), il vient

w, [£(AnD)T = u [g(AnT)] = J lg' (x)| dx s v]janI| < v|I| .
n n
AnI
Ainsi, pour tout x € A , le membre de droite de (21) est < v . On prouve de
méme qu'il est = A . Ceci permet de conclure puisque
1] = '
(23) lg' el = [£,,0]

presque partout sur A . [
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