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REGULARITE D'UNE FONCTION D'ENSEMBLES
A VALEURS DANS UN GROUPE TOPOLOGIQUE

Jean-Marc Belley et Pedro Morales

INTRODUCTION

Le but de cet article est de présenter une définition abstraite de la régula-
rité d'une fonction d'ensembles, définie dans un clan R de parties d'un ensem-
ble X et 3 valeurs dans un groupe topologique commutatif G . Nous montrerons
que si A : R> G est additive et "régulidre', alors A est o-additive. Ce ré-
sultat généralise, dans le cas ol X est un espace topologique, les théorémes
d'Alexandroff ([1, p. 5901, [4, p. 138]), de Glicksberg (L5, pp. 254-256], [20,

p. 1723), de Dinculeanu et Kluvanek [3, p. 5101, de Huneycutt ([10, p. 5071,

(11, p. 1118]) et de Radu [14, p. 811].

1. RESULTAT PRINCIPAL

Soit X un ensemble abstrait et soit R un clan de parties de X . Consi-
dérons deux ensembles non vides A , B de parties de X et deux applications
¢1 A+ PO, ¢2 : B> P(X) (ol P(X) est l'ensemble des parties de X )

satisfaisant aux conditions suivantes:
i) BcR ;
ji) 1'intersection de deux ensembles de B appartient & B ;

iii) A g_¢1(A) pour tout A e A ;
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iv) ¢,(B) = B pour tout Be B ;

v) ¢2(Bl) n ¢2(Bz) S_¢2(BlnB2) quels que soient B1 et B2 dans B ;

(-]
vi) si ¢1(A) c U ¢2(Bn) s, Ae A, Bn e B, alors il existe un entier po-
n=1
N
sitif N tel que ¢1(A) < U ¢2(Bn)
n=1

Soit G un groupe topologique commutatif noté additivement et avec &lément
neutre o . Il est bien connu que l'ensemble V des voisinages symétriques de
o forme un syst&me fondamental de voisinages de o . Etant donné V ¢ V , nous
pouvons choisir, d'aprés la continuit@ de 1'addition, une suite {Vn} dans V

n
telle que z Vk <V pour tout n = 1,2,3,... (voir [18, Lemma 2.4, p. 911).
k=1

0 . Nous dirons

Soit A : R > G wune fonction d'ensembles telle que X\(¢)
que A est ($),9,)-1Egulilre si, pour tout E e R et tout VeV, il existe
un ensemble A e A et un ensemble B ¢ B, tels que ¢1(A) c E §_¢2(B) et
F e R, FcB\A entraine A(F) ¢ V . Remarquons que si on prend ¢1(A) = A pour
tout A e A, alors la (¢1,¢2)-régu1arité se réduit 3 la (¢1,¢2)-régu1arité con-

sidérée dans [15, p. 157]. Rappelons que XA est additive si

8

A(AuB) = XA(A) + A(B) - A(AnB) et A est og-additive si X( U An) =
n=1

1t~

A(An)

n=1

pour toute suite {An} d'ensembles de R deux 3 deux disjoints et telle que

Théonéme. Si A : R > G est additive et (¢1,¢2)-réguliére, alors A est

g-additive.

Démonstnation. Soit {En} une suite d'ensembles de R deux 3 deux dis-
oo

joints et telle que E = U Ek e R, et soit V ¢ VV . Choisissons une suite
k=1

n
{Vn} dans U telle que 2 Vi &V pour tout n=1,2,3,... Puisque X est
k=1
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(¢1,¢2)-réguliére, on peut trouver des ensembles Ae A, Be B
¢1(A) cE g_¢2(B) et Fe R, FcB\A entraine A(F) ¢ V .
tier positif n , on peut trouver des ensembles

¢1(An) E.En < ¢2(Bn) et FeR, Fgﬁn\An entraine A(F) e Vn .

Ay s o, (A)

F<B \E .

(par (iii)), nous avons

B

nB.
n

Soit B!
n

nous dé&duisons de (v) et (iv) que

Alors Bh ¢ B

187

tels que
Aussi, pour tout en-

A

e A
n L]

B_ e B tels que
n

Puisque
que A(F) e V pour tout F e R
(ii)

E S 9¢,(B.) n ¢,(B) < ¢,(BY) < B .

tel que
Puisque En cE S.¢2(B) R

Ainsi,

si FeR et Fgﬁﬁ\En , alors Fgﬁn\En , donc A(F) € v, .
o0 oo
Puisque ¢1(A) cE= U En [ ¢2(Bﬁ) , d'aprés (vi), il existe un entier
n=1 n=1
N N
positif N tel que ¢1(A) < U ¢2(Bh) Ainsi par (iii) et (iv), Ac U Bﬁ .
n=1 n=1

Soit n un entier positif tel que

)

n

u
k=1

Bl

X A (E)

A(E) - A(

X (E)

n

puisque, par (i), E\ i ,
k=1

k=1

dans B\A .

D'autre part, puisque

\

n
U B!
k=1 X

n
U E
k=1

k

et les ensembles

g\

n=N ., Alors

n
- A ( U B!nE
k=1 X

[,

n
U

)L

n
) + A( U
k=1

roe)|
)

B! nE

K B

k

=

U Bi\E appartiennent &4 R et sont contenus

gl
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et appartient & R , nous avons

TR R I ) A

k=1 k=1 = j=1 i=1
n
€ kzl Vk cV
n
Donc A(E) - A(Qil Ek)e 3V pour tout n 2 N ., Par conséquent, A est o-additive.

2. CONSEQUENCES

Dans cette section, X sera toujours un espace topologique, mais pas néces-

sairement un espace séparé.

Soit A : R » G une fonction d'ensembles tel que X(¢) = 0 . Nous disons

que A est une charge sur X si

(1) A est additive;
(2) pour tout E ¢ R et pour tout V ¢ VV , il existe A,B ¢ R tels que

AcEcB et A(F) ¢V pour tout F e R avec FcB\A .

Rappelons que X est semi-compact si tout recouvrement ouvert dénombrable

de X contient un sous-recouvrement fini.

Le corollaire suivant généralise le théoréme d'Alexandroff ([1, p. 5901,

[4, p. 138]):

Cornollaire 1. Si X est semi-compact, alors toute charge sur X est

o-additive.

Démonstration. Soit A : R+ G une charge sur X . Prenons A =B =R et

définissons ¢1(A) = A, ¢2(B) =B pour tout couple A,B e R .
Alors les propriétés (i)-(v) sont satisfaites trivialement.

Puisque toute partie fermée d'un espace semi-compact est semi-compacte,

la propriété (vi) est aussi satisfaite. C'est clair que A est
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(¢1,¢2)-réguliére. Donc, d'aprés le théordme, A est o-additive.
Soit Z = {f'l(o)|f:X4R continue}

Chaque &lément de Z s'appelle en anglais 'zero set' et ses complémentaires

s'appellent ''cozero sets'.

Selon Hewitt [8, p. 163], les ensembles de Baire dans X sont les &léments
appartenant i la o-algdbre B*(X) engendrée par les complémentaires de 2. Si
X est un espace localement compact dénombrable & 1'infini, Ross et Stromberg
[16, Proposition 1.1, p. 151] ont démontré que cette définition est consistante

avec la définition classique de Halmos [6, p. 220].

Soit X : B*(X) + G . Nous disons que A est une fonction d'ensembles de

Bairne sur X si

(1) est additive;
(2) pour tout E ¢ B*(X) et pour tout Ve V , il existe Ae Z,
BeC={X\Z|ZeZ} tels quu AcEcB et A(F) e V pour tout F e B* (X)

avec FcB\A .

Rappelons que X est pseudo-compact si chaque fonction réelle continue sur

X est bornée.

Le lemme suivant est dfi essentiellement 3 Hewitt [7, Theorem 34, p. 70]

(voir aussi [19, Theorem 2.3, p. 4381):

Lemme 1. Un espace topologique X est pseudo-compact si et seulement si
toute suite d'ensembles de I qui poss&de la propriété de 1l'intersection finie,

A une intersection non vide.

Le corollaire suivant généralise le théoréme de Glicksberg (C5, pp. 254-2561],

f20, p. 1720):

Conoflaine 2. Si X est pseudo-compact, alors toute fonction d'ensembles

de Baire est o-additive.
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Démonsination. Soit A : B*(X) - G une fonction d'ensembles de Baire.
Prenons A =2, B =C et définissons ¢1(A) = A pour tout A e A, et
¢2(B) = B pour tout B e B . C'est clair que les conditions (i)-(v) sont satis-

faites.
Montrons que la condition (vi) est aussi satisfaite. Supposons que
0 -]
A= ¢1(A) < v ¢2(B )= U Bn avec A€ A, Bn € B pour tout n = 1,2,3,...

Alors N [Aﬂ(X\Bn)] =¢ .
n=1

Puisque X\Bn e, An (X\Bn) € 7 . Donc, d'aprés le lemme, la suite

{An(X\Bn)} ne posséde pas la propri&té de 1l'intersection finie.

N
I1 existe alors un entier positif N tel que 0N [Aﬂ(X\Bn)] =¢ , d'ol
n=1

Clairement A est (¢1,¢2)-réguliére. Alors, d'apr&s le théor@me, A est

O-additive.

Soit A : R > G une fonction d'ensembles tel que A(¢) = 0 . Selon
Dinculeanu et Kluvanek [3, p. 508] nous disons que A est Rz-réguliére si, pour
tout E € R et tout Ve V!, il existe un ensemble relativement compact A € R

et un ensemble B ¢ R tels que ACECc ﬁ et A(F) e V pour tout F e R

avec FSB\A .

Le corollaire suivant généralise le théoréme de Dinculeanu et Kluvanek

[3, p. 5101:

Cornollairne 3. Si X : R+ G est additive et Rz-réguliére, alors A est

c-additive.

Démonsiration. Prenons A comme 1l'ensemble de toutes les parties relative-
ment compactes de R et B =R . Définissons ¢1(A) = A et ¢2(B) =B pour

tout couple (A,B) e A xB . Clairement les conditions (i)-(vi) sont satisfaites,
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et A est (¢1,¢2)-réguliére. Donc, d'aprés le théoréme, A est o-additive.

La topologie d'un groupe topologique commutatif s'exprime en termes d'une fa-
mille de pseudo-distances continues et invariantes [9, Theorem 8.2, p. 68]. Plus
précis€ment, si P est la famille de toutes les pseudo-distances continues et in-
variantes sur G , alors l'ensemble des parties de G de la forme

{x:p(x,0)<e} oli pe P et € > 0, est un systéme fondamental de voisinages de

o pour la topologie de G . Notons que si p e P, alors la fonction
-[P : 6 > [0,0) définie par la formule |x|P = p(x,0) possdde les propriétés :
lo]. =0, |-x|_= |x[p et |x+y|p < |x|P + |y[p quels que soient x,y dans G.

P P

Rappelons qu'un ensemble non vide H de parties de X est un semi-clan s'il

satisfait aux conditions suivantes:

(1) 1'intersection de deux ensembles de H appartient & H ;
(2) quels que soient A,B e H avec A c B, il existe une suite finie
{H, :0<i<n} dans H telleque A =H,cH
i q b

cH,c ... cH =B et Hi\Hi-l e H,

0 1 2 n

i=1,2,...,n .

Evidemment, la classe d'intervalles de R ayant la forme (a,b] (a<b) est
un semi-clan. Remarquons que le clan R(H) engendré par le semi-clan H est
constitué par des réunions finies des ensembles mutuellement disjoints de H[2,p.81].
Soit A : H > G une fonction d'ensembles telle que A(¢) = 0 . Pour chaque
p € P, définissons les fonctions d'ensembles (Ar)p s ()\d)p : P(X) » [0,0] par
les formules (Ar)p(B) = sup {|x(E)|p:EeH , EcB} et

n
Eigp, n=1,2,3,... res-

(Ad)p(B) = sup |.§ A(Ei)|p:EieH, EinEj=¢ si  i=zj, U
i=1 i=1

pectivement. Remarquons que ()\r)p et ()\d)p sont monotones croissantes et

sous-additives au sens fini sur R(H) . De plus, si H est un clan, alors

()\r)P = (Ad)p pour tout p e P . Selon Huneycutt [10, p. 506] nous disons que

A est Ad-néguliéﬂe (respectivement Ar—négukiéne) si pour tout H e H , tout

peP et tout ¢ > 0, il existe un ensemble semi-compact C , un ensemble ou-

vert U et deux ensembles H' , H" e H tels que H' c Cc HcUcH" et
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(Ad)p(H"\H') < €& (respectivement (Ar)p(H"\H') <g ).

Lemme 2. Si X : H > G est additive et Xd-réguliére, alors 1l'unique exten-

sion additive X de A sur R(H) est X}-réguliére.

Démonstration. Soit E € R(H) , soit p e P et soit € > 0 . Alors

tm
1
s

Hy ol les H; sont des ensembles deux 3 deux disjoints dans H .
1

i
Puisque XA est Ad-réguliére, pour chaque i = 1,2,3,...,n, il existe un

ensemble semi-compact Ci , un ensemble ouvert Ui , et deux ensembles

Hi 5 c U,

1

" 1]
HY € H tels que H ¢ C; ¢ H

€
SHY et O (VD <

n
nC9

n n n
Prenons E' = U H E" =z U H; , C= U C, et U
= i =1 1

Ui . Alors C
1 i=1 i

1
est semi-compact, U est ouvert, E', E"e R(H) et E'cCcEcUcE". Soit

A € R(H) tel que AcE™E' . Puisque
Rarl, < Ga,m
= O,

< (Ad)P(E”\E')

A

(g, (igl anay))

(), HNHD)

A

nous avons (X;)P (E"™E') < %-< € et ainsi, X est X}-réguliére.

Le corollaire suivant est un des principaux résultats de Huneycutt [10,
Theorem 2.1, p. 506] qui lui-m@me généralise un résultat classique de von Neumann

(13, Theorem 10.1.20, p. 981:
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Conollaire 4. Si X : H -+ G est additive et Ad-réguliére, alors ) est

o-additive.

Démonstration. Soit A 1'unique extension additive de A sur R(H) . Par

lemme 2, X est X;-réguliére.

prenons A comme 1'ensemble de parties semi-compactes de X , B = R(H) ,
et définissons ¢1(A) = A pour tout A € A et ¢2(B) = ﬁ pour tout B e B .

Alors les conditions (i)-(vi) sont satisfaites.

Montrons que A est (¢1,¢2)-réguliére. Soit E € R(H) et soit V e V.
Donc, il existe pe P et e > 0 tels que {x:|x|p<e} cV . Puisque A est
X;-réguliére, il existe un ensemble semi-compact C , un ensemble ouvert U et

deux ensembles E' , E" ¢ R(H) tels que E' cC cEcUcE" et

(), (EMED) <& .

Alors ¢1(C) c E 5_¢2(E") avec Ce A, E" e B . Soit F e R(H) tel que
F<E™C . Mungww,dwﬁ|ﬂmbs(a%(vww<e. Donc A(F) e V .

Par conséquent, % est o-additive, et ainsi sa restriction A 1'est aussi.

Dans la suite, nous supposerons que G = (G,d) est un groupe commutatif mé-

trisable complet. D'aprés un régultat de Klee [12, (2.4), p. 4271 on peut suppo-

ser que la distance d est invariante. Alors lxl = d(x,0) est une fonction
réelle non négative sur G satisfaisant aux propriétés: |x| = 0<=>x =0,
|-x| = |x| et |x+y| < |x| + |y| aquels que soient x et y dans G .

Soit f une application de la droite réelle R dans G et soit
[a,b] (asb) un intervalle compact de R . La variation fotale de f sur
[a,b] , notée Vf[a,b] , est définie par la formule:
n
Vela,bl = sup 121 |£0ty)-£(t; ) |:azty<t <...<t =b, n=1,2,3,...3 .
Alors O s Vf[a,b] < 40, Si Vf[a,b] est fini, on dit que f est 4 varia-
tion bonnde sur [a,bl . La fonction £ est dite Localement 2 variation bornée

si f est 3 variation bomée sur tout intervalle compact [a,bl de R .
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-

Remarquons que si f est localement 3§ variation bornée, alors f admet en tout
point x de R wune limite 3 droite f£(x+0) = lim f(x+¢) [17, Théoreme 84,
p. 602]. =0

Soit f : R » G une fonction localement i variation bornée. Pour tout
a ¢ R, on définit la fonction réelle non négative v, sur [a,») par les for-
mules: va(a) =0 et va(x) = Vf[a,x] si x> a ., Puisque
Vf[a,b] = Vf[a,c] + Vf[c,b] pour tout a < c<b [17, Théoréme 83 bis, p. 6011,
la fonction v, est croissante. Si b > a, pour toute décomposition

A:a-= to < tl < uve < tn =b de [a,b], on écrit

=]

s¢(A)a,b] = ’21 |£(e)-£0t; )] .

1-
i=

Lemme 3. Soit f : R >~ G une fonction localement 3 variation bornée. Si

f est continue 3 droite au point a ¢ R , alors v, est continue en a .

Démonsitration. Il faut montrer que va(a+0) = 0 . Puisque
va(a+0) = inf {va(t):t>a} » il suffit de montrer que, &tant donné ¢ > 0, il

existe u i X 1 > v < .
te un point . tel que X, >a et a(xe) €

Soit b > a . Alors il existe une décomposition

A:a=t <t <...<t a sty = b de [a,b] telle que

0 1 n

sg(A){a,b] > V.[a,b] - § ¢ . Puisque f est continue i droite au point a , il
existe un point x tel que a < x < t) et |£(x)-£f(a)| < I ¢ . Alors la décom-
position A' : a = t0 < X < t1 < .. < tn =b de [a,b] satisfait 1'inégalité
sg(48')[a,b] 2 sg(A)[a,b] . Considérons la décomposition

A" ox < ty <ty << t, = b de [x,b] . Alors:

va(x) Vf[a,b] - Vf[x,b]

IA

Vf[a,b] - sf(A")[x,b]

Vela,b] - s.(A')[a,b] + [£(x)-£(a)]

< Vla,b] - so(A)a,b] + |£(x)-£(a) |

<€ .
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Le lemme suivant généralise un résultat de Huneycutt [11, Corollary 3.3.2,

p. 11181:

Lemme 4. Soit f : R -G une fonction localement & variation bornée et con-
tinue 3 droite, et soit H = {(a,bl:a,beR, asb} . La fonction d'ensembles

A : H G définie par la formule A((a,b]) = £(b) - f(a) est g-additive.

Démonstration. Clest clair que A est additive. Donc, d'aprds le corollai-
re 4, il suffit de montrer que A est Ad-réguliére. Soit (a,b]l ¢ H avec
a<b et soit € >0 . Puisque f est localement & variation bornée et continue
34 droite, les fonctions v, et Vp sont continues en a et b , respectivement
(lemme 3). Donc il existe deux points a' , b' e R tels que a<a' <b<b',
va(a’) <le et vb(b') < 1 e . Puisque (a',b]gﬁa';b]gﬁa,b]gﬁa,b')gﬁa,b'] et
n

izl lk(ai,bi]l:aiSbi, (ai,bi]n(aj,bj]=¢ si i=j,

Vf[c,d] = sup %
n
8] (ai,bilg(c,d], n=1,2,3,...} [11, Theorem 3.1, p. 11161 pour tout ¢ <d , on a:
i=1

Ag((a,b'1-(a',b]) = Ag((a,a' Ty (b,b' D

IA

2g((a,a" D+ Ay((b,b'T)
< Vf[a,a'] + Vf[b,b']

va(a') + vb(b')

<€
ce qui montre que A est Xd-réguliére.

Le corollaire suivant généralise un résultat contenu dans le théoréme de Radu
concernant 1'existence d'une mesure de Stieltjes vectorielle [14, Théoréme 2,

p. 811:

Conoflaine 5. Soit £ : R+ G une fonction localement i variation bornée
et soit H = {(a,bl:a,beR, asb} . La fonction d'ensembles X : H » G définie par

la formule A((a,bl) = £(b+0) - £(at0) est o-additive.
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Démonsiration. Définissons l'application F : R +~ G par la formule

F(x) = f(x+0) . Donc F est une fonction localement 3 variation bornée et con-
tinue & droite. Puisque A((a,b]) = F(b) - F(a) , le lemme 4 assure que XA est

g-additive,
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