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L'APPROXIMATION DES FONCTIONS
DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXES

Bernard Aupetit

I1 est &videmment trés difficile, devant un auditoire tré&s varié et avec un
temps assez limité&, d'exposer les beaux résultats et les grands probl&mes qui se
sont développés dans la théorie de 1'approximation des fonctions de plusieurs va-
riables complexes. Aussi nous demanderons beaucoup d'indulgence de la part de
1'auditeur spécialiste pour les simplifications ou les oublis qui pourront lui pa-
raitre impardonnables; qu'il pense qu'en une heure nous avons essayé de résumer

presqu'un sigcle d'efforts de mathématiciens.

Rappelons brigvement 1'historique dans le cas d'une variable, ce qui nous

-~

permettra de mieux comprendre les prolongements & une variable.
Tout démarre avec le

Théondme de Weierstrass (1885). Toute fonction continue sur 1'intervalle

[a,b] est limite uniforme, sur cet intervalle, de polynSmes.
ainsi qu'avec le

Théongme de Runge (1885). Si K est un compact de € alors toute fonction
f holomorphe dans un voisinage de K est limite uniforme sur K de fonctions
rationnelles ayant leurs pSles hors de K . En particulier, si K est sans trou
— c'est-d-dire que C\K est connexe — alors f est limite uniforme de polyndmes.

*Congerence prononcée Lons du X1° Colloque des mathématiciens du Québec qui 8'est
tenu Le 7 aviil 1979 & 2'Universdité Laval de Québec.
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Le théoréme de Weierstrass a engendré divers nouveaux domaines d'é&tude:
1'approximation réelle sur des parties de R par des polyndmes ou des fonctions
"spline" que nous n'aborderons pas, 1'approximation des fonctions dé€finies sur

Cn

, ce qui fait 1'objet de notre exposé pour n = 2 et les problémes d'approxi-
mation abstraits, du type algdbres de fonctions, dont le plus céldbre résultat

est le

Theondme de Stone (1937). Soient K compact dans € et A ume sous-algé-
bre de C(K) qui sépare les points, contient les constantes et posséde la pro-

priété f e C(K) implique f e C(K) , alors A est dense dans C(K).

Ce résultat trés important, dont il existe maintenant une démonstration pu-
rement abstraite, sans calculs, due 3 De Branges, est malheureusement 1imité dans
le cas complexe, car il est tr®s rare que la derni&re propriété soit vérifiée. Il
suffit de prendre pour K un arc de € non contenu dans R et pour A 1talgeé-

bre des polyndmes sur K .
Néanmoins on connaissait le

Theondme de Walsh (1926). Si T est un arc sans point multiple (arc de
Jordan), non fermé, de € alors toute fonction continue sur T est limite uni-

forme de polynGmes.

-~

Si on prend maintenant pour I un arc de Jordan "allant a 1'infini", c'est-

d-dire paramétré par t > y(t) sur R avec lim [Yy(t)| = +0 , alors il n'y a
t>too

aucun espoir d'approximer ume fonction continue sur T par des polynbmes (il suf-

fit de prendre une fonction bornée & 1'infini). Cependant, on a le

Théondme de Carleman (1927). Si T est un arc de Jordan rectifiable de C

allant 3 1'infini, alors toute fonction continue sur T est limite uniforme de

fonctions entigres.

Tr&s rapidement la théorie va faire des progrés.
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Th&onime de Harntogs-Rosenthal (1931). Si K est un compact de € de mesure
planaire nulle, alors toute fonction continue sur K est limite uniforme sur K

de fonctions rationnelles ayant leurs pdles hors de K .
Puis le théoréme de Walsh est généralisé par le

ThZon2me de Lavientiedd (1936). Toute fonction continue sur un compact K
de € est limite uniforme de polyndmes si et seulement si K est sans trou et

sans point intérieur.

Ce qu'il y a de remarquable, c'est que les conditions obtenues sont unique-
ment topologiques donc invariantes par homéomorphismes. Pour les compacts de C ,

1'étape finale est le

Théondme de Mergelyan (1952). Toute fonction continue sur un compact K de
€ et holomorphe & 1'intérieur de K est limite uniforme de polynémes si et seu-

lement si K est sans trou.

Si on remplace les compacts par des fermés F , il n'y a aucun espoir d'ap-
proximer toute fonction continue sur F par des polyndmes. Mais on peut généra-
liser le théoréme de Carleman au cas d'un arc de Jordan quelconque, ainsi que le

théoreme de Mergelyan d'ailleurs, par le

Theonéme d'Arakelian (1964). Toute fonction continue sur un fermé F de C
et holomorphe & 1'intérieur de F est limite uniforme de fonctions entidres si

-~

et seulement si F est sans trou et si €\F est localement connexe a4 1'infini.

Pour 1'approximation rationnelle sur les compacts de € , en dehors du théo-
réme de Hartogs-Rosenthal, la théorie est assez difficile. A.G. Vitushkine, de
1959 i 1966, a obtenu des conditions nécessaires et suffisantes non topologiques
qui ont le défaut de faire intervenir les capacités analytiques Yy et o , qui
dans beaucoup de cas sont difficilement calculables. Ces résultats entrainent en

particulier le
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Theondme d'approximation nationnelle de Mergelyan. Si K est un compact de
€ tel que tous ses trous sont de diamétre 2 § , pour &> 0 donné, alors toute
fonction continue sur K et holomorphe i 1'intérieur de K est limite uniforme

de fonctions rationnelles # pSles hors de K .
Voir [7,12]. Egalement avait &té démontré peu de temps avant le remarquable

Théondme de Localisation de Bishop (1958). Soit K un compact de C .
Pour que f continue sur K soit limite uniforme de fonctions rationnelles i
poles hors de K , il faut et il suffit que pour tout z e K, il existe un voi-
sinage compact V de z tel que la restrictionde f & V n K soit limite uni-

forme sur V n K de fonctions rationnelles & pbSles hors de V n K .

Tout cela nous améne & la question suivante: existe-t-il des théor&mes ana-

logues dans le cas des fonctions de plusieurs variables complexes?

PROBLEMES GENERAUX SUR L'APPROXIMATION DANS €"

En appliquant le théoréme de Stone, le th8oréme de Weierstrass se généralise
simplement au cas d'un produit de n intervalles réels. Mais que se passe-t-il
pour le théoréme de Runge? Si on prend dans €? 1es ensembles
K, = {(eie,O) |o<e<2n} et K, = {(eie,e-ie)| 0<@<2m} , ils sont tous les deux
homéomorphes au cercle T et sans trou, cependant la fonction f(zl,zz) = l/z1 ,
dans le premier cas, n'est pas limite uniforme de polyndmes sur K1 alors que,
dans le second cas, elle l'est sur l(2 . Autrement dit, pour n 2 2 , il ne peut
y avoir d'analogue du théordme de Runge avec des conditions topologiques. Pour
n=1, K sans trou est &quivalent 3 dire que K est polynomialement convexe.
Dans C" , on appelle enveloppe polynomialement convexe de K 1'ensemble

K={zeC"| |p(z)|sMax |p(u)|, pour tout polyndme p} et on dit que K est poly-
uek

nomialement convexe si K = K . Si P(K) dénote 1'algébre des fonctions conti-
nues sur K uniformément approximables par des polyndmes, on montre que 1'espace

des caractdres de P(K) s'identifie & K . Comme exemples d'ensembles polynomia-
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lement convexes, il y a les ensembles convexes, l'union de deux convexes disjoints,
mais comme Eva Kallin 1'a montré en 1964, 1'union de trois boules disjointes est
polynomialement convexe alors que l'union de trois polydisques disjoints ne l'est
pas toujours. Cet exemple montre la difficulté de la notion et fait comprendre
pourquoi dans la pratique il est extr@mement difficile de déterminer E méme si

K est simple (nous en versons une illustration avec les arcs dans le paragraphe

suivant). Malgré tout cela, on obtient le

Théor2me de Oka-Weil (1936). Si K est un compact polynomialement convexe
de C" , -alors toute fonction holomorphe dans un voisinage de K est limite uni-

forme sur K de polynBmes.

A 1'origine, A. Weil avait donné une démonstration technique basée sur les
représentations intégrales du type Cauchy pour les fonctions holomorphes sur les
polyhddres polynomiaux, c'est-i-dire les ensembles du type
{zeC" ||pi(z)|s 1, p; polyndmes, 1l<isn} . C'est un utilisant la théorie

du 3 que Oka a pu relativement "simplifier" cette démonstration.

Soit Q un ouvert de RN , une k-forme sur Q peut toujours se représen-

ter par w = ) C, . dx, A ... Adx, , ol les C, ;  sont dans
i<i<r..<ip 10k 1 Tk 1
172 k
C°(Q) . Par définition, on pose que dw = ) dc, i Adxo A LA dx,
i<i<...<i 1ok 1 Ik
172 k
qui est une (k+l)-forme . On vérifie que d? = 0 et que
dwaw') = dw A w' + (-1)kw Aw' si w est une k-forme . Supposons maintenant
n o Yoo
de 9 estun ouvert de € , si f e C (8) on pose Of = z N dzi et
i=1 i
- s — —
of = z 32 dz; , 3f = 0 signifiant tout simplement, d'aprés les &quations de
i=1 i

Cauchy-Riemann et le théor&me de Hartogs que f est holomorphe sur . Une
k-forme sur §Q est dite du type (r,s) , avec r + s = k , si elle s'écrit sous
la forme w = ) apy dz; A dzb ,ol I= {il""’ir} , J % {jl,...,js} ,

dz. =dz, A ...Adz, et dz .=dz, A ...Adz, . Les opérateurs 3 et 3
I i i, J i g



174 L' approximation des fonctions de plusieuns variables complexes

peuvent alors s'étendre aux (r,s) formes par:

3w =) da,. A dz A 82& du type (r+1,s) ,

1J I

Tw =) dar; A dzp A 323 du type (r,s+l) .

On a 32 = 52 =0 et 23 =939 =0 . Ce qu'il y a d'important, c'est qu'on peut

obtenir le

Lemme de Poincané complexe. Soit T un polyh&dre polynomial de &, @
un voisinage de NI , w une (p,q) forme sur @ avec q > 0 et telle que

3w = 0 , alors il existe un voisinage Q' de NI et une (p,q-1) forme ¢ sur

Q' telle que 5¢ =w .

Comme cela est fait dans [11], chapitres 4 & 7, on peut alors en déduire le
théoréme d'Oka-Weil. L'id€e, bien que technique dans les détails, est assez sim-
ple: elle consiste, par &tapes, & envoyer K sur un compact ¥ de "' , ol T
est le nombre de polyn6mes définissant un polyhédre analytique intercalé entre K
et le voisinage ol 1a fonction f est holomorphe, et d'étendre f & ¥ qui est
holomorphe dans un polydisque et alors on approxime f par les sommes partielles

de sa série de Taylor.

2 . . n
Intéressons-nous maintenant au probl&me suivant: pour K compact dans C ,

dans quel cas a-t-on P(K) = C(K) ?

Une condition nécessaire est que 1'intérieur de K soit vide et que K = K
(parce que les ensembles de caractdres de P(K) et C(K) sont identiques). Cette
derniére condition, qui n'est pas topologique, montre qu'il n'y a aucun espoir que

des analogues topologiques des théorémes de Lavrentieff et Mergelyan soient vrais.

Par contre, en appliquant le théoréme d'Oka-Weil, on peut prouver 1'approxima-

tion polynomiale si on montre les deux points suivants:

1° K est polynomialement convexe.

(o]

2" C(K) = R(K) , oi R(K) désigne 1'algébre des fonctions continues sur K
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limite uniforme de fonctions rationnelles 3 pdles hors de K .

Dans la pratique, la démonstration de 1° est de loin la plus difficile,

sauf dans quelques cas particuliers. Le seul moyen commode est le suivant:

Théoreme "standard"”. Si K est un compact de " tel que R(K) = C(K) ,
avec le premier groupe de cohomologie de Eech i coefficients entiers Hl(K,Z)

8gal 3 {0} et tel que K\K admette une structure analytique de sous-variété

complexe de dimension 1 dans Gn\K , alors K = K, donc P(K) = C(K)

La condition topologique est vérifiée si K est contractile. D'aprés le
théoréme de Arens-Royden (1963), elle signifie tout simplement que toute fonction
continue non nulle sur K admet un logarithme continu sur K . D'un point de vue
intuitif, le théord&me standard veut dire qu'il ne peut y avoir de '"membrane" ana-
lytique s'appuyant sur un compact qui ne se referme pas. Sa démonstration est

simple, elle repose sur le principe d'argument.

Dans la pratique, ce qui est excessivement difficile & prouver c'est que

K\K a une structure analytique aussi, arrivé & ce stade, la théorie diverge dans

deux directions completement différentes:

— ou bien on suppose K assez "mince'" et on prouve par des méthodes abstraites
d'algebres de fonctions que K est polynomialement convexe, le point R(K) = C(K)
étant dans cette situation assez facile, en utilisant le théor&me de Hartogs-

Rosenthal;

— ou bien on admet que K est polynomialement convexe (ce qui est beaucoup, il
faut 1'avouer), avec K contenu dans un ensemble '"régulier' (variété, domaine as-
sez simple) et on montre par la théorie du 3 que C(K) = R(K) . C'est essen-

tiellement une méthode d'équations aux dérivées partielles.

APPROXIMATION POLYNOMIALE ET ENTIERE SUR LES ARCS DE JORDAN DE "

Dans C" , est-il vrai que pour un arc de Jordan non fermé on a P(I') = C(T) ?,

ce qui serait une généralisation du th&or&me de Walsh. C'est malheureusement faux
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comme les exemples qui suivent le prouvent:

a) D'aprés J. Wermer (1955), il existe un arc de Jordan non fermé de E3 pour

lequel T # ' , auquel cas P(I') = C(T) .
b) D'apré&s W. Rudin (1956), il existe un tel arc dans Cz

c) Henkin et Cirka [9] mentionnent m@me l'existence d'arcs de Jordan non fermés
admettant une paramétrisation Yy 1lipschitzienne de type o avec o < 1 (c'est-
d-dire que |[Y(t) -Y(t")] = Alt-t']®, pour 0 <t , t' <1) qui ne sont pas poly-

nomialement convexes.

d) Encore plus surprenant A.G. Vitushkine, en 1972, montre que quel que soit
n2 2, il existe un compact K de ct , totalement disconnexe, dont les projec-
tions sont de dimension de Hausdorff un, tel que R(K) = C(K) , avec E contenant
une boule, auquel cas il existe un arc de Jordan non fermé I passant par K tel

que C(T) = R(T') , avec P(T) = C(T)

Mais si 1'arc de Jordan est "assez régulier", est-il vrai que P(T) = C(T) *?
Dans ce cas, la difficulté principale, d'aprés le théor&me standard, consiste 3

prouver que TI'\I' a une structure analytique.

Historiquement, les premi8res idées remontent & J. Wermer (1956) qui, dans le
cas oi ' est une courbe analytique ferm&e ou non de c" , construit explicite-
ment la structure analytique sur E\T (c'est une surface de Riemann formée d'une
infinité démonbrable de morceaux). L.A. Marku¥evi¥ (1961) applique la méme méthode
i un arc dont les fonctions composantes sont assez réguligres et dont 1l'une d'elles
a au plus un nombre fini de points multiples. C'est E. Bishop (1962-1963) qui,
dans deux travaux remarquables mais difficiles [4,5], retrouve le résultat de
Wermer mais par une méthode susceptible de s'appliquer & des situations plus gé&né-

rales. L'outil de base est le fameux

Théondme de structure analytique de Bishop., Soit A une sous-algebre fermée

de C(K) oli K est un compact, dont M est 1'ensemble des caractéres muni de la
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topologie de Gelfand. Fixons f dans A et W une composante connexe de
C\f(K) et supposons qu'il existe G < W de mesure planaire strictement positive
tel que les fibres f'l(A) = {XeM| X(f)=1} soient finies et non vides sur G ,

alors les fibres g1

(A) sont finies sur tout W et f'l(W) admet une structure
analytique complexe de dimension 1 (plus précisément il existe un entier n tel

que f_l(W) puisse s'identifier & une surface de Riemann @ n feuillets).

Ce résultat a 6té géndralisé et démontré de fagon plus naturelle, en utili-
sant la théorie des fonctions sous-harmoniques, par moi-méme et J. Wermer [31],
en remplacant la condition '"de mesure planaire strictement positive' par la con-

dition extrémale 'de capacité extérieure strictement positive'.

En utilisant le th&or&me de Bishop et en poussant un peu la méthode de Bishop,

on obtient le

Th&ondme de Bishop-StolLzenberg (1966). Si T est un arc de Jordan de type
C1 par morceaux dans c” , alors T\l admet une structure analytique complexe de

dimension 1. Si en plus T n'est pas fermé, alors P(T) = C(I) .

En 1969, de grandes simplifications furent obtenues par H. Alexander [1] et

J.-E. Bjbrk [6].

Theondme d'Alexander-Bjlnk., Si K est une réunion finie d'arcs de Jordan de
" tels que 1'une des coordonnées sépare toutes les paires de points sauf un nom-
bre fini d'entre elles, alors R\K a une structure analytique. En particulier,
si T est un arc de Jordan non fermé ayant la propri&té plus haut, alors

P() = C(I) .
C'est évidemment une grosse généralisation du théoréme de MarkuSevic.

Théondme d'Alexander. Si K est un compact contenu dans un sous-ensemble con-
nexe de mesure linéaire finie dans " , alors K\K a une structure analytique.

En particulier, si T est un arc rectifiable non fermé, alors P(T) = C(I)

Pour un exposé clarifié de tout cela, voir [8] et [10].
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Dans cette th€orie de 1l'approximation polynomiale sur les arcs, il existe de
PP poly

nombreux problémes d résoudre. En voiei deux:

1° 8i T est un arc de Jordan non fermé de C" paramétré par des fonctions
lipschitziennes de type o avec 3 <0 < 1, a-t-on P(T) = C([) ?

-~

© Si T est un arc de Jordan non fermé tel que T =T est-il vrai que

2
P(T) =C(I') ? Si prir est sans point intérieur pour 1 < i <n -1, le résul-

tat provient du

Théondme de Cirka (1966). Soit K c C, compact, localement connexe, de di-

mension topologique 1 tel que H (K,Z) = {0} et tel que pr;K est sans point in-

IA

térieur pour 1 < i <n -1, alors toute fonction continue sur K est limite

uniforme de fonctions holomorphes dans un voisinage de K .
Mais que se passe-t-il en général?

Venons-en maintenant au cas des arcs de Jordan dans " allant 3 1'infini.
Existe-t-il alors un analogue du théoréme de Carleman? C'est faux si 1'arc n'est
pas assez régulier (a<3) , jusqu'd maintenant le meilleur résultat obtenu est

le suivant:

Théondme d'Alexanden-Aupetit (1979). Soient I un arc de Jordan de type ¢!
par morceaux, allant & 1'infini dans " et € une fonction continue stricte-
ment positive sur T , alors quelle que soit f continue sur T , il existe g

entigére telle que |f(z) —g(z)|< €(z) , quel que soit z ¢ I .

Ce théoréme peut méme Btre amélioré au cas d'une r&union finie disjointe
d'arcs C1 par morceaux allant 3 1'infini, au cas d'un produit d'arcs bornés ou
allant & 1'infini (voir [2], article de B. Aupetit). Ce résultat est-il vrai pour

un arc localement rectifiable?

Comme dans le cas d'une variable, on peut alors montrer que, &tant donnés
deux arcs de Jordan PO et T, disjoints, C1 par morceaux et allant & 1'infini,
a 1'infini et

il existe une fonction enti&re h telle que h(z) >~ 0 sur Fo
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h(z) » = sur Fw a4 1'infini.

APPROXIMATION POLYNOMIALE SUR LES COMPACTS POLYNOMIALEMENT CONVEXES ”RéGULIERS"

Soit D 1le disque unité fermé dans € , f2,...,fn des fonctions de classe
C1 dans un voisinage de D , on dénotera par D 1'ensemble des
(z,fz(z),...,fn(z)) ,pour z e D et on dira que U est un disque de . Le

premier résultat d'approximation obtenu est le

Théonrdme de Wermer (1965). Si D est un disque polynomialement convexe de

of.

" tel que pour tout z, e D, il existe j avec —:} (zo) #z 0, alors
dz

P(D) = C(D) .

Ce résultat a 8té généralisé par M. Freeman au cas des variétés réelles
compactes, avec frontidre, de dimension 2, mais en définitive divers résultats du

méme style ont pu &tre reformulés plus géométriquement comme suit:

Théondme (HYrmanden-Wermen, Nirenberg, Harvey, Wells). Soit V une variété

1 n

de type C~ de € , totalement réelle et soit K un compact de V . Alors toute
fonction continue sur K est limite uniforme de fonctions holomorphes dans un voi-

sinage de K . Si en plus, K est polynomialement convexe, alors P(K) = C(K) .

Si V est de dimension d , pour chaque 1z € V 1'espace tangent Tz est de
dimension réelle d , V est dite fofalement nfefle si pour chaque z , T, ne

contient pas de droite complexe.

Le théoréme a &té prouvé par HYrmander et Wermer dans le cas ol k > d/2
lorsque V est de classe Ck , et Harvey et Wells ont réussi le cas limite de
classe C1 .

La démonstration est basée principalement sur une estimation de la solution

du § dans les domaines pseudo-convexes.

Par définition, Q est dit pseudo-convexe s'il existe une fonction réelle

p de type C*® dans un voisinage de £ telle que £ = {zeC" |p(z) <0}

b




180 L' approximation des fonctions de plusiewrs variables complexes

grad p # 0 sur 302, et pour tout z e 3N si (El,...,En) est un vecteur tan-
82 =
gent en z , alors ) —%E£-— gigj 2 0 . En plus, il est dit strictement pseudo-
3z.09z,
1]

convexe si pour tout vecteur tangent non nul cette inégalité est stricte.

Un domaine convexe est pseudo-convexe. Il existe une sorte de réciproque dans
la mesure ol en tout point de la frontidre, si Q est strictement pseudo-convexe
il existe localement un changement holomorphe de coordonnées qui rend § stricte-

ment convexe.

Si Q est un ouvert borné de C" s L%O 1)(Q) est 1l'ensemble des formes
’

_ — 2 2
w = Z fidzi de type (0,1) , avec fi e L°(Q) , et L(O,Z)(Q) est 1l'ensemble des

formes w = Z fijd;; A dE} de type (0,2) , avec fij € LZ(Q) . Nous admettrons

que 3 peut se prolonger d un certain sous-espace dense Eo
2 - . 2 2
L(O,l)(Q) et 4 un certain sous-espace dense E1 de L(O,l)(Q) dans L(O,Z)(Q)

de LZ(Q) dans

de fagon qu'on puisse obtenir par des méthodes d'équations aux dérivées par-

tielles 1'

Estimation du 3 de HYnmander. Soit © un domaine pseudo-convexe. Alors

pour tout g e E; tel que 3g = 0, il existe u e E, tel que:

0
1° Ju = g .

2° IQ |u|2 dv s k [9 [glz dv , pour une certaine constante k ne dépendant

que de Q .

Ayant cette estimation pour la norme L2 , la démonstration du théoréme se

fait en cinq étapes:
1° Pour la dernidre partie, on applique 1le thé€oréme d'Oka-Weil.

o . .
2" Pour chaque € > 0, on construit un voisinage QE pseudo-convexe de K pour

lequel on appliquera 1'estimation de HYrmander.

3° Si f est continue sur K , on la prolonge en fs sur Qe de facon que

kY tgon Pt
Bfe soit 'petit" sur QE .
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4° on trouve alors 8¢ telle que ﬁée = 3f_ sur Q6 avec Sup |g€| + 0 quand
K

€

e~> 0.

o P _ _ o _ :
5° On &crit fE = (fe ge) +g ,ou fE g est holomorphe sur Qe puisque

B(fe- ga) =0,

Evidemment, les dé&tails techniques sont longs et compliqués.

Le théoréme de Mergelyan va pouvoir se généraliser 3 des domaines assez sim-
ples, par exemple des 'boules chevelues", c'est-d-dire la r8union d'un compact
ayant le propriété de Mergelyan avec un nombre fini d'arcs de Jordan C1 par mor-
ceaux, chacun d'eux coupant le compact en au plus un point (pour démontrer cela, il
faut utiliser la méthode de Bishop). En appliquant le méthode du J , on peut ob-

tenir le

Theondme de Henkin-Kerzman-Lieb-Fornaess (1969-1976). Si Q < € est un
ouvert strictement pseudo-convexe avec 99 de classe C2 , alors toute fonction
continue sur { , holomorphe sur £ est limite uniforme de fonctions holomorphes

dans un voisinage de 0 .
La démonstration vient de 1!

Estimation du T de Grauert-Lieb. Si Q est strictement pseudo-convexe
avec 92 de classe C2 , il existe k > 0 telle que pour tout (0,1)-forme w
telle que dw = 0 , il existe une fonction f sur Q telle que 3f = w et

Sup |f| < k Sup |w| .
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Le théoréme n'est malheureusement pas vrai si © n'est pas strictement
pseudo-convexe, mais il a &t& généralisé dans de nombreuses directions par

Formaess et Nagel, etc. (Voir [2], article de E. Bedford et J.E. Fornaess).

Si on s'intéresse maintenant & 1'approximation holomorphe sur les variétés

non compactes, on a déja:
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Théondme de Nunemacher (1976). Soient V une sous-variété de type ¢l de
" , connexe et totalement réelle et e une fonction continue strictement posi-
tive sur V . Alors quelle que soit f continue sur V , il existe un voisinage
 de V et une fonction g holomorphe sur Q telle que 1£(2) -g(z)| < g(z)

sur V.

I1 est important de remarquer que ! dépend de f . E.L. Stout [2] a pu

obtenir une premidre amélioration de ce résultat.

Théondme de Stout (1978). Soient V une sous-variété analytique réelle de
Cn , totalement réelle et € une fonction continue strictement positive sur V .
Alors il existe un voisinage Q de V tel que, pour toute fonction continue

sur V , il existe g holomorphe sur  telle que |£(z) -g(z)| < e(z) sur V.

Dans ce cas, ! ne dépend que de la géométrie de V et non de f . Peut-

on &tendre ce résultat au cas de type ct , totalement réel?

Pour plus de détails, les personnes intéressées devront d'abord lire [9,11],

pour ensuite s'attaquer 3 la bibliographie sommaire qui suit.
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