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SUR L'ABSCISSE SPECTRALE D'UN OPERATEUR
ET LE THEOREME GENERALISE DE LIAPOUNOV

José Nieto

§1. IHTRODUCTION

Soit (X,] |) un espace de Banach complexe et <£(X) 1'algébre des opéra-

teurs linéaires bornés sur X. Munie de la norme (A = Sup [Ax], £{X) est une

X
algébre de Banach complexe, ayant 1'opérateur identité I comme &lément units.

Pour A € £(X), on notera Sp(A)

le spectre de A et r(A)
spectral.

son rayon

Définition (voir [12]). L'abscisse spectrale de A est le nombre réel

w(A) = Max{Re A:x € Sp(A)}.

La premigre propri&té de 1'abscisse spectrale qu'on &tablira (Proposition 1)
est la relation

wa) = vim TUhA) 1 1.1
h-0"

qui représente une généralisation d'un résultat obtenu par Lozinskii [6, Théorame 1]

pour des matrices nxn complexes, c'est-a-dire dans le cas X ¢ C".

Une applica-
tion intéressante de 1.1 est donnée,

dans la Proposition 2, pour A hyponormal.

De la définition del'abscisse spectrale, comme aussi de 1.1, i1 s'en suit que

la fonction u: £(X) -~ R ne change pas lorsque la norme | | est remplac&e par

une autre norme | ]0 sur X qui lui soit équivalente. Par contre, la différen-
tielle de Gateaux p:£(X) - B (voir [7]), définie par

o(A) = 1im LML 1.2
M"’
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dépend, en général, de la norme | || sur £(X), correspondant & la norme | | sur
X. Pour souligner cette dépendance, on dira que ¢ est la différentielle de Gateaux

associée & la norme | | sur X, et on notera ¢, la différentielle de Gateaux
associée & une norme | 'o’ équivalente 3 | |.

Le résultat central de cet article est le théoréme énoncé dans la section II;
i1 en découle le Corollaire: Pour un opérateur A € £(X) donné, on a

w(A) = Infle (A):] 1)~ I 11,

ol ~ est le symbole d'équivalence entre normes. Ce corollaire généralise un ré-
sultat de Pao [8], Strbm [12] et Deutsch [3], obtenu dans le cas X € En, oll

t" est myni d'un produit scalaire. Cette borne inférieure est atteinte, par exem-
ple, pour un opérateur hyponormal.

D'aprés 1.117'abscisse spectrale peut &tre considérée comme la différentielle
de Gateaux associée au rayon spectral. Dans cette optique, le Corollaire est 1'a-
nalogue, pour les différentielles de Gateaux, du théoréme de Holmes [5}: "Pour
A ¢ £(X) donné,

r(A) = Inf{Al:] [~ | (3"

Mon étudiant de doctorat McFarlane a trouvé, pour un opérateur A € £(X)
donné, certaines conditions nécessaires et d'autres suffisantes pour que 1a borne
inférieure des {wo(A):l |O ~ | 13 et celle des {|lAll : ] |0 ~ | 1} soient at-
teintes. Lorsque X est de dimension finie, ces conditions deviennent nécessaires
et suffisantes, et on retrouve la caractérisation que Pao [9] et Strdm [12] avaient
donnée pour les matrices pour lesquelles uw(A) est le minimum des {wo(A):

1o~ 11

Les normes | lp et la formule (voir par exemple [1], Chap.1, 4):
W) = Tim glogle®h, 1.3
tree

dont nous nous servons dans la section II, sont bien connues dans Ta littérature.
Elles permettent de relier 1'abscissespectrale a la théorie des semi-groupes, au
théoréme de Liapunov et aux problémes de stabilité des solutions d'équations diffé-
rentielles dans un espace de Banach. Ces sujets ne sont pas abordés dans cet ar-
ticle. En effet, pour le théorgme de Liapunov et les applications des normes | |
aux problémes de stabilité nous renvoyons le lecteur a 1'excellent ouvrage de
Daleckii-Xrein [1]; quant aux questions se rattachant & la théorie de semi-groupes
et aux généralisations du théor2me de Liapunov le lecteur pourra consulter les ar-

ticles récents de Datko [2], Pao [10] et Pazy [11].

p
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§2. Tout d'abord, Tes limites

Tim r(I+hA)-1 . lim Il I+hAl -1
h -0 h h - 0"

existent, comme conséquence de la convexité dans R des fonctions f(h) = r(1+hA),
g(h) = I I+hAl. D'autre part, les définitions (données dans 51) de 1'abscisse spec-
trale et de Ta différentielle de Gateaux ¢ associe & une norme quelconque | |
sur X , découle la propriété suivante de u et ¢ :

Pour x réel,
p(A+AI) = u{A) + » et o(A+aI) = o(A) + . 2.1
De plus, i1 est facile de vérifier que pour h - 0

r(e™) = r(1+hA) + o(h)

ret™ = W1ehAl + o(h) .
D'ol
lim r(I+hA)-1 _ lim T ehA -1 2.2

h-o hsot N7

et, compte tenue de Ta définition: ¢(A) = h]inb+ ﬂli%ﬂﬂ:l .
>
hA
o(A) = Tim Il
h >0

Proposition 1. Soit A e £(X) . Alors

. I+hA)-1
w(AY = 1lim r( .
h -0 i
Démonstration. D'aprés le Théoréme de 1'Application Spectrale on a:

r(e™) = Maxt|e™| : a e sp(A)) - Mu(A)

Donc, grace & 2.2

r(1+hA)-T A 4

h]im0+ D - h11m0+ —— = u(A) .

Corollaire. Quels que soient L'opérateur A e £{X) et la norme | |o s
équivalente & | | , on a :

WA < og(A) -



116 Sur L'abscisse spectrale d'un operateuwr et Le théonlme geénérakise de Liapounov

Démonstration. Conséquence immédiate de r(I+hA) < III+hAIIo et de la Proposi-
tion 1.

Soit (X,| |) espace de Hilbert, avec produit scalaire <,> (|x|2 = <X,X>).
Un opérateur A e £(X) est dit hyponormal (voir [4]), si

|A*x| < |Ax| pour tout x e X,

A* &tant 1'adjointe de A. Si A est hyponormal, alors pour o et 8 complexes,
1'opérateur ol + BA est aussi hyponormal, car

|(aI+BA)*x|2 = <ax + BA*X , aX + BA*x> < <ox + BAX , ax + BAX> = l(aI+sA)x|2 .

On sait de plus {[4 Probléme 1621) que pour un opérateur hyponormal la norme est
égale au rayon spectral.

Proposition 2. Soit A wun opérateur hyponormal. Alors
(a) uw(A) = ofA)
(b) Hetﬁ! = et”(A) pour tout t=0.

Démonstration. Chaque opérateur 1 + hA &tant hyponormal, on a [ I+hAl =
r(I+hA) , d'ob u{A) = o(A) , d'aprés la Proposition 1.

Afin d'établir (b), rappelons que pour un opérateur linéaire borné B:

n
red = Tim ll(I+%) I
n - o
et, en plus (1Bl = r(B) si et seulement si IBM = 1BI" pour tout entier
n=>1. Or, pour chaque entier p=>1 ona Il + %I = r(I + %) , de fagon que
pour un entier fixé k, k = 1:
KA Ay pk AP K A Kk
e = Tim (I + 2 = lmW(I +2) U0 = lel ,
p > p p>re p

d'od

T R P AP

k >

Remplagant maintenant A par tA, on obtient

peth o en(tA) | etu(A) pour t =0 .

Remarque 1. Dans leur livre [1, Chap. 1, Probléme 161, Daleckil et Krein
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souldvent la question de déterminer la valeur exacte de HetAH s pour un opérateur
linéaire A dans €" , en termes de Al et u{A). La Proposition 2 donne une
réponse précise i cette question, méme dans un espace de Hilbert quelconque, si

A est hyponormal. Notons aussi que dans ¢"  tout opérateur hyponormal est nor-
mal [41].

Lemme. Soit (X,] |) wn espace de Banach et A ¢ £(X) tel que

te® ™ <ne™¥t pour t=0 (*)
pour des comstantes strictement positive N et v . Alors chacwne des
normes | ip sy 1 sp<e:
|x|p = {fw |etAx|pdt}]/p
est dquivalente ad la norme | | et

¢p(A) <-vwNP<o.

Remarque 2. C'est seulement pour simplifier la notation que les normes

| |p , qui dépendent de A , ne sont pas notées | IA b Remarquons aussi que si
(X,] |) est un espace de Hilbert, la norme | |2 provient d'un produit scalaire
(voir [1]).

Démonstration. Tout d'abord, notons que (*) exclut le cas A =0 et que
1'&quivalence de chaque | ‘p 2 la norme | | est un fait bien connu (voir [11,
chap. 1, §4), et en effet on a

mlxlp < |x|g < M|x|p .

1Al pv

Etant donné que

tAXIp J“ Ie s+t)A J”leTA Pac |

on a

d tA tA 1 tA
Efle le x|P < (-ﬁ-)Ie xlg .

xlp

La fonction f(t) = letAxlg satisfait donc f'(t) s (- %pf(t) pour t >0, ce
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qui entratne f(t) < f(O)e_t/M , C'est-a-dire:

t
|etAx]g < |X|E e M pour t =0 .

L'opérateur A satisfait donc, par rapport & la norme | Hp de £(X) , 1'inéga-
Tite

_ X

tA pM

le” I <e

t=0,
D pour >0

d'oll, compte tenu de 2.3:

op(A) < Tim e -V __ 1 __.¥» g,

t>0 t pM NP

Théoréme. Soit (X,| |) un espace de Banach et A wn opérateur donné ap-

partenant & L(X) . Pour tout € >0 et pour tout p , 1 <p <w® , il existe
we norme | |€ P (qui dépend de A) , équivalente & | | , telle que
0o p(A) < u(A) + e .

A - [u(A) + €11 . D'aprés 2.15 on a p(B) = - ¢
< 0 et par conséquent, grace a 1.3, il existe des constantes strictement posi-

Démonstration. Posons B

tives N et v telles que

B -vt

Het I <Ne pour t =0 .
D'aprés le Lemme, 1a norme
x| = {fm e By |Pat)1/P
€,p
0
est équivalente & | | , et o p(B) <0 . D'od, grace a2.1

¢€,p(A) < u(A) + ¢ .

Remarque 3. Prenant B comme dans la démonstration du théor&me, la norme

Ix| = Sup |eBx| (x € X)
€ s=0

satisfait évidemment

Ix| < [x]_ = N|x]| pour tout x e X .
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Etant donné que

tB _ B
le™x|_ = TSgp le™x] < [x]_ »
on a
IIetBIIe <1 pour tout t =20,
et par conséquent, grace a 2.1 et 2.3 :
o (A) - u(A) - e = ¢ (B) <0 .
D'ol
o _(A) < u(A) « e .
D'autre part remarquons que si N =1 alors on adanscecas | | = || et
Tim | x| = |x| pour tout x e X .
prw P
Cette relation découle des inégalités
1 1
x5 X)) € — ||
/P P (pu) /P

et d'un passage a la limite.
Du Théoréme et du Corollaire de la Proposition 1 découle immédiatement le

Corollaire. Soit (X,| |) wn espace de Banach et A wn opérateur donné
appartenant & L£{X) . Alors w(A) est Bgale d la borme inférieure des {wo(A)} >

Lorsque parcourt la famille des normes équivalentes d | 1.

1,

Remarque 4. L'analogue du Corollaire pour le rayon spectral d'un opérateur
A donné, appartenant & £{(X) , peut &tre formulé ainsi: Pour tout e >0 et

pour tout p , 1 <p <=, il existe une norme | | (qui dépend de A} , équi-

€,pP
valente a | | , telle que

"A"g,p <r(A) + ¢ .

En effet, procédant comme dans [5] (ol seulement le cas p =1 est traité) , i1
suffit de prendre

ZO 1B'%(PP (1 <p e,
n=

Xl o
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avec B = FT%TIE » et de vérifier que la norme ainsi définie (la convergence de la

série résulte de r(B) < 1) est équivalente & | | (ce qui est facile) et satis-
fait IIBII€ p < 1, c'est-a-dire IIAHE p < r(A) + ¢ . Remarquons que si (X,| |)
est un espace de Hilbert, la norme | |E 2 provient du produit scalaire
s n n
<X,y> = Z <B'x , Bly> .
€2 n2

Remarquons aussi que r(B) < 1 entraine 1'existence d'un entier N, > 0
tel que
NBkH <1 pour tout k > Ny s

et si 1'on pose pour k > L

Xl = Ixl o+ Bx] + oo BN (x e X)
on vérifie facilement que chague | [, est une norme équivalente & | | et
T | Sgp |Bx|k <1.

x| =1
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