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SOUS-ALGEBRES DE LIE DE L’ALGEBRE DE SCHRODINGER
G. Burdet t, J. Patera, M. Perrint et P. Winternitz

I. INTRODUCTION

I1 y a quelques années on a essayé d'inclure les transformations d'échelle en
ph&noménologie des interactions fortes, ou du moins d'évaluer 1'influence des ter-
mes responsables de Ta brisure de symétrie d'échelle dans les modéles [1]. Comme
il est apparu que les mod&les qui possédent 1'invariance d'é&chelle possédent aussi
en général 1'invariance conforme, de nombreuses tentatives ont &té faites pour
construire des modéles d'interactions fortes possédant a priori cette invariance
[2]. On s'est alors demandé quel &tait 1'impact de ces nouvelles transformations
par rapport & la cinématique utilisée. C'est avec cette idée d'associer aux trans-
formations Galiléennes des transformations conformes et d'échelle qui laissent aus-
si 1'équation de Schr8dinger libre invariante, que, dans le cadre d'une théorie
"non-relativiste", a &t& introduit le groupe désigné maintenant sous le nom de
groupe de Schrbdinger.

Ce yroupe de transformations d'espace-temps contient en plus des transforma-
tions Galiléennes deux transformations supplémentaires qui correspondent 1'une 3
une dilatation agissant différemment sur 1'espace et sur le temps et 1'autre 3 une
transformation homographique qui agit sur 1'espace comme une dilatation dépendant
du temps.

Ainsi introduit [3] Te groupe de Schrddinger a &été utilis& dans le cadre de la
théorie quantique des champs Galil&enne comme groupe de symétrie des Lagrangiens
dans le cas oli on impose certaines contraintes sur 1'énergie interne nue . I1 per-
met de redéfinir la densité d'énergie de facon telle que la loi de conservation de
celle-ci prenne une forme simple.

Ce groupe & ensuite &t& utilisé [4] pour donner une description des particules
€lémentaires non relativistes constituées d'éléments non sp&cifiés en interaction
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et conduisant @ un spectre discret. La notion d'énergie interne utilisée dans ce
travail, de méme que le mouvement oscillatoire dépendant du temps attribué au cen-
tre de masse des particules libres ont déjd été commentés dans la ré&férence [5] .

Ld, i1 a &té montré que certaines représentations du groupe de Schrddinger peuvent
décrire un systéme Tibre de N particules (de masses différentes) en interaction
pourvu que les potentiels d'interaction mutuelle satisfassent certaines contraintes;
les formes permises d'interaction d& deux, trois et quatre corps ont été exhibées
explicitement. Dans le méme temps [6] le groupe de Schrddinger a &té retrouvé com-
me étant le plus grand groupe de transformations d'espace-temps qui laisse jnvari-
ante 1'équation de Schrbdinger libre si on limite 1a loi de cotransformation des so-
Tutions & la multiplication par une fonction des variables d'espace-temps. Puis i1
a &té montré que les représentations du groupe de Schrddinger peuvent aussi décrire
des systémes de particules en interaction placés dans des champs extérieurs déri-
vant de potentiels harmoniques, antiharmoniques ou linéaires pourvu que les poten-
tiels d'interaction mutuelle vérifient certaines conditions [7,8].

Finalement une caractérisation des sous-algébres de dimension un non-conjuguées
de 1'algébre de Schrddinger dans trois dimensions d'espace a été donnée [9]. Celle-
c¢i fournit une classification en classes de conjugaison de tous les Hamiltoniens
admettant cette alggbre comme algébre d'invariance dépendant explicitement du temps
en représentation de Schrddinger.

On doit aussi mentionner que toutes les représentations projectives unitaires
irréductibles du groupe de Schrddinger dans trois dimensions d'espace on &té cons-
truites en utilisant les techniques d'induction [10].

Mais i1 n'y a pas qu'en mécanique quantique que le groupe de Schrddinger a un
réle a jouer. D&ja Sophus Lie avait trouvé 1'algébre de Schr8dinger comme algeébre
d'invariance (au méme sens que dans [6] et [8]) de 1'équation de la chaleur dans
une dimension d'espace [11]. Récemment i1 a &t& montré qu'elle est aussi algzbre
d'invariance de 1'équation de Navier-Stokes dans le cas ol on impose une loi de
transformation linéaire homogéne de la pression [12]. D'autre part, & cause de son
inclusion en tant que sous-groupe dans 1'extension centrale du groupe symplectique
inhomogéne, le groupe de Schrddinger laisse invariante 1'équation d'Hamilton-Jacobi
pour tous les Hamiltoniens linéaires et quadratiques [13].

Le but du présent article est de donner une classification en classes de con-
jugaison de toutes les sous-algébres de Lie non conjuguées par un automorphisme in-
térieur, de 1'algébre de Lie du groupe de Schrddinger dans deux dimensions d'espace

et de 1'algébre de Lie de son extension centrale par un groupe & un paramé&tre in-
terprété comme la masse.

Une telle classification a déja été réalisée pour le groupe de Schrddinger,
étendu, dans une dimension d'espace Sch] [14]. En plus, dans la référence [14],
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pour chaque classe de conjugaison ont &té construites les fonctions F brisant
1'invariance sous Sch] mais telles que 1'Equation
. 0 2
(1at + max)\y(x’t) = F(X,t,‘l/,\l/*)
reste invariante sous la classe considérée. I1 est prévu de réaliser la méme &tude
avec Schy.

Un autre intérét d'effectuer cette classification provient du fait que 1'alga-
bre sch, est contenue en tant que sous-algébre dans 1'alg&bre conforme isomorphe
a so(4,2) [15]. Bien que cette inclusion, qui en quelque sorte constitue un lien
entre physique non-relativiste et relativiste, puisse certainement &tre d'un grand
intérét pour la physique des hautes énergies on n'en trouve jusqu'ici que peu de
traces dans la littérature [16,17]. Notons par exemple que ceite inclusjon offre
un support pour introduire des interactions non-relativistes entre les constituants
dans Tes modéles de hadrons ultra-relativistes composés de particules sans masse
(mod&le des partons [181).

Sous-Jjacente dans [16] cette inclusion a &té utilisée explicitement dans [17]
pour construire un opérateur position pour particules de masse nulle. Nous nhe vou-
Tons pas nous attarder plus longuement ici sur cet aspect du groupe de Schrddinger
mais signalons qu'est en cours de rédaction un travail centré sur la sous-algdbre
maximale de 1'algébre conforme qui contient sch2 et une dilatation et que nous
appelons algébre optique opt(3,1) car c'est 1'algébre de Lie du stabilisateur
dans le groupe conforme d'un sous-espace du genre lumiére de 1'espace de Minkowski
[19].

II. LE GROUPE DE SCHRUDINGER ET SON ACTION SUR L'ESPACE-TEMPS

Le groupe de Schrddinger Schn est un groupe local de transformations de 1'es-
pace-temps E >R, dépendant de 3 + 2n + g{n-l) paramétres. 11 en existe une re-
présentation fidéle par des matrices carrées (n+2)x(n+2) de la forme

¢ 3)

ol R est une matrice nxn de So(n), T est une matrice rectangulaire & n 1i-
gnes et 2 colonnes qu'on &crira T = (v,a) od v et a sont 2 vecteurs de Rr",
S est une matrice 2x2 de Sz{(2,R) (on posera S = (s g) avec ab-py = 1,
asBsys5 € R).

On en déduit 1'action suivante sur En 9 R

Rx+tvra

== at+B
X vt+8 t

- yt+6

qui fait clairement ressortir la présence du groupe de Galilée en tant que sous-
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groupe ainsi que le caractére local du groupe puisque les transformations ne sont

pas définies partout, en particulier sur 1'hyperplan t = - % .

Différentes décompositions en produits semi-directs du groupe de Schrddinger
peuvent &tre données. Nous les avons rassemblées sur la figure 1.

En plus de n'8tre qu'un groupe local, le groupe de Schrddinger souléve aussi
des problémes en ce qui concerne la causalité Newtonienne; en effet contrairement
d ce qui se passe avec les transformations de Galilée, les transformations du
groupe de Schrédinger ne conservent pas 1'intervalle de temps entre deux &vénements
(et en particulier pas son signe) puisque

t,-t
. i 2
9:tyty - E-fy - (vt +8)(vE+8)
Quant & Ta distance spatiale entre deux &vénements simultanés elle est transformée
selon: | |
Xo=X
< xa- % - I
L L Ea L
L'utilisation du groupe de Schrddinger en tant que groupe de transformations d'es-
pace-temps implique donc que soit développé un concept local de causalité comme
c'est le cas pour 1'utilisation du groupe conforme dans le cas relativiste.

Par contre étant un sous-groupe du groupe symplectique inhomog2ne, le groupe
de Schrbdinger agit en tant que groupe d'automorphismes symplectiques de 1'espace
de phase RR". Les représentations utilisables en mécanique gquantique sont donc
celles qui sont obtenues par réduction de la représentation métaplectigue de 1'ex-
tension centrale du groupe symplectique inhomogéne, i.e. que ce sont des représen-
tations projectives unitaires du double recouvrement {10,13]:

(T, ®T,) O {S0(n)&st,(2,R)).

III. LES ALGEBRES DE LIE sch, ET §EF;

L'algebre de Liel du groupe de Schrddinger s'écrit sous forme de la somme se-
mi-directe

Schn = (tn&‘t;) [m] (SO(n)$58(29‘R)) (])

qui refléte sa décomposition de Levi-Malgev.

Pour e cas n=2 une base naturelle est donnée par: Kj et Pj, J=1,2 Tles
générateurs des algébres ab&liennes t2 et t5 » J Tle générateur de so(2) et
T,C,D les générateurs de 52(2,R) qui satisfont entre eux les relations de commu-
tation suivantes:

1 Nous notons g 1'algdbre de Lie du groupe G.
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{T,.01 = 2T, [T.C] = D, [C,D] = -2C. (2)

La somme semi-directe correspond aux relations de commutation non-nulles suivantes:

[J,K1] = K [J,P]] = P

2° 2
WKyl = =Ky [0,P,1 = =Py, @
[TK31 = =Py [CP51 = Ky,
D.K1 = K [D.P51 = Py i=1,2.

L'algébre schn est une extension centrale a& un élément de schn qui est obtenue
en remplagant 1'idéal abélien tn @ t: par 1'algébre de Heisenberg hn de centre
M et dont les gé&nérateurs satisfont

[KssPl = 65 M. (4)

Nous donnons ci-dessous 1'expression des générateurs dans la représentation méta-
plectique de Sch2:

so(2):d = i(pjak-pkaj) + 32

2
Kj = me; e,
hy: Pj = P; s¢(2,R):{C = gﬁ+ g_
M=m D = i(pjaj+é) + 9y
ol 3 = sé—, caractérise une représentation unitaire de so(2) et (g+,g_,go)

est une basd de représentation unitaire de 5£(2,R).

IV. SOUS-ALGEBRES DE L'ALGEBRE DE SCHRUDINGER

La classification de toutes les sous-alggbres de sch2 que nous allons donner
ci-aprés a €té effectuée en utilisant la méthode de classification exposée dans la
référence [20].

Comme on 1'a déja rappelé plus haut 1'algébre sch2 est une somme semi-directe
avec 1'idéal abélien et on écrira la décomposition (1) de sch2 sous la forme
nOf ol n estun idéal ab&lien de dimension 4 et f = so(2) » s£{2,R).

La classification de n O f se fait en trois &tapes:

1. Classer les sous-alggbres de f en classes de conjugaison sous Schz, ce
qui ici revient & classer f sous le groupe F engendré par f. Les sous-alge-
bres de s2(2,R) sont bien connues et f &tant une somme directe on utilise la
méthode de Goursat [21]. Pour chague classe de conjugaison on choisit un représen-
tant qu'on désigne par fi (i=0,1,...,p) avec fO =f et fp = 0. I1 faut noter
que Te représentant de chaque classe est choisi de fagon & avoir une liste "norma-
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1isée" c'est-d-dire une liste dans laquelle le normalisateur de toute sous-algébre
dans sch2 pour le représentant choisi figure déja dans la classification. On rap-
pelle que le normalisateur dans a d'une sous-algébre de Lie b ca est défini
par:

nor,(b) = {X €a|[X,B] <b,vVB ¢b).

La liste des sous-algebres de so{2) » s£{2,R), leur numérotation et les représen-
tants choisis sont donnés dans la figure 2. De plus f16 = {0}.

2. Chercher, pour chaque sous-algébre fi’ tous les sous-espaces invariants
correspondants de n, c'est-3-dire tous les sous-espaces de n, &tiquetés Nige
qui sont tels que:

[finia] & Mg

Classer a une conjugaison de Nor prés tous ces Nig et pour chaque classe

schzfi
de conjugaison choisir un représentant de facon & avoir une liste normalisée.

Come 1'algébre n est ab&lienne tous les Nig sont automatiquement des sous-
algébres de Lie abé&liennes.

I1 ne reste plus alors qu'a former les sommes semi-directes Nig D fi pour

obtenir toutes les sous-algébres "fi—semi-directes de sch2".

3. Cherchier les sous-alggbres qui ne sont pas "fj—semi-directes". Dans 1le
cas d'un idéal abélien ceci revient, pour chague sous-espace invariant Nigo a
chercher s'i1 n'existe pas de sous-algébre Nig O (Fk + zeckzNz) ol {Fk} est une
base de fi et Ne €n, Nz £ n; . dans laquelle les coefficients Cx, Ne peu-
vent pas Etre simultanément ramenés & zéro par des conjugaisons de n O Norf(fi).

Pour 1'algébre sch2 seul f12 ~ {T} donne naissance 3 de telles algeébres.

La Table 1 donne la liste "normalisée" de toutes les sous-algabres de schz.
Cette liste est aussi ordonnée, dans le sens que pour chaque dimension figurent
d'abord les sous-algébres qui peuvent se mettre sous la forme de somme directe.

Chaque classe est repérée par la lettre S suivie de 2 nombres: le premier
indique Ta dimension des sous-algsbres appartenant i cette classe tandis que le
second n'est qu'un indice servant 3 repérer chaque classe parmi toutes celles de la
méme dimension. Comme nous 1'avons dit plus haut cette numérotation a &té faite
en commencant par les algébres ab&liennes. Dans la seconde colonne jusqu'en dimen-
sion 5 et pour les sommes directes de dimension supérieure on identifie la classe
d'isomorphie avec la nomenclature donnée dans la référence [22]. Les générateurs
du représentant choisi (entre autre pour avoir une liste "normalisée") et le nor-
malisateur de celui-ci sont donnés respectivement dans les troisiéme et quatriéme
colonnes. Dans la cinguigme colonne apparaissent les invariants définis dans la ré-
férence [22] qui généralisent la notion habituelle d'opérateur de Casimir apparte-
nant au corps enveloppant.
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V.  SOUS-ALGEBRES DE L'EXTENSION CENTRALE §Eﬁé

Dans ce cas la classification a été faite de deux fagons différentes:

(i) En appliquant la méthode générale de classification mais cette fois 1'i-
déal résoluble n'est plus ab&lien puisque c'est 1'algébre de Heisenberg dans 2 di-
mensions d'espace h2 (nilpotente).

(ii) En utilisant la classification précédente de 1'algébre non &tendue. Cet-
te méthode a €té utilisée pour déduire des sous-algébres de 1'algébre de Galilée
dans trois dimensions d'espace, les sous-alg&bres de son extension centrale [23].

Rappelons brigvement cette méthode qui est basée sur le fait que 1'extension
centrale correspond 3 la suite exacte

O»Ragzﬁ;—e»schzao

oll on note R 1la sous-algébre de dimension un engendrée par le générateur de 1'ex-
tension noté M.
Alors a toute sous-algébre a c sch2 peuvent &tre associées:

(1) ¥=6Ma), MecTc EEF;,
(2) si [a,a)ggy < a> alors

(a) a elle-méme est sous-algébre de schz,
(b) Bc3, M¢D, dimb =dim3a-1, b non-conjuguée de a.

La Table 2 donne les sous-algébres de schz. Le repérage des sous-algébres
par Sij est fait de la méme fagon que pour les sous-algébres de schz, et comme
pour ces derniéres on donne leur identification dans Ta nomenclature de [22], Teurs
générateurs, leurs normalisateurs et les opérateurs invariants correspondants.

VI. CONCLUSION

La tdche que nous nous étions assignée, & savoir la classification des sous-
groupes de Lie de 1'algébre de Schrdinger sch2 et de son extension centrale
schz, a donc été accomplie. Les tables 1 et 2 donnent une liste normalisée de re-
présentants de toutes les classes de conjugaison ainsi que des normalisateurs et
des invariants correspondants.

On s'est ainsi donné un outil de travail pour diverses applications. En par-
ticulier nous avons 1'intention d'étudier comment évoluent les contraintes imposées
3 un terme d'interaction ou de "self- interaction" F(x,y,t,V,v*) dans "1'équation
de Schr8dinger"

. w2, 2 2
(iha, + ety Wiy, t) = Flxystow i)

suivant la brisure de §EF; demandée, c'est-a-dire suivant la sous-alg&bre sous
laquelle 1'invariance est exigée.



88 Sous-algébres de Lie de £'akglbre de Schildingen

Signalons pour terminer que la classification ci-dessus va &tre insérée dans
celle du groupe optique O0pt(3,1).
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SO(n) -———— 0(n)&SL(2,R) J‘_—.m

O

(Te7,) O SO(n) l(T o) D SL(Z,R)JI

lllilii!ll'

FIGURE 1

Décomposition en produits semi-directs du groupe de Schrddinger,
Ta et Tv désignent les deux groupes Ab&liens de dimension n
correspondant respectivement aux translations d'espace et aux

transformations Galiléennes pures.
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Sous-algébres du farteur de Lévi de schz; meER, e =+, p>0.
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