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FORMULES OPTIMALES DE QUADRATURE DE FONCTIONS CONCAVES
Marc Bourdeau et Serge Dubuc

I.  INTRODUCTION

Soit f(x) une fonction concave non-négative définie sur 1'intervalle [0,1],
si 1'on désire estimer

.
7 fx)du(x),
0

1'intégrale de Riemann-Stieljes de f par rapport & la fonction déterminante u(x),
alors que 1'on ne connait explicitement que les valeurs de la fonction f en des

points XpsXgseeesXys ON est amené & considérer les formules de quadrature

n
Q(f) = 2p;f(x;).
1

Les X5 sont les noeuds de la quadrature et les p; en sont les poids. Si les
noeuds sont fixes, quels sont les poids les plus avantageux a utiliser? Nous ver-
rons que les poids suivants sont commodes
X
N i+l R i
Pio= (X)) S w(X)dx - (xgxg )7 S n{x)dx

i+l 79
X *i-1

X

lorsque les noeuds ont &té ordonnés par ordre croissant et que 1'on pose Xp = 0,
Xnel = 1. La formule de quadrature qui correspond & ce choix de poids est appelée
la formule trapézoidale pour 1'intégrale

1
I f(x)du(x);
0

elle a 1'avantage de minorer la valeur de 1'intégrale de f Torsque f est une
fonction concave non-négative. Nous é&tablirons que parmi les formules de quadratu-
re a noeuds fixes qui sous-estiment les intégrales de fonctions concaves non-néga-
tives, la formule trapézoidale sous-estime les intégrales le moins possible. A une
quadrature Q, nous associerons un paramétre o(Q), le facteur de sous-estimation
de la quadrature. Nous nous permettrons ensuite de faire varier la position des
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noeuds. Nous verrons que parmi toutes les quadratures 3 noeuds variables, il exis-
te une quadrature Q qui rend le facteur de sous-estimation o(Q) 1le plus voisin
possible de un; de plus, cette quadrature est unique 3 une constante multiplicati-
ve prés. Nous d&terminerons la formule optimale de quadrature & n noeuds asso-
ciée & 1'intégrale

Nous évaluerons le facteur de sous-estimation de la régle du trapéze et de la ragle
de Simpson a 1'égard de

f]f(x)dx
0

et nous proposerons une formule de quadrature d'une simplicité comparable & ces
deux dernigres et dont le rendement est nettement sup&rieur a celles-ci.

II. CADRE FONCTIONNEL D'UN CRITERE D'OPTIMALITE

Soit C une cdne convexe fermé de sommet 0 dans un espace vectoriel topolo-
gique localement convexe E, soit I une fonctionnelle linéaire sur E telle que
si f € C-{0}, I(f) > 0; nous supposerons de plus que CI = {f: feC et I(f)=
1} est un compact. Soit Q une fonctionnelle lingaire continue sur E, posons
M(Q) = sup{Q(f): f ¢ Cp} et m(Q) = inf{Q(f): f ¢ Cq}. Si m(Q) > 0, on obtient
les inégalités suivantes sur C: Q{f)/M(Q) = I(f) = Q(f)/m(Q). On observe que le
quotient des deux membres extrémes des dernigres inégalités est m(Q)/M(Q); plus
ce nombre sera voisin de un, plus on aura une idée précise de I(f). Ceci nous
améne & définir ce que nous appelierons le paramétre de sous-estimation de I par
Q: o(Q) = m(Q)/M(Q) 1lorsque M(Q) >0 et o(Q) = -» si M(Q) <0. Si & est
1'ensemble des points extrémaux du convexe CI et que 1'on paramétrise & par une
variable t, & = {ft}, nous poserons Q{t) = Q(ft). On a que

M) = sup Qt),  m@Q) = int Q(t).

La seule connaissance de 6(t) permet donc de calculer aisément les paramétres,
m(Q), M(Q) et o(Q). Soit Q une collection de fonctionnelles linéaires continues
sur E, on dira qu'une fonctionnelle Qo de Q est o-optimale pour approcher I sur
C si pour tout Q de Q, o(Q) = o(QO).

IIT. FORMULES OPTIMALES DE QUADRATURE A NOEUDS FIXES

Soit C 1le cdne des fonctions concaves non-négatives définies sur [0,1],
soit E = C-C Te sous-espace vectoriel engendré par C, on munit E de la topolo-
gie de la convergence simple. Soit u une mesure positive, finie sur {0,1) telle
que u({(0,1)) > 0, on introduira la fonctionnelle
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() = S ex)du(x)
]

Torsque f € E. Soit N = {x1,x2,...,xn} une collection de n points de [0,1] or-
donnés par ordre croissant, on désigne par Q(N} Tla famille des formules de qua-
drature dont les noeuds donnent 1'ensemble N:

n
o(N) = {1§1pi6x1 PPy € R}

od & estla fonctionnelle de Dirac {pour tout f de E, 5x(f) = f(x)). La
formule trapézoidale associée aux noeuds N et & la mesure p sera par définition:

n
T = 2 p;b
Ny T
od 1 %541 1%
pi = (X% T (e - (xymxg_) T T elx)dx
X X
i i-1
alors que Xg = 0, Xpel = 1. Ici p(x) = w((0,x)). 1I1 est sous-entendu gue si
X; =0, X,
o= fo u(x)dx/x,.
De méme si x_ =1,

1
pp = #(010) = (o )7, wlxdox
n_

Introduisons un opérateur de projection PN: si f est une fonction définie
sur [0,11, g = PN(f) est la fonction définie sur [0,1] telle que g(x) = f(x)
si x €N, g(0) =0 si O0£N, g{1)=0 si 14N et g est lingaire sur cha-
cun des intervalles fermés déterminés par N U {0,1}.

La fonction g sera appelée la N-lingarisation de f. Une fonction h telle
que PNh = h sera dite N-Tinéaire.

Lemme 1. Pour toute fonction f définie sur [0,1]
1
Tu,N(f) = fOPNf(x)du(x).

Démonstration. Puisque pour toute fonction f, Tu N(f) = Tu N(PNf), il
L) 3
suffit de montrer que pour toute fonction g, N-linéaire,

Ta(®) = £g(xdt).

Les fonctions N-linéaires forment un espace vectoriel de dimension n dont on peut
spécifier une base {gi}?=]:
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(x=x;_

/%% ) st x € [y
g9;(x) = (Xj,07x) (x5 =) si 0 x € [X; %5 1]
0 si x £ [Xi-I’X1+]]

Une intégration par parties donne que

f;gi(X)du(X) = py o= Tooagg)

Ce qui achéve la vérification du lemme.

Remarques: Les poids d'une formule trapézoidale sont toujours non-négatifs
et Ta somme des poids est toujours majorée par

Hldu(x).
0
Si le support de la mesure u est dans 1'intervalle [XysXp]1s alors

n 1
Z p'i = [ du(x).
i=1 0

S f est une fonction concave non-négative, on voit que PN(f) = f; d'ol

T = SR

et M(Q) = 1. La formule trapézoidale Tu sous-estime en tout temps

,N
7E(x)du(x)
0

Torsque f est une fonction concave non-négative.
Explicitons maintenant les fonctions extrémes du convexe

C; = (FeC: [ fx)dulx) = 1.
0

Soit 9 la {t}-lingarisation de la fonction constante 1 pour t ¢ [0,1], on
pose

]

fo(x) gt(X)/f;gt(X)du(X)-

On pose aussi
fa (X} = lim f (x) et £, (x) = Tim f_(x).
0+ tio ° 1- tt1 ¢
L'ensemble des points extrémaux & de CI est {ft}te[o,l] U{f0+ et f]_}.
Lemme 2. Soit w(t) une fonction congave non-négative non-lindaire dé&finie

sur un intervalle [a,b], soit L(t) une fonction lingaire telle que L(a) < w(a)
et L(b) = o(b), soit Lo(t) une fonction linéaire définie sur un sous-intervalle
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[c,d] de [a,b] telle que Lo(c) = w(c) et Lo(d) = w(d), posons

my 1nf{L0(t)/w(t): t € [c,d]}
et

inf{L{t)/w(t): t € [a,b]},

3
]

alors

De plus, si m = mg alors a=c¢, b=d et L= LD'

Démonstration. Vu la concavité de «{t), on a que L(t) =
t de [a,b]. D'ou L(c) = wlc) = Lo(c) et L{d) = w{d) = L
L(t) = Lo(t) pour tout t de [c,d].

pour tout

w(t)
(d) Ainsi

m < inf{L{t)/w(t): t € [c,d]} = L

Maintenant si m = Mg i1 faut que L(t) = Lo(t) pour tout t de [c,d]. Puis-
que o(t) n'est pas lindaire sur [c,d], i1 faut aussi que a =c et b =d.

Théoréme 3. Soit p une mesure {(uw #0) sur (0,1), soit N une collection
finie et fixe de noeuds dans [0,1], on considire le c6ne C des fonctions conca-
ves, non-négatives et la fonctionnelle

I(f) = f;f(X)du(X),
alors la formule trapézoidale T N est c-optimale pour approcher I sur C par

rapport aux formules de quadrature Q(N).

Démonstration:  Comparons une quadrature
Q= 2 p.d
d la quadrature

Tu,N

Sans perte de généralité pour montrer que o(Q) = o(Qo), on peut supposer que

M(Q) = 1. Puisque M(QO) =1, 11 faut vérifier que m(Q) = m(QO). On peut aussi
supposer que m(QO) < 1. Soit f une fonction extrémale du convexe CI telle que
Qo(f) = m(Qo). Le premier cas qui peut se présenter est que f = fu alors que
O<xj_y<u<x;<1 o0 x; ; et x; sont deux noeuds consécutifs. Introdui-
sons les fonctions nt(x) = min(x(1-t),(1-x)t), t € (0,1) et posons

o) = 1 n (X0du().

Nous avons que ft(x) = nt(x)/w(t). D'ol si a(t) = Q(ft),
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/ﬂo(t).

Autrement dit ﬁ(t) = L(t)/wo(t) od L{(t) est lindaire sur [%;_ys%;1. De méme,
Qo(t) = Lo(t)/w(t) o0 Ly est linéaire sur le méme intervalle et LO(X1-1) =
w(xi_]) et LO(Xi) = w(xi). Le lemme 2 donne que Q(u) = Qo(u) = m(QO) et ainsi
m(Q) = m(QO). Pour traiter des autres cas, posons a = X si x > 0 et a-= Xo
si x; = 0. De méme sur 1'intervalle (0,a], Q(t) = L(t)/w(t), Qo(t) =
Lo(t)/m(t) alors que L et Ly sont Tinéaires sur [0,a], L{0) = LO(O) = 0,
L(a) = o{a), Lo(a) = w(a). Le lemme 2 donnera encore que

- i-1 n
Q(t) = _31 pjxj(1-t) + jfipj(1—xj)t_

Q(0+) inf{L{t)/o(t): t € (0,a]}

< 60(0+) = infily(t)/w(t): t € (0,a]).

Ceci permet de conclure que m(Q) = m(QO) lorsque m(QO) = Qo(fu) ol u ¢
(0,a] U {0+}. Enfin remarquons que si Qo(fo) # Qo(f0+) alors 0 ¢ N et dans ce
cas Qo(fo) = 1 par la construction méme de 1a régle trapézoidale. Ceci permet
d'achever la démonstration.

IV. FORMULES OPTIMALES DE QUADRATURE A NOEUDS VARIABLES

Désignons par Qn 1'ensemble des formules de quadrature Q qui utilisent au
plus n noeuds de (0,1). Désignons par

op(B) = sup{m(Q)/M(Q): Q€ g et MQ) >0}

Nous allons montrer qu'il existe une quadrature Q de 2, telle que on(u) =
m(QO)/M(QO) et 3 une constante multiplicative prés cette quadrature est unique.
Nous construisons plus ou moins explicitement cette formule et celle-ci sera une
formule trapézoidale comme le théor&me 3 nous en assure.

Théordme 4. Soit w(t) wune fonction concave définie sur [0,1] telle que
»(0) = »(1) = 0, «'(0) et w'(1) existent, soit n =1, on suppose de plus que
pour toute collection M de noeuds de moins de n points de (0,1), w n'est pas
M-1inéaire, alors i1 existe une collection N = {x],xz,...,xn} de n noeuds de
(0,1) telle que (PNw)/m atteint son minimum en (n+1) valeurs Ygs¥qs---sY

o0 yp =0, Yp=1 et x; < Yi < X5 qs 1=1=n (il est sous— entendu que

n

PNw(O)/m(O) = lim PNm(t)/w(t)
ti0
et
PNw(T)/w(1) = 1:T PNm(t)/w(t)).

La collection N est uniquement déterminée par la fonction w.
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Démonstration:  Faisons d'abord 1'hypoth&se supplémentaire que w{t) est stric-
tement concave sur [0,1]. Dé&signons par Lx y(t) la fonction linéaire telle que
Lx,y(x) = o(x) et Lx,y(y) = w(y) et posons

m(x,y) = 1nf{Lx’y(t)/w(t): t € (x,y)}

{on suppose que 0 = x <y < 1). Nous recherchons n noeuds de (0,1), X} < Xp <
- <X tels que m(xi_],xi) = m(xi,xi+1), 1 =43 =n alors que Xy = 0 et

Xpel = 1. Soit » un nombre de (0,1), désignons par x](X) 1a solution & 1'équa-

tion o(x) = xw'(0). La fonction t - Lo,x(t)/“<t) est croissante & cause de la

concavité de w(t). D'ol
m(O,x](X)) = 11% Lo,x](x)(t)/“(t) = .

De méme on peut voir que la fonction A - x](x) est décroisante; lorsque \ varie
de 0 & 1, x](X) varie de 13 0. D'autre part, la fonction x - m(x,1) est
croissante; lorsque x varie de 0 & 1, m{x,1) variede 0 &8 1. D'oQ A »»m(x1(x),1)
est une fonction décroissante et lorsque X\ varie de 0 & 1, m(x1(x),1) varie de 1
a 0. Ainsi {x: m(x](x),1) < A} est un intervalle (x1,1). ST n ¢ (x],1), on
peut trouver un et un seul nombre xz(x) de (xl(x),1) tel que m(x](x),xz(x)) =
X, car la fonction x e—m(x](X),x) décroit de 1 & M lorsque x varie de
x](X) a 1. Vérifions que Ta fonction » — xz(x) est décroissante. Considérons
deux nombres X et ', x] < A< A < 1. Raisonnons par 1'absurde en supposant
que x](x') < x](X) < xz(x) < xz(x‘). Par le lemme 2, on sait que la fonction
X »-m(x,xZ(X)) est croissante sur (O,XZ(X)); d'ob m(x1(x'),x2(x)) < m(xl(x),
xz(x)) = A. De méme la fonction x - m(x](x'),x) est décroissante sur (x1(x‘),1)
et ainsi

m(x1(x'),x2(x)) = m(x](x'),xz(x')) = 'L

Ainsi X' <\, ce qui est absurde. {x: m(xz(x),l) < A} est donc un intervalle
(1)

On peut continuer ainsi de fagon récurrente 3 construire des fonctions x](x),
xz(x),... xn(X) définies respectivement sur les intervalles (0,1), (x1,1), (xz,l),
et (xn_],1) ol 0< A o< XZ""’xn-l' xn(x) est une fonction décroissante.
Soit A~ 1la solution & 1'&quation m(xn(x),l) = A, on considére alors les noeuds
N = {x](xn), xz(xn),...,xn(xn)}. Sur chacun des (n+1) intervalles déterminds par
Tes noeuds, Te minimum de la fonction PNm(t)/m(t) est égal & Ay Le théoréme 4
a donc été é&tabli pour une fonction o strictement concave.

Traitons maintenant du cas ol w(t) est une fonction concave pour laquelle il
n'existe pas de partition de [0,1] en n sous-intervalles telle que w restreint
a chacun des sous-intervalles soit lingaire. Pour tout ¢ > 0, on peut trouver
une fonction _ strictement concave non-négative telle que lms(t)-w(t)l <
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et(1-t). Soit N5 = {X](e), X2(5),...,Xn(e)} un choix de noeuds tel que les mini-
ma de la fonction PNsms(t)/me(t) sur les intervalles [Xi-1(5)’ Xi(a)], 1 =1 < n+l,
sont tous égaux entre eux (xo(s) = 0, xn+1(e) = 1). On peut trouver un nombre
& >0 tel que xi(s)-x1_1(s) > & pour tout ¢ € (0,1) et pour tout i, 1 =i = n+1;
en effet si ceci n'était pas le cas, i1 existerait une suite ek { 0 et un entier
i tel X1-1(5k) et xi(ek) deviendraient de plus en plus rapprochés; on obtien-
drait alors que

PNEkwek(t)/wsk(t)
convergerait vers la fonction 1; i1 existerait une collection de noeuds N' utili-
sant moins de n points de {0,1) telle que PN.w = w; ceci est &liminé par hypo-
thése.

11 existe alors des points Xp < Xy o aee < Xp tels que (x1,x2,...,xn) est
adhérent 3 la courbe de R" (x](e),xz(e),...,xn(e)). Si N = {XysXps..-5X s ON
obtient que les minima de la fonction PNm/m sur les intervalles [xi_1,x1],

1 =i =n+1 (on pose toujours Xg = 0, X9 = 1) sont tous &gaux entre eux.
C.Q.F.D.

La collection de noeuds N décrite dans le th&oréme précédent sera appelée

la configuration optimale de degré n associée & la fonction w. Et nous noterons

par
xn(m) = inf{PNm(t)/w(t): t € (0,1)}.

Théordme 5. Soit «(t) une fonction concave remplissant les hypoth&ses du
théoreme 4, soit f(t) wune fonction linéaire par morceaux, les morceaux venant
d'une partition de [0,1] en au plus {n+1) sous-intervalles, on suppose que f(t)
< w{t) et que f différe de Pye ol { est la configuration optimale de degré
n associée d w, alors

inf{f(t)/w(t): t € {0,1)}< xn(m).

Démonstration:  Soit {yo,y],...,ym} une partition de [0,1] telle que m
=n+l et f restreinte & [yi_],yi] est linéaire. Si {y],yz,...,ym_]} différe
de la configuration optimale associée & o, {xl,xz,...,xn}, on peut trouver deux
entiers i et j, 1 =i=n+l et 1=j=m tels que yj_1 S X0 X5 S yj
et yj-yj_] > X5 " X5 q- Le Temme 2 montre que

inf{f(t)/w(t): ‘yj_-| <t« yj} < )\n(m),
car en aucun cas la fonction w(t) ne peut &tre lingaire sur [X5_75%41-

Si m=n+1 et si Yi = %y 1 =<1i=n, alors il existe un entier i tel

que f(t) # PNw(t) pour t € [x; 1.%;]- Le Temme 2 donne encore que

inf{f(t)/w(t): X5.1 < t < yj} < Xn(w).
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Les théorémes 4 et 5 admettent une transcription littérale aux formules de
quadrature. Si p est une mesure positive définie sur (0,1), alors la fonction

o(t) = f;"t(x)du(x) = (1-t)f;xdu(x) + fl(]-x)du(x)
est une fonction concave. De plus
' (0) = lim oft) f.l (T-x)dulx) < =.

to * 0+
De méme
() = rm B ).
tt] 0
Les théorémes 4 et 5 assurent que la quantité cn(u) définie au début de cette
section est précisément égale & xn(w), Torsque le support de la mesure dp con-
tient plus de (n-1) points. En effet soit Q € 2, telle que M(Q) = 1, Q(t) =
Q(ft) = Q(ﬂt)/w(t). Q(nt) est une fonction N-linéaire ol N est la collection
des noeuds de Q

m(Q) = inf{Q{t): t € (0,1)} < A ().

De plus si m(Q) = xn(w), Q est nécessairement égale a la formule trapézoidale
attachée a la configuration optimale de degré n associée d la fonction w.

Théoréme 6. Soit du une mesure sur (0,1) dont le support contient plus
de (n-1) points, soit

oft) = (1-t)f;xdu(x> : tfl(l-X)du(X),
3 une constante multiplicative prés, il existe une et une seule formule de quadra-
ture Q telle que m(Q)/M(Q) = cn(u). Cette formule est la formule trapézoidale

attachée a la configuration optimale de degré n associée & ». On a que on(m) =
)\n(m) .

V.  CAS PARTICULIERS DE QUADRATURE

(a) Utilisons les résultats précédents dans quelques situations différentes.
Recherchons d'abord 1a formule optimale de quadrature qui se servirait d'un seul
noeud pour approcher 1'intégrale de Riemann-Stieljes

S du(x).
0

Un retour & Ta démonstration du théoréme 4 donne que la position idéale pour le
noeud est le point x tel
w{Xx
Xw X

i)

wiX
-1 )
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D'oh
x = =o' (1)/(x'(0)-0"(1))

K = 5 xdula) /7 autx).

Le poids p a accorder au point x pour obtenir la formule trapszoidale est

po= =X (t)dt ¢ (1-x)/Tu(t)dt
0 X
p = f;min(ﬁa %{g)du(t).

Le paramétre de sous-estimation de cette formule est

’, \
f;minté,}:szu(t)

N > S,

f1xdu(X) /
0

Tdu(x)
0

(b) Déterminons maintenant la formule optimale de quadrature & n noeuds
pour 1'intégrale de Riemann

71#(x)dx.
Ici 0
o(t) = slm()dx = t(1-t)/2.
0
Evaluons Ta quantité m(x,y) = infil, y(t)/w(t): X< t<y}
-oxy, 0-x)(1-
Ly (8)/a(t) = t*Ty—ﬂ'
D'od

mix,y) = (Vxy + V%) (1-))%.

Nous voulons trouver une partition (XO’X1""’Xn+1) de 1'intervalle [0,1] telle

que
m(xi_],xi) =N, i=1,2,...,n+].
Posons
x; = sin%, 0= =@
i i =i T2
m{x; y.%X:) = cosz(e -8, 1)
i-1°% i85/

D'ol tous les accroissements 8;-9;_7 sont &gaux entre eux et puisque 8y = 0 et
‘IT .
9n+1 =75 on obtient que
in

ST ey
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et

N, = cos? ET%:TY i
Evaluons les poids de la formule optimale.
p; = %(x1+]-xi)'](x$+]-x$) - %(xi-xi_])—](xf—xf_])
Py = HXqa%o)

Un peu de trigonométrie donne que p; = #sin in/(n+1) sin w/(n+1). On peut résu-
mer ces calculs dans le résultat suivant.

Théoréme 7. Si f est une fonction concave non-négative sur (0,1) et si

0 (f) = isin—= g sin(—£—>f sinz( kn )
n T 22 n+] k=1 n+1 2(n+1)/>

alors

kil

<< << 2
On(f) = ff(X)dX = On(f)sec m.

{c) Nous allons calculer le facteur de sous-estimation de quelques formules
usuelles de quadrature. Considérons d'abord la régle du trapdze:

1 n-ly x
Th(f) = rfO)F) + 2 36

Evaluons Tn(t). I1 est relativement aisé de montrer que Tn est une formule
trapézoidale. Posons X; = ifn, 0=1isn. Si tce (X1-1’x1)’

Tn(t) = X.i_]X.i/t + (1'X1_])(]‘X1)/(]"t>~
m(x.i_] ’X'i) = ([X.i_]x.i]% + [(]'Xi_])(1’xi)]%)2-
Posons h = (2n)_] et y; = (x1_1+X1)/2-

Vm(xi_],xi = v@?—hz + v41-yi)2-h2.

Or la fonction y ~ \/yz—h2 est concave sur (h,»). D'ol la fonction
Vy2-h? . /(]_y)z_hz

est concave et symétrique par rapport @ y = % sur 1'intervalle (h,1-h). D'od
le minimum sur i de m(xi_],xi) s'obtiendra sur les valeurs extrémes de 1.
Ainsi (T ) = m(0,1/n) = (1-1).

Considérons maintenant la régle de Simpson définie pour les valeurs paires de

1 4.1 2.,2
SA(F) = 3f(0) + f() + 55F (%) +...

4 1
Sp(F) = FT(F) = 3T, o (F).
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Evaluons §n(t). Posons encore X; i/m. Si t= X; et que i est pair,
Sn(xi) =1, car Tn(xi) = Tn/z(xi) =1. Si t=x; etque i est impair
Tn(fx.) =1 et

i Xia1Xiey , (07%000%5)

T ,(f, ) =
n/2 X; X; 1'Xi

Cette derniére quantité vaut également

(-n2)7x; + ((1x)%n8)/(1ox) = 1-n2(X—T+ 1 ‘,).

Si i est impair,

Maintenant, si 1 est impair et si X< t < X5

A A, B,
Splt) = ¢
od A, B,
i i
X T =1
i-1 i-1
et
f\i + B.i = 1 4+ _—1_
i 1 30, (1-x;)
D'oli
1
A = x;_q(x5-1/3n) et B, = (1-x1_])(§ﬁ 1 - %),

Le minimum de §n(t) sur 1'intervalle (x1_1,x1) est (vr1+ V§92 et le maximum
de Sn(t) sur [x;_1.x;]1 est
N
5 .
3n (xi(1-x))

1 +

C. D.
~ . 3 - 1 1
De méme si x; t x;q, S(t) = —+yx od
c, D,
X: . ¢ Tx =1
X i+1
et
5— + D.i = ] + T—]_ -
i Ty 3n%x; {1-x;)
¢, = x1+](xi+1/3n)
et

D, = (1-x1+1)((1-xi)—1/3n).

Le minimum de S (t) sur 1'intervalle [x;5%;,7] est

(VT + VB5)2
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alors que le maximum sera

1+ 5 L
3n x1(1-x1)
D'oli :
M(Sn) = ] +m.
Puisque . :
2
A, = Xi - 52X, + —5
i i 3n™d 3n2
4
B, - (l—x,i)2+§—n—(1—x)+3—1§,
n
la concavité des fonctions
Vaxl-dxsl  (x 2 1)
v3x2+4x+1 (x = 0)
donne qué
!
vx© - §%x - +VQ1—X)2 + §%{1-x) + _lf

3n2

est une fonction concave lorsque x varie dans 1'intervalle (%3 1—%0. Le mini-

mum sur 1 de Vﬁ; + VE; sera atteint pour i =1 ou n-1. Or

- - .2
A] = 0: B-I = 1 3n
10 8
A = 1 - =+ —5
n-1 3n 3n2
8
B = —.
n-1 3n2

Aprgs avoir considéré quelques inégalités entre fonctions irrationnelles, on ob-
tient que

Le facteur de sous-estimateur pour la régle de Simpson est donc ﬂil-.

Nous indigquons enfin une formule de quadrature dont le rendement est assez
voisin de la formule optimale. Soit P{x) le polyndme 3x2—2x3, posons

X; = P(i/n) i=0,1,...,n,

73

considérons les poids p; = (xi+1—x1_])/2 (Xn—1= 0 et x,.4= 1). Nous définis-

sons la formule de quadrature n
RAF) = = p.fix;).
n jog 1

I1 s'agit d'une formule trapézoidale. Nous allons montrer que

3 2
m(R ) = - 5+ == .
n n2 n3
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IT s'agit d'établir que

1T§2n m(xi_],xi) = m(O,xi).

Nous allons montrer que si O =us=sw=s14} etsi v= H%H-, alors

m(P{u) ,P(v)) =m(P(v),P(w)).
Posons x = P(u), y = P(v) et z = P(w) et déterminons les valeurs a,p et y
telles que x = sinza, y = sinzﬁ, Z = sinzy, a,p et y étant choisis dans 1'in-
tervalle [0, 7]

m(P(u),P(v)) = cos?(g-a) et m(P(v),P(w)) = cos?{

Y-B).
On veut montrer que
b =5
Soit #(x) 1la fonction inverse de 6 — sinze, #(x) = } arc cos(1-2x), on veut
montrer que ¢(P(v)) est une fonction concave sur [0,3].
Pl

%v¢(P(V)) = -é;?;=;§?=

d? P" (P-P%)+3P'2(2p-1)
P = - .
L) 2(p-p2)3/2

I1 suffit donc de verifier que 2P"(P-P?) + P'2(2P-1) 2 0 sur (0,3). 2P"(P-P?) 4
P'2(2P-1) = B est un polyndme de degré 7. x = 0 est une racine de multiplicité
égale 3:

B(x) = (12+28x)(3x%-2x%) + (6x-6x2)2(<143x2-2x3) + o(x3)

3 36x2 . 72x3 o(x3)

3

B(x) = 36x2 + 48x

B(x) = 120x~ + o(x3).

D'autre part P{1-x) = 1-P(x). Ceci permet de vérifier que B{1-x) = -B(x). D'ol
entre 0 et %, B(x) >0. Si n est pair, on obtient que
m(Rn) = min m(xi_],xi) = m(O,x]) = 1- —g-+ —é%.
l=i=n n n
31 n est impair, on tire la méme conclusion apr&s avoir vérifié que m(xi_1,x1) £
m(xi,x1+]) si i = (n-1)/2. Et ceci résulte du Temme suivant.

Lemme 8.  Soit f wune fonction définie sur un intervalle (-a,a) telle que
f est concave sur [0,a), et telle que f(-x) - f(0) = f(0) - f(x) pour tout x
de (-a,a); si x ¢ (1%, %), alors

f(X) - fS3X2)+fS'X2.

Démonstration: - On peut supposer sans perte de généralité que f(0) = 0
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(quitte & riisonner sur la fonction g(x) = f(x)-f(0))

-1
Or x = 3 3x +

Ainsi

Formons un tableau qui compare les derniers résultats entre eux

d‘od
£(x) = 3f(3x) + 46(0)

2f(x) - f(3x) - f(-x)

3f(x) - f(3x).

- %f(3x).

f(3x)-f(-x)
f(x) = > .

Q m(Q) m(Q) a(Q)

0, 1+ %cosﬁ%T 1 }o+ %cosﬁgT
T 11 1 1.1

5 1- 5% 1+ 33}3 1- %

R, 1- ;%-+ ;% 1 1- ;% . ;%
0, 0.9797 1.0000 0.9797
Tio 0.9000 1.0000 0.9000
S10 0.9333 1.0370 0.9000
Rig 0.9720 1.0000 0.9720

75

VI. VITESSE DE CONVERGENCE DES FORMULES OPTIMALES

Revenons au cas général d'une intégrale de Riemann-Stieljes
1
fof(X)du(X)-

Si On(f) est la formule de quadrature qui utilise n points, avec quelle vitesse
On(f) converge-t-elle vers

£ () du(x)
0

lorsqu'on fait croftre n vers 1'infini? Nous préciserons en particulier le com-

portement asymptotique du facteur de sous-estimation, on(u), lorsque la mesure

provient d'une fonction de densité continue qui ne s'annulerait en aucun point de
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[09] ].

Si N = {X]’XZ"“’Xn} est une collection de noeuds, le diamétre de N sera
par définition le plus grand des nombres Xi = X5y 1 =1i=n+ ol Xg = 0,

= 1.

Xn+1

Théoréme 9. Soit p une mesure positive finie sur (0,1), alors le facteur
de sous-estimation o{u;N) de la formule trapézoidale TUL y associge & ueta N
est voisin de un d&s que le diamétre de N est petit.

Démonstration:  Posons comme précédemment

o(x) = f: (=x)t du(t) + STx(1-t)dult).
X

U(“;N) = i‘p(('L)"

ol x est le premier noeud de N dans (0,1), ou encore que

o(usN) = -

I1 peut arriver que

w
T-ylo' (1
o0 y est le dernier noeud de N dans (0,1). Si aucun de ces casne se présente,
on peut trouver deux noeuds consécutifs (x,y) de N dans {0,1) et une valeur z

de T'intervalle (x,y) telle que

n) = Lrzda(@)r(z-galy)
A 7 ) R

Minorons cette dernigre expression. On a que wo(z) < zw(x)/x. D'od

(y-z)o(x)+(z-x)oly)
{y-x)zo{x)/x

o(pu;N) =

On peut minorer encore ce dernier membre en remplagant z par y et alors

o(usN) = xely)/{ye(x)).
Si 1'on raisonne sur la sécante déterminée par les points (z,wo(z)) et (1,0), on
aura que

w(z) = (1-2)o(y)/(1-y)
et

o(usN) = (1-y)o(x)/[(1-X)ely)].
D'oti o(w;N) = h{x,y) ob
h(x,y) = min(xe(y)/(yo(x)),(1-y)o(x)/{1-x)aly)).

On vérifie assez facilement que pour tout ¢ » 0, on peut trouver un 6 > 0 tel
que h(x,y) > 1-c¢ dés que |x-y| < 6. De méme si x est voisin de O,
o(x)/{xw"'(0)) est voisin de 1; si y est voisin de 1, —oly)/ ((1-y)e' (1)) est
voisin de 1. C.Q.F.D.
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Corollaire. Pour toute mesure positive finie p sur (0,1),

Tim o (u) = 1.
n-wnn
Théoréme 10. Si 1 est une mesure positive finie sur {0,1) dont le support

est précisément €égal 3 1'intervalle-unité et si N est une collection de noeuds
telle que o(u,N) est voisin de 1, alors le diamétre de N est petit.

Démonstration: 11 s'agit de trouver pour chaque & >0 un & >0 tel que
o{u,N) > 1-5 = diam N < ¢. Dire que le support de la mesure est [0,1], revient a
dire que 1a fonction

o(x) = S0t dult) +le(1-t)du(t)
est strictement concave.
Soit e > 0, posons pour X € (0,1),
I0) = x: ofx) 2w (0)}, I = {y: oly) z A(1-y)e' (1)}

et
K(A) = {(x.¥): e = x=y < l-g, ofx)+aly) = 2xm(5%x) .

I(»), J(n) et K(») sont des ensembles compacts. Chacune des familles est cons-
tituge de compacts emboités. La concavité stricte de « donne que

NI(\) = {0}, NI(X) = {1y et NK(A) = K = {(t,t): e =t =T-¢}
by A A &

Considérons les voisinages suivants de {0}, de {1} et de Ke:
[05e),(1-€,1] et Vs = {{x,¥): y-x| < e}

Par compacité, on peut trouver une valeur xs telle que

I(xs) c [0.e), J(xe) c (1-¢,1] et K(xa) c Va.
Soit N une collection de noeuds pour laquelle la formule trap&zoidale associée
admet un facteur de sous-estimation o(u,N) supérieur ou &gal & A Si x est le
premier noeud dans (0,1) on sait que m{0,x) = w(x)/(xe'(0)). Or m(0,x) =
o(p,N) = As X € I(xe) et ainsi x < e. De fagon semblable, si y est le der-
nier noeud de N dans (0,1), y > 1-x. Si x et y sont deux noeuds consécu-
tifs de N dans (0,1), on a que

ox)raly) jup Lyz2)elx)+(z-x)aly)
ity Rl

wiX)+w - -
—é;%zgéfl' > g(u,N) = A

D'od (x,y) € Va, c'est-a-dire que |y-x|g . On a donc vérifi& que le diamétre
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de N est inférieur a ¢.

Théoréme 11.  Soit p(x) une fonction continue sur [0,1] qui n'est identi-
quement nulle sur aucun sous-intervalle de [0,1], si % est le facteur de sous-
estimation de la formule optimale de quadrature & n points associés 3 la mesure
p(x)dx, si

o(x) = f;(1-X)tp(t)dt < x(1-t)p(t)dt,
X

alors lorsque n tend vers 1'infini,

-2
+o(n %)
n 8n2

c - f;x/p(x)/m(x)dx.

Démonstration: Soit Nn les n noeuds de la formule optimale de quadratu-
re & n noeuds pour estimer les intégrales

f - f]f(x)p(x)dx.
0

Soient x et y deux noeuds consécutifs de Nn’ on a que

oy = mix,y) = 1nf{%ﬂl: z € (x,y)}

1 - SL,.p{(y-X)m(z)-c»(X)(y-Z)—w(y)(Z-><): . ¢ (X,y)} .

o ) w(x) (y-2)+o(y)(Z-X)

Or on sait (cf.Gel'fond,A., Calcul des différences finies, par exemple) que
(y-x)o(2)-0(x)(y-2)-w(y) (z-x) = -4u"(E)(z-x){y-2)(y-x)

00 £ est un point de (x,y). Or «"(x) = -p(x). Désignons par ¢ et d Tle mini-
mum et le maximum de la fonction p sur 1'intervalle [x,y]. Si e est le maximum
sur 1'intervalle [x,y] de la fonction

z-x) (y-2) {y=x)

22 S y-z)*aly) (z-x7 *
alors
n
Or
I () L

(ValX) + valy))?
D'ol i1 existe un nombre 6 de [x,y] tel gque

102 apte (y-x)?

) .
°n (Valx) + Vaaly))?
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Introduisons la fonction fn(t) définie sur [0,1]: sur T'intervalle (x,y] , fn(t)
vaut p2(6)/{Ve(x) + vEI}}). On sait aussi que

o)(X.l)
SRy )
d*ol xq0' {0)-a(x;) {x4-x )2
g 1 = 1 1 (6,) 170
o, - m(x1i = 2P% m(X];

fn(t) sur 1'intervalle [0,x1] sera égal & p%(eo)/VmZx]). On procéde de fagon a-
analogue sur 1'intervalle (xn,1]. D'ol

(nv1)v—]-1 = V%f]fn(t)dt.
o

n

On vérifie aisément que 1'on peut trouver une constante B tel que
f(t) = B (t).
Par le théoréme de convergence dominée,

Tim(ne Wl - 1 - @ﬂ@«ix.
n 0

n—«

En effet le corollaire du théoréme 9 et le théoréme 10 donnent que le diamétre de
N tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini et de 13,

n
lim f(t) = VR(t)/(2]t).
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