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SOLUTIONS PRESQUE PERIODIQUES
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE OPERATIONNELLE

Paul Arminjon

1. INTRODUCTION

Soit H un espace de Hilbert de norme || || et produit scalaire («,« ), et A un
opérateur auto-adjoint et semi-défini positif (= 0), de domaine D(A) dense dans H,
a8 valeurs dans H.

Une fonction vectorielle sur la droite réelle R, f:IR -~ H, est dite presque
périodique si pour tout nombre e > 0, on peut trouver un nombre £(c) > 0 tel que
tout intervalle de longueur £(e), sur la droite réelle, contient au moins un point
d'abscisse T, doté de la propriété

Hf(t+r€)-f(t)H < e pour tout t€ IR. (1.1)

Les nombres Te sont appelés les "e-presque périodes" de f. Les fonctions presque
périodiques sont aussi caractérisées (cf.[10]) par la Propriété d'approximation:
pour tout nombre ¢ > 0 i1 existe un polynBme trigonométrique & valeurs dans H,

n
€
Ts(t) = kZ1 i exp(1xkt) (1.2)
avec i et t réels, € H, tel que
Hf(t)-TE(t)H <e pour tout te€ R. (1.3)

Une fonction u(t), avec u € CZ(BQ,H), est une solution de 1'équation différentielle
opérationnelle
2
g—% - Au
dt

o

f, ou encore i - Au-=f, (1.4)

si u(t) € D(A) et Ui(t) - Au(t) = f(t) pour tout t réel. Un problame intéressant
consiste & savoir si, Torsque le membre de droite f est une fonction presque
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périodique, les solutions u le sont aussi, indépendamment des conditions initia-
Tes. En utilisant la théorie spectrale des opérateurs non bornés, S.Zaidman [29]
a démontré le théoréme suivant:

Théoréme 1. St A est auto-adjoint et positif (=0) et si f est une
fonction presque périodique de R dans H, alors toute solution bormée u de
1'€quation U-Au = f est presque périodique, pourvu que u(t) € D{A) pour tout
t réel.

Le probléme de Ta presque périodicité des solutions présente un intérét appreé-
ciable pour plusieurs types d'équation. Pour 1'équation des ondes, classique ou
opérationnelle, la presque-périodicité des solutions a &té &tablie dans des con-
textes de plus en plus généraux par Muckenhoupt [19], Bochner [8], Bochner et von
Neumann [9], Sobolev [22], LadyZenskaja [16], Zaidman [24],[25], Amerio [3][4].
Pour 1'équation des ondes avec un terme dissipatif non-linéaire, citons les travaux
d'Amerio pour la presque-périodicité; Lions et Strauss, Pradi (voir [5]) pour
la périodicité. Enfin pour les &quations de Navier-Stokes, des résultats de pres-
que-périodicité ont &té obtenus par Prouse [2i], Foias [11], et de périodicité par
Prodi, Iudovic et Prouse (voir [5], p.174-175). Dans cet article, nous présentons
une démonstration du Théoréme 1 qui reprend et compléte une &tude par Zaidman [30],
en développant une idée de L.Nirenberg (communication orale) et certaines inégali-
tés de Gagliardo généralisées ici & des fonctions & valeurs vectorielles. Nous
utilisons aussi un résultat bien connu de Friedrichs pour é&tendre ce théoréme au
cas d'un opérateur symétrique (et non auto-adjoint).

M I={tim<t<w}, H=L%g), C(x) et

Aij(x)(] = i,J =n) des fonctions de L7(@) presque partout positives, f:1 - H
une fonction donnée dans L2[(-w,m);H] et considérons 1'opérateur A = A(x, %;
défini, pour u ¢ Cz(g), par

Exemple. Soit @ un ouvert de R

)

n
Aoy = - 3 ]5§7<Aij(x)§§fo + C(x)u.
TyJ= 1 J

En effectuant des intégrations par parties dans le produit scalaire
(Au,v)
1%(2)

on est conduit & considérer pour A 1le domaine

- Tioys 52 (A, 3Y ) ¢ 2
D(A) = {u e H (2); zaxi(Aijaxj) € L)}
i.e. Auce Lz(ﬁ) = H. On a donc A:H>D(A) ~H od D(A) est dense dans H.

Les solutions classiques de 1'Equation elliptique
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2
S U _Alx,Z)u = f  xeq, tel
atz ax

sont alors les solutions de 1'équation différentielle-opérationnelle

i-Au = f
et A est auto-adjoint et positif si Ai' =0, C=z 0. Un cas particulier impor-

tant est celui, étudié par Zaidman [2B], de 1'équation de Poisson:

n
utt(x,t) + 1.E]uxixi(x,t) = f(x,t)

dans 1'espace R'xI.

I1. PRELIMINATRES

Soit [a,b] un intervalle compact et d un nombre réel » 0. Soit v la
fonction réelle

(2.1)

1 pour a-%-s t = b+%
yt) =

0 ailleurs

et considérons une fonction K(t) dans C”(R) et de support contenu dans [-1,17,
telle que JK(t)dt = 1. Définissons la fonction Ky par Kd(t) = K(259; on a

supp Kd c {t: géil =13, ou encore  supp Kd < ['%3%1’ ol supp K désigne Te

support de K.
Définissons une fonction ¢ par

o(t) = %fq/(s)Kd(t—s)ds (2.2)

ol 1'intégrale peut &tre calculée sur [t-%ut éh puisque Kd(t—s) =0 est en de-
hors de cet intervalle. D'aprés les propriétés de la convolution, on a

suppe C suppy + suppKy = [a-d,b+d]
et Jo(t)| =1 pour tout t réel. De plus,
olt) = %—I tj|‘ d\l/(S)Kd(t-S)dS = %jw(s)%l([gg;sl]ds
s-t|<x
—2

d'oll Ta majoration
. 4 2u
l[o(t)] =< ag‘f d|K(‘39|dU
lul=
et par suite

C
lp(t)] = —

pour un choix approprié de la constante CO' En définissant maintenant
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2(t) = oMe) (2.3)
, c
et en remarguant que Jo(t)| < —%3 on obtient 1'inégalité
d

a2
Zztt < ﬁl‘ (2.4)

olt C est une constante indépendante de t.

ITI. QUELQUES LEMMES ET INEGALITES; FORME VECTORIELLE DE L'INEGALITE DE GAGLIARDO

Le Temme suivant est une généralisation, au cas des fonctions & valeurs vec-
torielles, d'une inégalité dle & Gagliardo ([13] et [14]).

Lemme 1. Si u € C2([a,a+X];H) o0 X est un nombre réel positif, alors sa

dérivée u satisfait 1'inégalité
1

maxla(e) < C; (maxlule))3( a(e)1%et)
t€l tel I

wW|—

C,
+ X—maxHu(t)H (3.1)
tel

ot I = [a,a+)\], et C1,02 sont indépendantes de X et a.

Démonstration.  Nous utiliserons 1'inégalité suivante, obtenue en prenant p =

2 dans la remarque 2 suivant le lemme 1.II de Gagliardo [14]:si w € C2(I;R),on a
1

2. 3 C
max(t)| = €y (max|w(t) N3( sli(t] 1%at)¥ + Zmax|w(t)| (3.2)
tel tel I tel
ol les constantes C1 et 62 sont indépendantes de A et a. Pour démontrer (3.1),
considérons,pour y € H et |yl =1, 7Ta fonction scalaire u, définie par uy(t)
= (y,u(t)y o (,} désigne le produit scalaire dans H. On a dy(t) =
{y,u(t)) et ﬁy(t)= (y,u(t)). En appliquant (3.2) & w-= uy» on obtient
1 1
; 3 oeiiiens (2qe13 s o2
I(y.u(t)] = 01(m?XI(y,u(t)>|) ( {I\y,u(t)>| dt)” + ;7m?XI<y,U(t)>I,

ce qui entraine, compte tenu du fait que y est un &l&ment arbitraire de 1a boule

unité de H:
1 ]

i Loc
. 3 vy 12403 L 2
su(t = C s A , + = .
n;ﬂ21l<y a(t)} | 1“;ﬁg1(m?XI<y WML UCE)Y"at)” « 5 oA max ¢y u(t)|

d'ol 1'in&galité (3.1) annoncée.

Lemme 2. (Inégalité fondamentale) Sous les hypoth&ses du théoréme 1, la
solution u de 1'équatton U-Au = f satisfait 1'insgalité

b ., b+d Cib+d 5 Cp bed .,
Fluldt = s IF1d s ful®dt + 5 7 fulfodt (3.3)
a a-d d’ a-d d” a-d
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o0 d est un nombre positif arbitraire, et C1 et C2 des constantes positives
indépendantes de d.

Démonstration.  Soit u une solution de U-Au = ¥ avec u(t) € D(A) et
u(t) € D(A). On a <{uU-Au,u-Aud = Hsz, d'ol, en multipliant par une fonction z
telle que définie dans les préliminaires et en intégrant:

bd b+d
S zlu-Au,u-Auddt = f z||f]°dt
a-d a-d
ce qui s'écrit aussi
szt iaug?)dt = rz(CG.AuY (AU, )dt + rz)fidt. (3.4)

En intégrant par parties, on obtient

JzGiuydt = rzigdiAuy- (LA Kt
- \ b+d . .
= -Jz{u,Auddt + [z{U,Aud] - J{u,AuSzZ(t)dt;
a-d
puisque 2z € CS(R) et supp z € [a-d,b+d] d'aprés les pré&liminaires, le second
terme du membre de droite s'annule, ce qui donne
Sz{li,Auydt = -rzqQ,AuMAE - £Qd,Aubz(t)dt
= =fzQu,Adydt + Sz Qu,ADXdE + f{u,AudZ(t)dt

aprés une deuxigme intégration par parties.

A étant auto-adjoint, nous obtenons

Jz{i,Auddt = -zqAG,GdE ¢+ f2{Au,Uddt + fZ{Au,uYdE (3.5)

On montrerait d'une maniére analogue que

fz{Au,Updt = -rz{Ad,uddt + fz{AU,UYdt + fZ{Au,u)dt. (3.8)
En additionnant (3.5) et (3.6), on obtient

Sz(UAuy+(Ru,0d)dt = -27z(AG,UNdE + 2/zRe(Au,0pdt + 2/2(Au,uddt  (3.7)

Les relations (3.4) et (3.7) entratnent donc

bd bed bed b+d, bed
I z{llull®+[aull®)dt = 1 z||f|°dt - 2 7 z<AG,0Ddt + 2 5 zRe{Au,uddt + 2 I z{Au,ubdt;
a-d a-d a-d a-d a-d

Comme A est un opérateur positif et z une fonction numérique positive, on
en déduit 1'inégaiité:
bid .2 o2 2 . : ,
J z(lull®+lAul®)dt = szlIf)°dt + 2/2¢Au,uddt + 27 |2RedAu,u)]dt.
a-d
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D'autre part 1'indgalité &lémentaire 2jab] < a?p? et (2.4) entraTnent

. w2, 2
| = %{z)*HAun-%inﬂun < Tzl imu? + EZLLaL
Z

si 1'on observe aussi que

A 1 .2 .0
rechu,iy | = zlaula) - 2Lzl ()AL 2l a2,

()
on obtient
b+d 212002 2120012
Izt < szlflPar « drzimugar « apl2llgy o g2l gy
a-d

En remarquant que

12 6,:\2 _ ¢,
le _ 1o (cz) - 16022 = L
® d
et en tenant compte de (2.4), on peut donc é&crire
b+d 2 4C
- 2 1.2
RN e L LR et + it

et puisque z(t) est égale & 1 sur tout 1'intervalle [a,b] et z(t) =1 pour
tout t, d'aprés la définition de z dans les préliminaires, nous obtenons finalement

b ., b Cy bd C, bd 5
S ulPdt = QfTdE « g ulidE « =5 g ulfodt (3.3)
a a-d d’ a-d d® a-d

pour de nouvelles constantes positives appropriges C;.C, indépendantes de d, ce
qui démontre le lemme 2.

Lemme 3. S A est un opérateur positif auto-adjoint et u une solution bor-
née de 1'6quation U-Au = f, ol f est une fonction bornée, alors pour tout nom-
bre réel T et tout d >0, i1 existe une constante Cq» Qui ne dépend que de d,
telle que

3d
Y ., T+2d ) )

S Mu(e)i%de =y o (u(e))® + IF(E)))dt. (3.8)
T_gg T-2d

La démonstration de ce lemme, assez €laborée, sera présentée aprés celles des théo-
rémes 1 et 2, pour alléger la présentation du théoréme 1.

Lemme 4.  Sous les mémes hypoth&ses (A positif auto-adjoint, U-Au = f, u et
f bornées) 1la fonction U est bornée sur (-=,+=).

Démonstration. En prenant d = 1 dans (3.8), on obtient Ta majoration sui-
vante avec des constantes absolues C et K, pour tout T réel:
T+1

T+2 T+2
soNEn%ae = o s ne(e)%dt + g que)ldt) < K2 (3.9)
T-2 T-2
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puisque u et f sont bornées; U &tant continue, i1 existe un point ty ¢
[T-1,T+1] auquel Jju(t)ll atteint son minimum:

O IR OT

1 T+1

H2 =5 Hﬁ(t)szt, de sorte que d'aprés (3.9),
T-1

Cela entrafne Hﬁ(tT)

(DTSN éf" (3.10)

Pour T réel et arbitraire, on peut &crire
- T" - tT.O T . .
u(T) = s ult)dt + u(0) = s i(t)dt+ ; §(t)dt « G(0)
0 0 t

T
= d(tT) + [ a(t)dt.
t
T
I1 en résulte que

. - L. _ K 3
W = Jalepdl + 7 Jale)dt = J= + (T-t1)%(
tr 2

T+1
Fadant. @an
-1

En prenant maintenant d=1, a=T-1 et b=T+1 dans 1'inégalité fondamentale
(3.3), on obtient

™ T2, T2, T2,
Jlull®dt = s [f]%dt + Cp S lull®dt +C, s flull®dt.
T-1 T-2 -2 T-2

Si M et L désignent respectivement les maxima de f et u (en norme) sur la
droite, on a atnsi
T+l T+2

7% < an? v 4ot ¢, / llufdt. (3.12)
T-1 T-2
Appliquons 1'inégalité (3.8) du lemme 3 a cette derniére intégrale, avec d = %ﬂ
8
T2 . 2 ™ 16C,, 2,2
Jlluli®dt = € o (ule+fl€)dt = —AL7+M%). (3.13)
T-2 T-§
3

Comme d'autre part (T'tT)% =1, Tles inégalités (3.11) a (3.13) entratnent fina-
Tement )

fu(m)l = W (3.14)
00 W est une constante absolue; T &tant un nombre réel arbitraire, i1 en re-
sulte que U est bornée, ce qui démontre le lemme 4.
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IV.  DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Soit f une fonction presque périodique de (-~,~) dans H, u une solution
bornge de 1'équation U-Au = f, et soit T une c-presque-période {pour ¢ > 0 ar-
bitraire). Posons v(t) = u{t+t)-u(t) et g(t) = f{t+7)-f(t), de sorte que

v(t) - Av(t) = fF(t*T) - f{t) = g(t). {4.1)

En prenant a = T—LA et A= 2%_ dans 1'inégalité de Gagliardo vectorielle (3.1),

avec I = [T-%a T+EJ, nous obtenons

-

1
3

maxllv(t)l = c_{(maxllv{t)l)
I

~ &C
: ] S (e 1%ae)3 + —& maxliv(e)ll. (4.2)
te€ 1

2L 1

D'autre part, pour d=%— et b= T+%3 1'inégalité fondamentale (3.3) donne

Tk T+l 4 T+ 2 T+
€ 2 E 5 K1e € 2 Kze €
Sv(e)I®dt = 1 Tllgll¢dt + - 7 lv(t)lldt + 5 S Iv(e)lldt. (4.3)
Tk T2 L Lo
£ € € £
D'aprés Ta presque-périodicité de f, nous obtenons
max lg(t)ll < (4.4)
~oact<oo
et donc, en reportant (4.4) dans (4.3),
T K, &t K,e?
s e = E2 @2, 2 gin? o ohie). (4.5)
L L L
&
En reportant (4.5) dans (4.2), on obtie?t
1
maxli(e)] = ¢y 2)3(h(en? v ¢, ra
c'est-a-dire
max|v(t)l| = x(a53+ea) + ve (4.6)
I

ol les constantes a,B,v,x sont indépendantes de ¢. On en déduit finalement,

pour une constante ¢ > 0 indépendante de ¢ et de T € (-=,»), que
1

maxlld(t+e) -0 ()] = ceS. (4.7)
Comme T est un nombre réel arbitraire et  » 0 &tant 1ui aussi quelconque, il
en résulte que la fonction U est presque périodique de (-=,=) dans H. D'aprés
un théoréme de L.Amerio ([2]), ceci entrathe que u est elle aussi une fonction
presque périodique de (-«,=) dans H, ce qui ach&ve la démonstration du théoréme
1 (compte tenu du Temme 3 que nous démontrons a la section V).
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Avant de démontrer le lemme 3, notons que le théoréme 1 peut se généraliser
au cas d'un opérateur A symétrique de la maniére suivante. On sait que si A,
est un opérateur symétrique et positif, i1 admet un prolongement auto-adjoint et
positif A (voir Friedlichs [12], ou Yosida [23], p.317). Dans ces conditions si
u est une solution bornée de 1'é&quation U—Aou = f, avec A0 symétrique et posi-
tif et f presque périodique, u est aussi une solution bornée de 1'équation as-
sociée Uu-Au = f, ol A est le prolongement auto-adjoint de AO' D'apras le
théoréme 1, u est presque périodique, d'oll le résultat suivant:

Théoréme 2. Si A est un opérateur positif et symétrique de domaine D(A)
dense dans H et si f est une fonction presque périodique de (-~,=) dans H,
alors toute solution bornée u de U-Au = f est aussi presque périodique, pourvu
que u(t) et (t) soient dans D(A) pour tout t réel.

Y. DEMONSTRATION DU LEMME 3

La démonstration repose sur une représentation de la fonction u & 1'aide de
transformées de Fourier, suivant une méthode utilisée par Agmon-Nirenberg ([1], p.
192) et Zaidman [29].

Soit x ¢ €T{R) une fonction telle que x(t) = 0 pour [t] =1, |x(t)]
pour tout t, et x(t) =1 pour |[t] < %w et considérons la fonction zd(t)
x(4 t-T')

1A
—

pour T réel et fixé. On vérifie facilement que zd(t) = 0 pour

[t-T| = Z%E z4(t) =1 pour |t-T| = 2%3 et |zd(t)| =1 pour tout t réel; de
plus

IA

2y()| = jgme Gty <
et lza(t)l =< 953 ol ¢ est une constante positive appropriée. Soit alors

u € CZ(R;H) une solution de U-Au = f, avec u(t) ¢ D(A), et posons v(t) = zd(t)-
u{t). Ona v=u pour |t-T| = ég, et v=20 pour [t-T| = Z%z Il est facile
de vérifier que v satisfait 1'équation V-Av = z{i-Au)+2zu+2u (avec z=zy pour
simplifier), ou encore

V- Av = zf + Zu + 2zd.

En prenant les transformées de Fourier de ces fonctions continues & supports
compacts, et en observant que Av = AV {pour une démonstration d&taillée voir [7],

p.72) on obtient

- - & N
2%5(0) - AT(N) = zF + Zu + 2%

Or on peut vérifier, en intégrant Jfe

STt z(t)u(t)dt par parties, que

i O 2N
2z0 = 2ixzu - 2zu
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ce qui entraTne

S0%A0(00) = 2f - o+ 2B (5.1)
L'opérateur A &tant positif, pour X #.0, ()\2+A)'.I est un opérateur bien défi-
ni continu de H dans H, ce qui permet d'scrire

V00 = 0% TR w2 R 001, (5.2)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer 1'inégalité (3.8) du Temme 3. Remar-
quons d'ahord que -A est auto-adjoint et négatif, d'oll 1'inégalits

12T < L (5.3)
A
(cf. Yosida [23], p.250-251). D'autre part, la formule d'inversion de Fourier

s'écrit

v(t) = (2”)-%f eiXtV(x)dx. (5.4)
En utilisant (5.4) pour & >0 arbitraire, on obtient
v(t) = (em)iy eiXtG(X)dx - (2n)'5, 1 eiXt(x2+A)’][2?-§E+21x§B]dx. (5.5)
- A|>e

Mais d'aprés (5.3), on a aussi la majoration

OGOy = T{Tn5¥<x)n

et donc, en utilisant la relation de Parseval et le fait que z =17, avec z =0
en dehors de [T-2d,T+2d]:
“T00A =
LoEeE TR R = L enZar
'X]>s £ -
1 T+2d 2
= - I ). (5.6)
e~ T-2d
On peut aussi montrer de 1a méme maniare que
LOPEEATAGEe) 2e = L Tz
IX|>e g =
c2 T+2d 2
= =7 1 lu(t)lI*dt (5.7)
e~d’ T-2d
et
- o~ o
£OMAOEA TR AR < 4 s
N> —o
2 T+2d
= S lu(t))%t. (5.8)
d” T-2d

Enfin on a aussi
“ » T+ad
{ PEROIR = o2 jaulat < 2 ) duu(t)nzdt. (5.9)

I\ ]<e o !

A



Paul Aminjon 59

En dérivant (5.5) sous le signe d'intégration {ce qui est possible puisque Vv
est une fonction continue & support compact) et en utilisant les insgalités (5.6) &
(5.9), on obtient finalement

o | 2 T+2d 2 2
SIv(t)|dt = Cld,e) TIZd(HU(t)“ [ F(E)7)dt

~oo

ou, puisque v = u pour [t-T| = §%3
T+§—g_ . 2 T+2d 2 2
F et = Cldse) szd(Hu(t)H +[F(£)]%)dt (5.10)

ol la constante C{(d,e) peut s'écrire Cd puisque ¢ est arbitraire et n'a servi
que dans les calculs intermédiaires; ceci achdve donc la démonstration du lemme 3.

L'auteur tient & exprimer ici sa reconnaissance envers le professeur S.Zaid-
man pour sa bienveillante collaboration, ainsi qu'au Conseil National de la Recher-
che & Ottawa et au Ministdre de 1'Education du Québec, pour le soutien matériel

apporté a ce travail.
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