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INTRODUCTION

L'objet des quelques pages qui suivent est de pré&senter de fagon succincte et
autonome les principaux résultats d'analyse non lingaire concernant 1'existence de
points critiques et de points fixes d'une correspondance,des théorémes de surjec-
tivité, ainsi que 1'existence de solutions d'inéquations variationnelles et quasi-
variationnelles.

Pour rendre la lecture de ces pages plus attrayante, nous avons mentionné quel-
ques applications & la théorie des jeux et 3 1'équilibre &conomique. Ces applica-
tions de 1'analyse non lingaire, moins connues gue Tes applications usuelles de
1'analyse, devraient convaincre le Tecteur de 1'importance des thé&orémes que nous
présentons.
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Nous avons tenté d'unifier les techniques de démonstration en les ramenant
toutes & T'utilisation de 1'inégalité de Ky Fan et a celle des partitions continues
de T'unité. (Ces deux outils seront donc rappelés dans les trois premiers para-
graphes.) En fait, les résultats que nous démontrons sont tous équivalents; on
aurait pu les ordonner et montrer que chaque théor&me implique le suivant; cela
aurait considérablement augmenté la longueur de 1'exposé. Par expérience person-
nelle, nous avons constaté que 1'usage de 1'inégalité de Ky Fan comme source permet
la plus bréve des présentations.

Nous n'avons pas cherché & donner les théorémes les plus généraux; nous hous
sommes cantonnés au cas des espaces de Hilbert (et méme, en fait, au cas des espa-
ces de dimention finie). MNous avons cependant choisi les démonstrations qui se
généralisent sans difficulté aux espaces plus généraux.

Les trois premiers paragraphes ont pour but de démontrer 1'inégalité de Ky Fan
qui, comme nous le verrons, est un résultat équivalent au théoréme de point fixe
de Brouwer, mais qui nous semble plus maniable.

Nous donnons aussitdt des applications & la théorie des jeux (théoréme de Nash)
et & 1'&quilibre économique (paragraphes 4 et 5). Ces paragraphes peuvent &tre
omis en premigre lecture. Nous définissons au paragraphe 6 la notion d'hémi-con-
tinuité supérieure d'une correspondance. Nous abordons au paragraphe 7 le thé&oréme
fondamental de Brouwer-Ky Fan d'existence d'un point critique x d'une correspon-
dance S (c'est-a-dire de la solution de 1'équation muTtivoque 0 € S(X)). La
démonstration que nous donnons est die & B.Cornet. Nous proposons ensuite quel-
ques généralisations; nous adaptons &galement un théoréme de Granas pour d&duire
par homotopie d'autres théorsmes d'existence de points critiques.

Ce paragraphe est de loin le plus important.

Nous en déduisons des théorgmes de point fixe au paragraphe 8 (en particulier,
le c&lébre théoréme de Kakutani) et des théor&mes de surjectivité au paragraphe 9.

Nous démontrons au paragraphe 10 un théoréme d'existence de solutions X d'iné-
quation variationnelle pour une correspondance S sur un ensermble convexe fermé X.

Au paragraphe 11, nous prouverons 1'existence d'une solution d'inéquations quasi-

variationnelles, qui permet de retrouver au paragraphe 12 un théoreme d'existence

d'un &quilibre non coopératif d0 & Arrow-Debreu-Nash. Enfin, le paragraphe 13 est
consacré & la démonstration du théoréme de Debreu-Gale-Nika¥do & partir duquel on

obtient 1'existence d'un équilibre économique; c'est le théorzme le plus commode

permettant de démontrer 1'existence d'une solution dans de nombreux mod&les mathé-
matiques que 1'on rencontre en &conomie.

Je voudrais souligner que Bernard Cornet est 1'auteur de la plupart des idées
concernant la présentation de 1'analyse non linéaire que nous avons choisie.
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Je remercie 1'Université de Montréal de m'avoir donné 1'occasion d'enseigner
ce cours que je voudrais évidemment dédier & Ky Fan.

1. JEUX A 2 PERSONNES

On désigne par E et F les ensembles de stratégies de deux joueurs Emile et
Francois respectivement et par f(x,y) 1la perte d'Emile associée aux choix des
stratégies x € E et y € F d'Emile et de Frangois. Dans le cadre d'un compor-
tement non-coopératif des joueurs {c'est-&-dire, sans échange d'informations entre
les joueurs), Emile associera & toute x € E qu'il contrdle la pire des pertes

f#(x) = sup f(x,y) (1)
ye€F
qu'il peut subir dans tous les cas.

Par suite, sans autres hypothéses, Emile est conduit & choisir x € E minimi-
sant Ta fonction f#.

Proposition 1.

Nous supposons que

E est compact (2)
et que
vy € F, x » F(x,y) est semi-continue inf&rieurement. (3)
Alors, i1 existe X € E tel que
sup f(x,y) = inf sup f(x,y) = vt (4)
yeF x€E yeF

Démonstration.

Puisque les fonctions x - f{x,y) sont semi-continues inférieurement, il en
est de méme de la fonction f#.

Puisque E est compact, Tle théoréme de Weierstrass implique 1'existence de
X € E qui minimise et D'aprés (1), cela s'écrit:

sup f{X,y) = f#(i) = inf f#(x) = inf sup f(x,y). =
yeF x€E x€E yeF

En fait les hypoth&ses (2) et (3) de la propositiun 1 entratnent une conclusion
plus forte que (4).
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Nous introduisons

4, 1'ensemble des suites finies K = {yys--.oy,} de F (5)
et désignons par:
A os sup inf max f(x,y). (6)
Ked xe€E yek
Puisque
max f(x,y} < sup f(x,y),
yeK yeF
on en déduit que
inf max f(x,y) = inf sup f(x,y) = e
X€E yeK X€E yeF
Cela implique que
W<t (7)

Nous allons montrer que sous les hypoth&ses topologiques de la proposition 1, on a
1'égalite v# = vh.

Théoréme 1.

Supposons que les hypothéses (2) et (3) soient satisfaites. Il existe alors
X € E tel que
sup f(x,y) = voeooh (8)
ye€F
Démonstration.

I1 suffit de montrer qu’'il existe x € E tel que

sup f(X,y) = vh. (9)
yeF

(Puisque Vo< sup f(x,y} et VB < v#, on en déduira que W= v#.) Posons
ye€F

S, T (x €E tel que f(x,y) = vy, (10)

L'inégalité (9) revient & dire que
X € n S.. (1)
ye€F Y
I1 nous faut donc montrer que cette intersection est non vide.
Pour cela, nous allons vérifier que les Sy sont des ensembles fermé&s vérifi-

ant la propriété de 1'intersection finie.

L'ensemble S est fermé puisque S_ est une section inférieure de la fonc-
tion semi—continug inférieurement x -+ f{x,y).
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Montrons que pour toute suite finie

K = {y1,...,yn} € J de F,
1'intersection

i=1,...,n Vi

Puisque E est compact et puisque

X > max f(x,yi) = max f(x,y)
izl,...5N yeéK

est semi-continue inférieurement, on en déduit qu'il existe x ¢ E qui minimise
cette fonction. Un tel x € E vérifie:

max f{X,y) = inf max f(x,y) = sup inf max f(x,y) = vh
yeK x€E y€K Kes x€E yeK

Puisque E est compact, 1'intersection des fermés Sy est non vide et il
existe X vérifiant (11), et donc (9). =

2. PARTITIONS CONTINUES DE L'UNITE

Nous allons montrer dans ce paragraphe que 1'on peut associer & tout recouvre-
ment fini d'un espace métrique une partition de 1'unité qui Tui est surbordonnée.

Définition 1

Soit f une fonction numérique dé&finie sur un espace métrique E. On appelle
support de f et on note supp(f) Tle plus petit ensemble "fermé" S tel que
f(x) =0 x £5S.

En d'autres termes, le support de f est 1'adhérence dans E de 1'ensemble
des &léments x € E tel que f(x) # 0. On peut encore dire que c'est 1'ensemble
des &léments x € E tels que, dans tout voisinage V de x, i1 existe un point
y tel que fly) # 0.

Définition 2

Considérons un recouvrement ouvert {Ai} de E. On appelle partition

i=1,...,n
continue de 1'unité surbordonmée & ce recouvrement une famille {fi}iél de fonc-

tions continues de E dans [0,1] telle que
n
(i) wvxeE, z

(1)
(i1) vi = 1,...,n, supp f_i c A,.
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Avant de démontrer 1'existence d'une partition de 1'unité surbordonnée & un
recouvrement ouvert fini, nous aurons besoin des propositions suivantes.

Proposition 1. (Séparation de deux fermés par une fonction continue.)
Sofent A et B deux sous-ensembles fermés non vides disjoints d'un espace
métrique E. I1 existe alors une fonction continue g de E dans [0,1] telle que

g(x) = 0 pour tout x € A, g{(x) =1 pour tout x € B.
Démonstration.

Puisque A et B sont disjoints, d(x,A) + d{x,B) > 0 pour tout x € E.
Donc 1a fonction g définie par

_ d(x,A
9(x) = a6 x,_(TA +'d2x,8§

est une fonction continue de E dans [0,1] , s'annulant sur A et 6gale 3 1
sur B.

Proposition 2.

Supposons que E = AUB soit la réunion de deux ouverts. IT existe un ouvert
W tel que

WcA e E=WUB (2)

Démonstration

Tout d'abord, nous allons construire un ouvert V tel que

[r cve ve B. (3)

Si A=E, onprend V=4 etsi B=E, on prend V = E. Puisque E =AUB,
les fermés non vides [A et £B sont disjoints. D'aprés la proposition 1, il
existe une fonction continue de E dans [0,1] telle que {f(x) = 0 pour tout
X € CA et f(x) =1 pour tout x ¢ [B. Alors A est contenu dans 1'ouvert
V={y ¢E tel que f(y) < 4} et V est &videmment contenu dans B.

Prenons alors W = EV, qui est ouvert. Puisque [A cV, on en déduit que
W= Cy c A. Puisque V c B, il en résulte que E = W U B. .

Proposition 3.

Soit {AJ i=1 n Un recouvrement ouvert fini de E. I1 existe un recou-
seens

vrement ouvert Wi} tel que
.

5N
vi=T,...,n W, cA,. (4)

Démonstration

On construit Te recouvrement W. par récurrence & 1'aide de la proposition 1.
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En posant B, = 192 A;, on obtient E = Ay UB,.

La proposition 2 implique 1'existence d'un ouvert W, < A tel que

- n
WychAy et E = WUB = WU 1l:.i] A, (5)
Supposons que nous ayons construit des ouverts Wj (1 =3j =< k-1) tels que
- k-1 n ()
W. c A, si 1<j=k-1; E = U W.U U A.. 6
v i=1 ' j=k d
On introduit 1'ouvert
k-1 n )
B, = U W,U U A; 7
koo gz T gk Y

de telle sorte que E = A UB, d'aprés (6). La proposition 1 implique 1'exis-
tence d'un ouvert wk c Ak tel que ﬁk c Ak et E = wk U Bk‘ On a donc construit
k ouverts wi tels que

IA
-
1A
x~
M
m
u
nCx
=
[em
[
b

wi C A.i si 1
La récurrence peut donc se poursuivre, ce qui démontre la proposition. =

Théoréme 1.

Pour tout recouvrement ouvert fini d'un espace métrique E, il existe une par-
tition continue de 1'unité qui lui est subordonnée.

Démonstration

Supposons que E =

1 C >

U A ol Tes Ai sont ouverts.
D'aprésn1a propositio; 3, il existe n ouverts wi C Ai tels que ﬁic Ai
et £ = U MH,.
i=
D'aprés la proposition 1 de séparation, il existe des fonctions continues h;
de E dans [0,1] telles que

=

—
x

-~
n

1 si x € ﬁi
o (9)
hi(x) =0 si x¢€ [Ai
puisque ﬁi et [Ai sont des fermé&s non vides disjoints. On pose alors
g;(x) = max(0,h;(x)-4). (10)

Les fonctions 9; sont continues. Le support de 9; est contenu dans 1'ensemble
{x € E tels que hi(x) = 1}, et par suite, est contenu dans A.. En posant

n no_
g{x) = 21 gi(x) > 0, puisque E = U W, les fonctions f, définies par
| iz i=1
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o9 (x) 1
fi(X) 1Y (1
forment une partition continue de 1'unité subordonnée au recouvrement de E par les

A'i' [ ]

3. INEGALITES DE LASRY ET DE KY FAN

Considérons les joueurs Emile et Frangois, dont les ensembles de stratégies
respectifs sont désignés par E et F. On désigne par f(x,y) la perte subie par
Emile et Te gain de Francois lorsqu'Emile joue x ¢ E et lorsque son partenaire
Jjoue y € F.

Rappelons que

v o= inf sup f{x,y) (1)
xeE yeF
désigne la meilleure perte d'Emile lorsqu'il n'a aucune information sur le choix
de Frangois.

Supposons que Frangois bé&n&ficie de 1'information sur les stratégies mises en

oeuvre par Emile. Au lieu de choisir une stratégie y € F, Frangois pourra choi-
sir une "régle de décision" D, c'est-&-dire une application D de E dans F
associant & toute stratégie x ¢ E jouée par Emile une stratégie D(x) € F.

Dans ce cas, Frangois associera & une telle régle de décision le pire des gains

(D) = inf f(x, D(x)) (2)
X€E

et cherchera 3 maximiser fb(D) sur 1'ensemble des ragles de décision permises.
On a toujours, quelle que soit la régle de décision D,

f5(D) = inf f(x,D(x)) = inf sup f(x,y) = v'. (3)
x€ek X€E yeF

Proposition 1.

Si Frangois a le drojt d'utiliser toutes les régles de décision possibles,
alors:
sup inf f(x,D(x)) = inf sup f(x,y), (4)
Deq(E,F) x¢E X€E yeF
od J(E,F) est 1'ensemble des applications de E dans F. En effet, par défini-
tion, on peut associer & tout ¢ >0 et & tout x € E une stratégie De(x) €F
telle que

sup f(x,y) = f(x,Da(x)) - (5)
yeF
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On en déduit donc que

inf sup flx,y) = fb(Bs) + e
X€E yeF

<
"

1A

sup inf f{x,D{(x)) + ¢
De(E,F) x¢E

Puisque cette inégalité a Tieu pour tout ¢ > 0, on obtient 1'inégalité v# <

sup inf f{x,D(x)), qui, jointe aux inégalités (3), impliquent 1'égalité cher-
DeY(E,F) xeE

chée (4). "

Nous allons montrer que, sous des hypothéses supplémentaires, 1'égalité (4)
demeure lorsqu'on oblige Frangois a utiliser uniquement des régles de décision

continues (afin de "modéliser" un comportement "régulier" de Frangois).

Théoréme 1 (Egalité de Lasry)
Nous supposons que

(i) E est compact

(6)

(ii) Vy € F, x - f(x,y) est semi-continue inférieurement

et que
(i) F est un sous-ensemble convexe )

(it) ¥x € E, y - f(x,y) est concave.
Alors, si C(E,F) désigne 1'ensemble des applications continues de E dans
F, on a 1'égalité

sup inf f(x, D(x)) = inf sup f(x,y). (8)
Del(E,F) xeE x€E yeF

Démonstration

Nous savons d&ja que sup inf f(x, D(x)) = v# d'apres (3). 1I1 nous faut

De@(E,F) x¢E

donc démontrer 1'ingégalité inverse. Tout d'abord, nous pouvons associer & tout
e >0 une application (non nécessairement continue) De de E dans F véri-
fiant (5).

D'autre part, puisque les fonctions x - f(x,y) sont semi-continues inférieu-
rement, il existe des voisinages B(x,m(x)) de x tels que

vz € B(x,n(x)), F(x.D_(x)) = (2.0 (x)) + e. (9)

[ 3
Puisque E est compact, il peut &tre recouvert par n boules B(Xi’”(xi))' Soit
{95321 n une partition subordonnée & ce recouvrement. On introduit la fonc-
seees
tion D définie par
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D(x) = g;(x) D_(x;),

WS
n

i

qui est continue puisque les fonctions 9; le sont. Enfin, puisque les fonctions
y - f(x,y) sont concaves, puisque gi(x) = 0 pour tout i et Z?_] = 1, on obtient

n

f(x,D(x)) = z gj(x) f(x,D (Xi)) (10)
iel(x)

o0 I(x) est 1'ensemble des entiers i = 1,...,n tels que gi(x) > 0. Cet en-

n
semble n'est pas vide puisque 2 gi(x) = 1.
i=1
D'autre part, si gi(x) > 0, x appartient au support de 95> qui est contenu
dans la boule ﬁ(xi,n(xi)). On déduit alors de (9) que f(x,Da(xi)) > f(xi,De(xi))

- ¢ et de (5) que f(xi,D (x:)) =z sup fx.oy) - ¢ = v# - €.
g\ yeF i

Donc, si 1 € I(x), on obtient f(x,De(x.)) = v# - 2¢. Alors (10) implique

que f(x,D(x)) = b gi(x) (v#—Ze) = v'-2e. I1 en résulte que inf f(x,D{x))
i€I(x) x€E
#

z v - 2¢ et par suite, que sup inf f(x,D(x)) = vi-2e.
DeC(E,F) x¢E

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient 1'inégalité cherchée. -

Inégalité de Xy Fan

Nous allons démontrer 1'inégalité de Ky Fan & 1'aide de 1'égalité de Lasry et
du théoréme de Browder que nous admettons et dont nous rappelons 1'énoncé:

Théoréme de Browwer

Toute application continue D d'un sous-ensemble convexe compact K d'un es-
pace vectoriel de dimension finie dans lui-méme poss&de un point fixe.

Tout d'abord, nous allons &tablir une autre expression de v#.

Dans le cadre de la théorie des jeux, nous supposons cette fois que c'est Emile
qui bénéficie de 1'information sur le choix des stratégies de Frangois et qui a le
droit de choisir des régles de décision continues C ¢ CYF,E) qui lui permettent
d'associer continlment 3 toute stratégie y € F jouée par Frangois une stratégie
C(y) € E.

Théore‘me_ 2

On fait les hypothéses (6) et (7) du théorzme 1. Alors, si C(F,E) désigne
1’ensemble des r2gles de décision continues de F dans E, on a 1'égalité
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inf sup f(C{y),y) = inf sup f(x,y). (11)
Cel(F,E) yeF x€E yeF

Démonstration

Le théoréme 2 résulte du théoréme 1, du th@oréme de point fixe de Brcuwer et du
théorame 1 du paragraphe 1 sur les jeux & deux personnes.

Nous allons utiliser 1'ensemble convexe compact

n .
MY = {(» €R] telque 2z N =1k (12)
i=1
L'inégalite inf sup F(G(y),y) = v
GEC(F,E) y¢F

est évidemment toujours satisfaite.

Puisque E est compact et Tes fonctions x ~ f(x,y) sont semi-continues in-
férieurement, le théorgme 1 du paragraphe 1 implique 1'existence de X € E tel que

sup fly) = v = sup inf  max  f(x.y;) (13)

yé K={y],...,yn}65 X€E i=1,...,n

I1 suffit alors de démontrer que pour tout ensemble fini K = {yl,...,yn} et tou-

te application continue C € C(F,E), on a

inf max f(x,yi) = sup f(C(y),y). (14)
x€E i=1,...,n y€F

Tout d'abord, on remarque que

il

n .
inf max f(x,yi) inf sup I le(x,yi)
x€E i=1,...,n x€E A€Ml i-=1

1A

. n .
1 J
NEC(Z w yj),yi) (o as)

n
inf sup_ 2
M i=] j=1

peMn aeM® i

= inf sup_ ¢ (L,N\)
peMn Aem J

oll la fonction ¢ est définie sur M"xM" par
noo n
o, =z AEE(zZ Wy, v (16)
i=1 j=1 3T

Puisque C est continue et puisque les fonctions x - f(x,yi) sont semi-continues
inférieurement, on en déduit que les fonctions p - o(n,\) sont semi-continues
inférieurement. Les fonctions X -+ ¢{u,\) sont linéaires, donc concaves. L'en-
semble M" est convexe et compact.

Le th&oréme 1 implique donc que
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inf  o(u.D(w). (17)

inf  sup. o{uw,A) = su
n De(MN,MN) ueMn

REMM heM
Mais le théor2me de Brouwer entraine que 1'on peut associer & D ¢ C(M",M") un
point fixe uy ¢ M. Donc

inf o(u,Dlu)) = oluyDlug)) = elugsuy) = igﬁnw(u,u)-

HLEMN

Ceci entraine alors que

sup infoo(usD(p)) = sup. olu,u). (18)
DM ,M™) weM LM

D'autre part, puisque les fonctions y — f(x,y) sont supposées concaves, oh ob-

tient
i noyj )
wfC( 2 uyy)ey4)
J=1

¢{psu)

t
nM~M=s
-—

i

n : n .
flez wlysd 2 wly)  p (19)
J=1 j=1

tA

1A

sup f(C(y).y).
y€F

Donc les inégalités (15), (17), (18) et (19) impliquent 1'inégalité (14) qu'il
fallait démontrer. =

En particulier, nous en déduisons 1'importante in&galité de Ky Fan suivante.

Théoréme 3 (Inégalité de Ky Fan)

Supposons que E soit un sous-ensemble convexe compact d'un espace de Banach
et que f soit une fonction de ExE dans R vérifiant

(i) ¥y € E, x - f(x,y) est semi-continue inférieurement

(20)
(ii) ¥x € E, y - f(x,y) est concave.
I1 existe alors x ¢ E tel que
sup FOGy) = sup Fly,y). (21)

yeE yeE

Démonstration

Les théorgmes 1 du paragraphe 1 et 1 de ce paragraphe impliquent 1'existence
de X € E tel que
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sup F(X.y) = v = inf sup F(C(Y)y) = sup Fly.y)
ye€E Ce&(E,E) y<E ye€E
puisque 1'application identité est continue de E dans E. »

Remarque 1

Nous avons déduit 1'inégalité de Ky Fan du théoréme de point fixe de Brouwer.
En fait, ce sont deux résultats équivalents: nous pouvons déduire le théorame de
Brouwer de 1'in&galité de Ky Fan & 1'aide du théoregme des projections.

En effet, soit D une application continue d'un convexe compact K d'un es-
pace vectoriel de dimension finie R" dans lui-méme. Posons

Fix,y) = {x-D(x),x-y» (22)
od (.,.) est le produit scalaire euclidien sur R".

Cette fonction f vérifie évidemment les hypothéses du th&oréme 3 (Inégalité
de Ky Fan). 11 existe donc un &lément x € K tel que

(x-D(X), -y} = o (23)
pour tout y € K.

Cette inggalité exprime que x est la projection de meilleure approximation de
D(X) sur K. Puisque D(x) € K par hypothése, on en déduit que X= D(X), c'est
d-dire que D possgde un point fixe x. =

4. EQUILIBRES NON-COOPERATIFS DE JEUX A n PERSONNES (I)

On désigne par N = {1,2,...,n} 1'ensemble des n Jjoueurs. Nous posons
i= {J €N tels que j# i}. Un jeu non-coopératif est décrit dans la donnée de

(i) n ensembles de stratégies E' M
. 1

n

(i) n fonctions de perte LT £ >R

i=1
La fonction de Rerte fi du i&me joueur associe & chaque multistratégie x =
{x1,...,xn} € 'H1 £ l1a perte fi(x) = fi(x],...,xn) qu'il subit.
'|= .

Chaque joueur i distinguera la stratégie x' ¢ qu'il contrdle des multi-
3 X

stratégies x = {x1,...,xn} ¢ 1 EY mises en oeuvre par la coalition adverse 3.
J#i
De son point de vue, lTes multistratégies sont décomposées ainsi:

x = xXxyeE «om gl (2)
J#
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Nous décrivons Te comportement non coopératif des joueurs de la fagon suivante:
Te s B nous sup-
; J#

€ E° qui minimise Ta fonc-

Si la coalition adverse met en oeuvre la multistratégie x

posons que e  i&me joueur choisit une stratégie x'

tion de perte y' - fi(yi,xi)-

Définition 1
Nous dirons qu'une multistratégie x = {x1,...,xn} est un équilibre non coo-
pératif si pour tout joueur i, la stratégie x' minimise la fonction de perte
yhe £yt
Autrement dit, x = {x],...,xn} est un équilibre non coopératif si
vie N, fi(x) = (') = omin £yl ). (3)
ylepd

Remarque 1

Ce concept d'équilibre non-coopératif décrit une propriété de stabilité indivi-

duelle de la multistratégie x, au sens od aucun Jjoueur n'a intérét a modifier seul

son choix x' Torsque la coalition adverse a mis en oeuvre x .

Théoréme 1 (Nash)

Nous supposons que

¥i € N, les ensembles E' sont convexes compacts (4)
et que
¥yi ¢ N, les fonctions fi sont continues } (5)
et les fonctions yi - fj(yi,xi) sont convexes.

1T existe alors un é&quilibre non coopératif.

Démonstration

Le théorgme résulte du théoréme 3.3 de Ky Fan (c'est-a-dire, en fait, du théo-
réme de Brouwer que nous avons admis).
En effet, on introduit 1'ensemble E et la fonction définie par
n
(1) E = mE
i=1 (6)

(1) oboy) =z (£, 04T - £ ).

LU R ]
—_

1
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L'ensemble E est convexe compact, comme produit d'ensembles convexes compacts Ei
(d'aprés 1'hypothése (4)). D'autre part, les hypothgses (5) impliquent évidemment
que les fonctions x - o(x,y) sont continues et y —~ o(x,y) sont concaves. Le
théoréme de Ky Fan entraine donc 1'existence de x = {xi,x?} € E tel que
sup o(x,y) = sup o(x,y) = 0
yE€E yeE
puisque o{y,y) = 0 pour tout y. )
En particulier, prenons y = {yi,xi}.
L'inégalité ¢(x,y) < 0 s'écrit

0 - £ T ez (F00) - 7)) = o (7)
i s J N
J#i
Or x = {xJ,xj} = {yJ,xj} toutes les fois que j # i. Donc (7) implique que
w' et £ = f0x), (8)
c'est-&-dire, que x est un équilibre non coopératif. "

Considérons en particulier le cas d'un jeu & deux joueurs et 3 somme nulle,
c'est-a-dire le cas ol

E=E E°=F, filxy) = flxy) et folxy) = -flx,y).

Proposition 1

Un couple {X,y} est un équilibre non-coopératif d'un jeu & deux personnes et
a somme nulle si et seulement si

yx € E, y € F, f(x,y) = f(x,y) = f{x,y). (9)
Dans ce cas, on obtient

sup inf f{x,y) = inf sup f(x,y). (10)
y€F x€E X€E yeF

Démonstration

Dire que {X,y} € ExF est un &quilibre non coopératif est dire que
f()_(s)—') = f(X,)-/) et 'f()-(a.;) = 'f(i,Y) (11)

pour tout x € E, y € F. Dans ce cas, on obtient 1'égalité (10). =

Définition 3
Tout couple {X,y} ¢ ExF vérifiant (9) est appelé point selle de f.
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Le théorgme 1 de Nash implique le célzbre théorgme de von Neumann d'existence d'un
point selle.

Théoréme 2 (von Neumann)
Nous supposons que
E et F sont des ensembles convexes compacts (12)
et gque
(i) Vy € F, x> f(x,y) est semi-continue inférieurement et convexe

(ii) vx € E, ywf(x,y) est semi-continue supérieurement et concave.

I1 existe alors un point selle.

Démonstration
On applique Te théoréme de Ky Fan 3 la fonction définie sur (EXF)2 par
o({X,¥}, {x,y}) = fiX,y) - f(x,y), qui est semi-continue inférieurement par

rapport & {X,y} et concave par rapport & {x,y}. Le théorgme de Ky Fan implique
alors 1'existence de {x,y} tel que

e({X,¥}>{%:¥}) = sup (o{{x,y}, {x,y}) = 0. (14)
{x.y}

Cette inégalité s'écrit: f(X,y) = f(x,y) pour tout x € E, y € F. En prenant
successivement x = X et y = y, on en déduit que f(X,y) = f(X,y) = f(x,y).

Remarque 1

On peut démontrer ce théoréme sans utiliser le théoréme de point fixe de Brou-
wer, mais seulement le théor&me de séparation de deux convexes dans des espaces de
dimension finije.

Remarque 2

Nous poursuivrons cette &tude au paragraphe 12.

5. SYSTEMES DE PRIX D'EQUILIBRE WALRASIEN (I)

On considére un espace de dimension finie U = R" représentant un espace de
complexes de biens. Son dual représente alors 1'espace des systémes de prix et

k:]}

n n* n
MT = {p €R, tels que 2z p

k=1

est interprété comme un ensemble de prix normalisés.

Nous supposons maintenant que la description de 1'€conomie est résumée par une
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fonction de revenu

p €M - r(p) €R (1)

associant @ tout systéme de prix p le revenu total produit par 1'économie.

Considérons alors 1 consommateurs i = 1,...,I, dont le but est de choisir
des complexes de biens xi ¢ U que nous appellerons consommations. Ceci é&tant,
nous dirons que I consommations forment une allocation si pour tout systéme de
prix q € M" nous avons:

1<q,x1> = r(q) (2)

™M —

;
c'est-a-dire, si pour tout systéme de prix q, 1a valeur de la somme des complexes
de biens consommés est inférieure au revenu total produit par 1'é&conomie.

I1 y a un ensemble infini de telles allocations; nous allons construire un
"mécanisme" (th&orique) permettant de choisir une telle allocation en faisant des
hypothgses supplémentaires sur le comportement des consommateurs et sur la répar-
tition des revenus entre eux.

Nous supposons que le comportement du consommateur i est décrit par une

fonction de demande fi: M'xR > U associant & tout systéme de prix p € MM et

a tout revenu r une consommation Xx = fi(p,r) vérifiant la propriété

P.xy = (Dafi(P,Y‘)) = r. (3)

Cette propriété exprime que pour chaque systéme de prix p, la valeur de la de-
mande fi(p,r) est inférieure au revenu r.

Nous supposons &galement que le revenu r(p) produit par 1'économie est par-
tagé entre les I consommateurs:

1
M o

r(p) = ri(p) (4)

i=1
od ri(p) est la part du revenu total allouée au consommateur 7.

Le problzme se pose de savoir s'il existe un systéme de prix p de MY tel
que

les consommations fi(ﬁ,ri(ﬁ)) forment une allocation. (5)

Definition 1
Nous dirons qu'un systéme de prix p ¢ M" vérifiant (5) est un systéme de prix

d'équilibre walrasien associé aux fonctions de demande fi et & la répartition
du revenu total (4).
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Théoréme 1

Supposons que les fonctions fi et T scient continues et que la fonction

r(.) soit convexe. I1 existe alors un systéme de prix d'équilibre walrasien.
Démonstration

Considérons la fonction dé&finie sur le produit M" par

I
o(p,q) = z CRACRACHMERICIE (6)
j=
L'ensemble M" est convexe et compact. La foncticn ¢ est continue par rapport &
p et concave par rapport 3 q. De plus, les inégalités (3) impliquent 1a "loi de
Walras":
I
o(g,q) = 2z (€a>f;(a,rs(@)) - ry(@)) = O pour tout g e M. (7)
1=

n

Le théoréme de Ky Fan entraine alors 1'existence de p € M tel que

(8)

A
o

sup o(p>q) = sup o(q,q)
gEMn g€Mn

Cette derniére inégalité exprime que les consommations fi(ﬁ,ri(ﬁ)) forment une
allocation. »

Exemple: Eeonomies d'échange

Nous supposons que les I consommateurs désirent &changer des complexes de
biens w' €U qu'ils possédent. Ces complexes de biens leur procurent le revenu
ri(p) = (p,w1). Une &conomie d'&change est une &conomie dont les revenhus ri(p)

. . 1 i
proviennent des seuls biens w' et od rip) = & (p,w1). Dans ce cas, des con-
i=1
sommations forment une allocation si, d'aprés (2),

I i
I_x = Z W (inégalité dans R"). (9)

Corollaire 1
Supposons que les fonctions de demande soient continues. I existe un systéme

de prix d'équilibre walrasien de 1'économie d'échange.

Nous poursuivrons cette &tude au paragraphe 13, dans lequel nous remplacerons
le concept de fonction de demande par celui de correspondance de demande.
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6. CORRESPNMNDANCES HEMI-CONTINUES SUPERIEUREMENT

Nous allons é&tudier toute une classe de problémes non linéaires se ramenant
d un probl2me de Ta forme suivante

chercher x € X tel que 0 € S(X) (n

ol S est une correspondance de X dans un espace de Hilbert V associant 3 tout
X € X un sous-ensemble S{x) de V qui sera toujours non-vide, convexe et fermé.

Si S est une application, le probléme (1) s'écrit sous la forme plus familiére
chercher X € X tel que S(x) =0 (2)

de la résolution d'une &quation. Une solution x de (1) est appelée "point cri-
tique" de S.

L'utilisation des correspondances est motivée par des problames posés par la
théorie de 1'optimisation, de la théorie des jeux et 1'économie mathématique no-
tamment.

En fait, nous n'utilisons que peu d'éléments de la théorie générale des cor-
respondances. Nous profitons du fait que les images S(x) sont convexes fermées
pour les représenter par leurs fonctions d'appui:

vp € v, on pose o(S(x),p) = sup {p,y} (3)
yeS(x)

(puisque y € S(x) si et seulement si {p,y} = o(S(x),p) pour tout p ¢ V*).

Définition 1
Nous dirons gqu'une correspondance S est hémi-continue supéricurement en

*
Xg € X si et seulement si v¥p € V , 1la fonction x » o(S(x),p) est semi-continue
supérieurement en Xq-

Toute application continue S de X dans V définit évidemment une corres-
*
pondance hémi-continue supérieurement (i1 suffit méme que vp € V , les fonctions
x —» ¢(p,S(x)y soient continues).

Soit B la boule unité de V.

Rappelons qu'une correspondance S de X dans V est dite "semi-continue
supérieurement en xo" si pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage N(xo) de X0
tel que S(x) < S(x

o) + ¢B pour tout x € N(xo). Cela implique que pour tout
*
pev,

Po € Vs o(s(x)up) = a(S(xg),p) + oleBsp) = alS(x )op) + elplly =

o(S(xy)spg) + Hp-PoH*_vig?xo) Vil + ellplly-
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Par suite, toute correspondance semi-continue supérieurement est hémi-continue

supérieurement. De plus, si les images de S sont bornées, les fonctions {x,p}
> (S(x),p) sont semi-continues sup&rieurement. Nous allons donner un autre exem-
ple de correspondance hémi-continue supérieurement.

Proposition 1

Soit f une fonction convexe continue sur 1'intérieur (supposé non vide) X
de son domaine. Alors la correspondance x - af(x) est hémi-continue supérieure-
ment de X dans U*; de plus, la fonction {x,y} - o{af(x),y) est semi-continue
supérieurement sur XxU.

Démonstration

En tout point x ol f est continue, on sait que af(x) est un sous-ensem-
ble convexe fermé non vide dont la fonction d'appui vérifie:

o(af(x).y) = DF(x)(y) = inf Flxrty) - ) (4)
60
ol x € X. Or, les fonctions f(x+8y) - f{x) &tant continues en tout {x,y} pour
0 suffisamment petit, on en déduit que o(af(x),y) est semi-continue supérieu-
rement en {x,y} (comme enveloppe inférieure de foncticns continues). =

Remargue

Si f est localement lipschitzienne, F.H. Clarke a introduit son "gradient
généralise" of(x), ensemble convexe fermé borné non vide dont la fonction d'appui
est définie par

f(y+ov) - f (5)

o(af(x),v) = Tim sup 5

yx
e~0*

Clarke a démontré que x - af(x) est h&mi-continue supérieurement de X, domaine de
*

f, dans U et aussi que 1'application {x,v} € XxU - o(af(x),v) est semi-continue

supérieurement.

Si f est convexe continue, le gradient généralisé af(x) coincide avec le
sous-différentiel de f.

7.  THEOREMES D'EXISTENCE D'UN POINT CRITIQUE D'UNE CORRESPONDANCE
Donnons-nous deux ensembles de Hilbert U et V et

(i) un sous-ensemble convexe fermé& X de U } (1)
(ii) wune correspondance S de X dans V.
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Donnnons-nous  x € X.
Rappelons que le cdne convexe fermé

Ny(x) = {p € U* tel que {p,x) = max {p,y)} (2)
X yeX

est le cdne normal & X en X et que le cBne convexe fermé

TX(x) = NX(x)- cu

est le cbne tangent & X en x. On vérifie que Tx(x) = adh( |J AM(X-x)) et que TX(x)

= U lorsque x € Int X. . K20

Lemme 1

soit L ¢ £(U,V). La condition

¥x € X, -L(TX(x)) ns(x) # ¢ (3)
implique la propriété
vx € X, inf a(S(x),p) = 0. (4)
L*pENX(x)

La réciproque est vraie si les images S(x) sont convexes compactes non vides et
si L(TX(x)) est fermé pour tout x € X.
Démonstration
Montrons que (3) implique (4): Si y = -Lz appartient & S{(x) ob =z appar-
* * -
tient 3 Tx(x), si p eV verifie Lp ¢ NX(x) = TX(x) , on obtient que
*
o(S(x),p) = (p.yy = -(,Lzy = -{Lp,z) = O.

. *-] .
Inversement, supposons (4). Puisque L (NX(x)) est convexe et puisque S{x)
est convexe compact, le théoréme du minisup implique 1'existence de y € S(x) tel

que

0 = inf o(S(x),p) = inf sup  (p,y) = 1nf (p,y).
L*peNy (x) peL*-1(Ny(x)) yes(x) peL™ = (Ny (x))

Cela montre que y € -L*—](Nx(x))_ = —L(TX(x))-_ z -L(Tx(x)) (Torsque L(Tx(x))

est fermée). B

Définition 1
Nous dirons que S vérifie la condition de Browder - Ky Fan sur X par
rapport & L € 2(U,V) si la condition (4) est satisfaite.
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Nous allons utiliser le thé&oréme 3 du paragraphe 3 (Inégalité de Ky Fan) pour
démontrer 1'existence d'un point critique de S.

Théoréme 1 (Browder-Cornet-Ky Fan)

Supposons que

(i) X soit convexe compact

(i1) S soit une correspondance hémi-continue supérieurement (5)
a valeurs convexes fermées non-vides,

et que

S vérifie la condition de Browder-Ky Fan pour un opérateur L GJ[(U,V). (6)

IT existe alors x € X tel que 0 € S(x). De plus, L+S est "surjective"
au sens ol

Vv € L(X), 3x € X tel que v € Lx + S(x). (7)
Démonstration

Supposons qu'il n'existe aucun point critique: pour tout x € X, 0 £ S(x);
puisque S(x) est convexe fermé, Te théoréme de séparation implique qu'il existe
p € v tel que o(S(x),p) > 0. Par suite, X est recouvert par les ensembles
N(p) = {x € X tels que o(S(x),p) < 0Y. Puisque S est heémi-continue supérieu-
rement, ces ensembles sont ouverts. Donc, X &tant compact, on peut le recouvrir
par un nombre fini d'ouverts N(pi) (i=1,...,n) et associer & ce recouvrement
ouvert fini une partition continue de 1'unité {Bi}i=1,...,n {voir théoréme 2 du
paragraphe 1).

Introduisons alors la fonction numérique o définie sur XxX par

n
o0y) = =2 B0 (Uppxey) (8)

Elle est évidemment semi-continue inférieurement par rapport & x {en fait, continue)

et concave par rapport & y (en fait, linéaire). Le théoréme de Ky Fan implique
donc 1'existence de X ¢ X solution de

sup o(X,y) = sup ®(y,y) = O. (9)
yeX yeX
- n - . s *- - *-
Si t'on pose p = 2 Bi(x)pi, cela revient 3 dire que (L p,x% = max <L PsY) »
izl yeX
autrement dit, que L*ﬁ appartient au cone normal @ X en x. D'autre part,
n - -
puisque % Bi(x) =1, 1'ensemble I des indices i tels que Bi(x) > 0 est
i=1

non vide. Cela exprime que pour de tels i ¢ I, X ¢ supp(Bi) c N(Di), c'est-a-
dire, c(S(i),pi) < 0. Donc
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U(S(X),D) = G(S(i), .Z Bi(i)pi)
i€l

1A

2 B (R)o(s(X),p;) < O .
i€l

Par suite,

Jnf o o(S(x).p) = o(S(X).P) < O. (10)
L peNX(x)

Cela contredit la condition de Browder-Ky Fan par rapport & L.

Pour démontrer la seconde assertion, i1 suffit démontrer que la correspondance
R définie par R(x) = S{x) + Lx - v posséde un point critique. Pour cela, on
peut utiliser la premiére partie du théoréme, puisque R est hémi-continue supé-
rieurement & valeurs convexes fermées et puisque, pour tout p € U* vérifiant
Lp € Ny(x)s

s(R(X),0) = o(5(x),p) +{Lpox Y- (povy = o(S(x).p) + {L'pox-yy = 0

(car v = Ly € L(X)). »

Exemple 1

Cas ol U =V est un espace de dimension finie.

Nous prendrons dans ce cas L = 1. L'exemple le plus simple d'ensemble con-
vexe compact X est la boule unité B = {x € Ulllx =1} de U, que 1'on identifie
d son dual.

Théoréme 2 (Browder)

Soit B 1a boule unité d'un espace de dimension finie U.
Supposons que S soit une correspondance hémi-continue supérieurement &
valeurs fermées de B dans U. Si elle vérifie la condition aux limites

inf o(S(x),x) = 0 (11)
lIx11=1

i1 existe alors x € B vérifiant 0 € S(x).
Démonstration

En effet, la boule unité est convexe compacte. I1 suffit alors de vérifier
que S vérifie Ta condition de Browder-Ky Fan. Or NB(x) = {0} si x| <1

et N,(x) = {xx} si fix|]l = 1. & inf o(S(x),xx) = 0 d'aprés la condition (11).
B >0 A=0

Les hypothdses du théorgme 1 sont alors satisfaites. .

Exemple 2

Considérons toujours le cas ol U =V est un espace de dimension finie.
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Théoréme 3 (Altman)

Soit B 1la boule unité d'un espace de dimension finie U.

Supposons qu'une correspondance S de B dans U hémi-continue supérieure-
ment & valeurs convexes fermées non-vides vérifie

2 2
vixl = 1, wu e s(x), ful? = uxi? - i (12)

Alors S admet un point critique.
Démonstration

En effet, on obtient, si [x|| est norme euclidienne de U, que pour tout
lIxjt =1,

Cuxy = 2l + 112 - u-xi®) = 0 lorsque u € S(x)

et par suite, que o(S(x),x) 20 si |ix} = 1. Le théoréme 3 résulte alors du
théoréme 2. .

Exemple 3

Points critiques de correspondances coercives.

Nous allons donner un exemple de thé&oréme d'existence d'un point critique
lorsque X = U =V est un espace de dimension finie. On introduit les d&finitions
suivantes:

Définition 2
Nous dirons qu'une correspondance de S de U dans U est semi-coercive (resp.

coercive) Si

Tim o(S{x) ,x) > 0 (resp. = = ). (13)

e X

Théoréme 4

Supposons que S soit une correspondance semi-coercive et hémi-continue su-
périeurement & valeurs fermées d'un espace de dimension finie U dans Tui-méme. 11
existe un point critique x de S.

Démonstration

Soit a = Tlim Qﬁ§ﬁ§ﬁ;§l. > 0. Prenons ¢ = %n I1 existe alors A > 0

[| X[l
tel que o(S{x),x) > a-e = & das que |[x|| = A. En particulier, si ||x|| = A,
flxIl A 2
o(S(x)x) = Jiix|| = 25 .
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=~ Donc la restriction de S & la boule B(A) de rayon A satisfait les hypo-
théses du théoréme 2. 11 existe alors une solution X € B{A) de 1'équation

0 € S(x). n

Perturbation de S

On peut déduire du théoréme 1 d'autres théorémes d'existence de points criti-
ques par la méthode de Poincaré. Nous adaptons pour cela un théor&me de Granas.

Considérons la frontigre X de 1'ensemble convexe compact X (qui est dis-
tincte de X si U est de dimension finie et X est d'intérieur non vide). Pre-
nons U=V et L =1.

Théoréme 5  (Granas)

Considérons un ensemble convexe compact X d'intérieur non vide et une cor-
respondance S de Xx[0,1] dans V hémi-continue supérieurement & valeurs con-
vexes fermées non vides.

Supposons que pour t = 0, la correspondance x — S{x,0) vérifie la condition
de Browder-Ky Fan. On est alors en présence de la situation suivante:

OU (i) 1la correspondance x ~ S(x,1) admet un point critique X € X (8)

14
QU (i) 3 € [0,10, 3x € aX tel que 0 € S(x,\).

Démonstration

Nous allons supposer que ni (14) (i) ni (14)(ii) sont satisfaites et en dé-
duire une contradiction. Posons A = aX, sous-ensemble fermé de X; on introduit
Te sous-ensemble

B = {x € X tels que 3 € [0,1] vérifiant 0 € S(x,A)}. (15)

L'ensemble B est non vide car i1 contient les points critiques de x - S(x,0).
11 est fermé (car S est hémi-continue sup&rieurement) et disjoint de A: si
x €A etsi te [0,)[, la ndgation de (14) (ii) implique que x # B. Si
x €A etsi t=1, x ¢B puisque S(.,1) n'a pas de points critiques.

On introduit alors une fonction continue ¢ de X dans [0,1] &gale & 0 sur A
et & 1 sur B (voir proposition 1 du paragraphe 2) et on introduit la correspon-
dance T définie par

T(x) = S{xs(x)). (16)

Alors T est 8videmment hémi-continue supérieurement 3 valeurs convexes fermées
non vides. Elle coincide avec S(x,0) sur A, et par suite, vérifie les hypotha-
ses du théor2me 1. Donc, la correspondance T admet un point critique x € X tel
que 0 € T(X) = S{x,w(k)). Or cela implique que x € B et par suite, que
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e(X) =1 et donc, que 0 € S(X,1). I en résulte que S(.,1) a un point criti-
que, ce qui est contraire & 1'hypothése. Par suite, 1'une des propriétés (14){i)
ou {(14)(ii) est satisfaite.

En particulier, on obtient le résultat suivant:

Théoréme &

Soient X un sous-ensemble convexe compact d'intérieur non vide et deux cor-
respondances R et S de X dans V hémi-continues supérieurement & valeurs con-
vexes fermées non vides.

Supposons que

R vérifie la condition de Browder-Ky Fan (17)
et que
Y = 0, V¥x € 3X, 0 £ R(x) + uS(x). (18)
Alors la correspondance S admet un point critique.
Démonstration
On applique le théor&me précédent avec S{x,t) = {(1-t)R(x) + tS(x). La con-

dition (14)(ii) s'6crit: 3u =0, 3x € aX tel que 0 € R(x) + uS(x). Celle-ci
&tant exclue & cause de 1'hypothése (18), on en déduit que S(.) = S(.,1) admet
un point critique.

Prenons U = V, espace de dimension finie et Xg € Int X. Alors 1'application
R(x) = X=Xq vérifie la condition de Browder-Ky Fan. On obtient alors
le c&lgbre théoréme suivant:

Théoréme 7

Soient Xg un point intérieur & un ensemble convexe compact X de U et S
une correspondance de X dans U hémi-continue supérieurement a valeurs fermées
non vides. Supposons que

Yp > 0, V¥x € aX, Xg £ x + uS{x). (19)

Alors S admet un point critique.

Généralisation 1

On peut remplacer la condition suffisante (4) par d'autres conditions suffisan-
tes que nous allons décrire. Soit f une fonction de XxX >R satisfaisant les
hypothéses
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(i)  ¥x, y+= f(x,y) est concave
(ii) ¥y, x» f(x,y) est semi-continue inférieurement (20)
(ii1) vy, fly,y) s0.

Le théorgme 3 du paragraphe 3 (Inégalité de Ky Fan) implique que 1'on peut associer
8 tout p ¢ B une solution x € X de

sup [f(x,y) - (L*p,x-yﬂ < 0. (21)
y

La démonstration du théoréme 1 ol la fonction ¢ dé&finie par (8) est remplacée par
la fonction ¢ définie par

n *
olx,y) = flx,y) - Z B (X)L pyHx-y> (22)
‘|-

montre 1'existence d'un point critique X lorsque la condition (4) est remplacée
par

3f véerifiant (20) et L € £(U,V) tels que pour tout p € V*, (24)
24
pour toute solution x de (21), on ait o(S{x), p) = O.

Théordme 8

Supposons que les hypoth®ses (5) et (24) soient satisfaites. I1 existe alors
un point critique X de S.

Remarque

On peut également généraliser & ce cas le th&oréme 5 en remplagant la frontidre
A= 3X de X par 1'ensemble fermé A des solutions de (23) lorsque p parcourt

Généralisation 8

On peut &galement utiliser le théor2me 2 du paragraphe 3 directement pour don-
ner d'autres conditions suffisantes d'existence de points critiques lorsque X est
un espace métrique compact quelconque.

Théoréme 9

Soit S wune correspondance hémi-continue supérieurement 3 valeurs convexes fer-
*
mées non vides d'un espace compact X dans un espace de Hilbert V. Soit B 1la
*
boule unité de V . Supposcns que
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vYe > 0, i1 existe une application continue CE de B* dans X vérifiant} (25)
2
vp tel que |ipll =1, o(S(C_(pd)sp) + ellplly = O.
I1 existe alors un point critique de S.
Démonstration

Dire que X € X est un point critique équivaut & dire que pour tout p ¢ B*,
0 € o(S(X),p). Posons ¢(x,p) = -o(S(x),p). Alors ¢ est semi-continue inférieure-
mer:t par rapport & x et concave par rapport a p. Puisque X est compact et B
convexe, le théoréme 2 du paragraphe 3 implique 1'existence de x ¢ X vérifiant

sup ¢lX,p) = inf sup o{C(p),p) = inf sup <XCE(P)’P) = infe = 0
peB cel(B.X) peB e>0 peB >0

puisque d'aprés 1'hypothése (25),
dC (p),p) = -o(S(C (p)).p) = & Iplf = . (26)

Nous avons donc démontré que 0 € o(S(x),p) pour tout p € B, c'est-3-dire que
0 € S(X). .

Remarque

Si X est un sous-ensemble convexe compact, on peut étendre ce théoréme en
permettant 1'usage de correspondances semi-continues supé&rieurement & valeurs con-
vexes fermées C de B* dans X au lieu d'applications Ce. L 'hypothese (25)
devient alors

¥p € B*, vx € C(p), o(S{(x),p) = O. (27)

Généralisation 8

Le point de vue adopté dans la généralisation 2 permet d'affaiblir 1'hypothase
que X est compact.

Théoréme 10

Soit S une correspondance hémi-continue supérieurement & valeurs convexes
fermées non vides d'un ensemble fermé X c R" dans un espace v=R" Sup-
posons que 1'hypothése (25) soit satisfaite. Supposons &galement que

M e LV,U) tel que U {x-MS(x)} soit borné. (28)
x€X

IT existe alors un point critique de S.
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Démonstration

Puisque B* est convexe compact, VYe > 0, la fonction fe(p,q) =
—c(S(Ce(p)),q) vérifie les hypothéies du théoréme 3 du paragraphe 3 (Ky Fan).
I1 existe donc P, tel que, Vg € B, -c(S(Ce(pE)),q) < e. Cela implique que
si 1'on pose ¢(x,q) = -o{S(x),q), alors

#

v = inf sup o(x,q) = ¢ pour tout ¢ > 0. (29)
X€X qeB*
Donc v# = 0. Considérons une suite minimisante d'é&léments X, € X tels que
1
335* o(x»q) = - (30)
Remarquons aussi que 1'hypoth&se de compacité (28) implique gque
P * 5 5
sup [{a,yr-e(ysMq)] = sup [-o(MS(y)-y.q)] = ¢ (31)
yeX yex

*
ol c est une constante positive. I1 en résulte donc que ¥q € B , Vxn,

* * ;
(axpy = olxMa) + sup [(@yd-olyMa)l = e
YexX
Cela implique que la suite des Xn est bornée. Une sous-suite converge vers un
&lément X qui, d'aprés (30), vérifie sup_ 9(X,q) = 0. Donc X est un point
critique. q¢B

8. THEOREMES DE POINT FIXE D'UNE CORRESPONDANCE

Considérons le cas o U = V est un espace de Hilbert (de dimension finie ou
non) et ol R est une correspondance de X dans U. Nous allons donner des con-
ditions suffisantes d'existence de points fixes X € R(X) de R. Puisque x est
un point fixe de R si et seulement si X est solution de 0 € X - R{x) (ou
0 € R(x) -x), de tels résultats proviennent du théor2me 1 du paragraphe 7.

Théoréme 1 (Kakutani)

Soient X un sous-ensemble convexe compact et R une correspondance de X
dans Tui-méme hé&mi-continue supérieurement & valeurs convexes fermées non-vides.
Alors i1 existe un point fixe x € R(X).

Démonstration

On applique le théor&me 1 du paragraphe 7 & la correspondance S = 1-R qui
est &galement hémi-continue supérieurement & valeurs convexes fermées. Si x ap-
partient & la frontigdre de X, alors p est normal en x & X si et seulement si
{pyx) = {p,y) pour tout y € X. En particulier, cela entratne que
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sup  (p,X-yy = 0. Donc inf sup  {p,x-y) =0, ce qui implique que la
yeR{x) pENX(x) yeR{x)

condition de Browder-Ky Fan est satisfaite.

Plus généralement, on déduit du théorégme 1 du paragraphe 7 1'existence d'un
point fixe de R toutes les fois que la correspondance 1-R {ou R-1) vérifie
Ta condition de Browder-Ky Fan.

Définition 1
Nous dirons que R est rentrante (resp. sortante ) si 1-R (resp. R-1) vé-
rifie la condition de Browder-Ky Fan.

En d'autres termes, R est "rentrante" si

¥x € X, 67 (x) = inf sup  (p.x-y) = 0 (M)
peNX(x) YER(x)
et R est "sortante" si
Vx € X, 67 (x) = inf sup {p,y-xy} = 0. (2)

peNX(x) yeR(x)

Si les images R{x) sont convexes compactes non vides, on déduit du lemme 1 du
paragraphe 7 que R _est rentrante si et seulement si

Yx € X, R(x) N (x*T,(x}) # ¢ (3)
et que R est sortante si et seulement si

vYx € X, R{(x) N (x-TX(x)) oo (4)

Le théor2me 1 du paragraphe 7 implique alors le résultat suivant.

Théordme &

Soient X un sous-ensemble convexe compact et R une correspondance hémi-con-
tinue supérieurement & valeurs convexes fermées non vides. Si R est rentrante
(ou sortante), i1 existe un point fixe X € R(x).

Nous allons donner une condition suffisante commode impliquant que R est
sortante. Désignons par

aoy(p) = {x €X tels que <p,x} = oy(p)} (8)
(on remarque que x € acx(p) si et seulement si p ¢ Nx(x)). Certains auteurs

appelent "zone d'appui de X" les sous-ensembles aox(p). Si R applique toute
zone d'appui en elle-méme, R est sortante.):



Jean-Pienre Aubin 35

Proposition 1

Soient X un sous-ensemble convexe compact et R une correspondance de X
dans X telle que

vp € V', R(acy (p)) < aoy(p). (6)

Alors R est sortante.
Démonstration

Prenons x € X et p € NX(x). Alors x € aox(p). L'hypothése {6) implique
1'existence de y, € acx(p) n R{x). Donc (p,yo) = (p,Xx) = oX(p) et par suite

»y- = »Yn- = 0. 7
B (Poy-xy = {poyyx) (7)

Donc 6 (x) = 0O pour tout x € X, c.i.d. R est sortante. =

Remarque

En fait, on peut remplacer 1'hypothése (6) par la condition plus faible

¥p € U, Wx € aoy(p), R(X) N 3oy(p) = @ (8)

9. THENREMES DE SURJECTIVITE POUR UNE CORRESPONDANCE

Soit R wune correspondance de X dans U, Etant donné y € U, nous cher-
chons une solution X € X de 1'équation y € R(X). Cela revient & chercher une
solution de 1'équation 0 € R(x) - y. (Ou 0 € y-R(X))

Théoréme 1 (Rogalski-Cornet)

Soient X un sous-ensemble convexe compact et R une correspondance sortante
hémi-continue supérieurement d@ valeurs convexes fermées non vides. Alors, pour tout
y € X, il existe x € X tel que y € R(X).

Démonsgtration

11 suffit de vérifier que la correspondance S = R-y vérifie la condition de
Browder-Ky Fan. Soient x € X et p € NX(x). Donc  {p,x) = cx(p) = {p,y>.
Par suite,

o(S(x),p) = o(R(x),p) - (P.y> = o(R(x),p) - {p,x>
et

inf  o(S(x),p) = 6 (x) = 0 pour tout x € X
pENx(x)
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puisque R est "sortante". Donc, il existe R € X telque 0 €R{(Xx)-y. =

Le théor2me 1 et la proposition 1 du paragraphe 8 impliquent le corollaire
sujvant:

Théordme &  (théoréme du rétracte)

Soient X un sous-ensemble convexe compact et R une correspcndance de X
dans X hémi-continue supérieurement & valeurs convexes fermées non vides. Si

vp € U, Rlaoy(p)] < aoy(p). )

Alors
R(X) = X. (2)

Nous pouvons &galement utiliser le théor&me 3 du paragraphe 7 pour donner une
condition suffisante de surjectivité d'une correspondance d'un espace de dimension
finie dans lui-méme.

Théoréme 3

Soit R une correspondance coercive hémi-continue supérieurement & valeurs
convexes fermées non vides d'un espace de dimension finie U dans lui-méme. Alors
R est surjective.

Démonstration

11 suffit de démontrer que pour tout y € U, 1la correspondance S = R-y
est semi-coercive: dans ce cas, le théorBme 3 résultera du théorgme 4 du paragra-
phe 7. Mais i1 est évident que Ta coercivité de R implique celle de S. o

10. INEQUATIONS VARIATIONNELLES

*
Soient U un espace de Hilbert, U son dual et X un sous-ensemble convexe
*
compact de U. Considérons une correspondance S de X dans U & valeurs con-
vexes compactes non vides.

Nous dirons que X € X est une solution de 1'inéquation variationnelle pour
la correspondance S sur X s'il existe p € U* tel que
(i) xe€X, pe€sS(x)
m
(ii) vy € X, {p, xyy =0,
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Cela équivaut 3 dire que

N () N S(R) £ o, (2)

Si 1'on identifie U & U*, {2) &quivaut & dire que X est un point critique de
la correspondance x - S{x) + Ny{x) (qui est égale @ S sur Int X).

Théoréme 1

Supposons que X soit convexe compact et que S soit une correspondance semi-
*
continue supérieurement de X dans U & valeurs convexes compactes non vides.
11 existe une solution x ¢ X de 1'inéquation variationnelle sur X.

Démonstration

Posons
o(x,y) = -o(S(x), y-x). (3)

La fonction ¢ est concave par rapport & y, semi-continue inférieurement par
rapport & x (puisque S est semi-continue supérieurement) et vérifie o(x,y) = 0
pour tout y € X. Puisque X est convexe compact, le théorg&me 3 du paragraphe 3
(inégalité de Ky Fan) implique 1'existence de X € X tel que

vy € X, olxy) = -o(S(x), y-Xx) = 0. (4)

De plus, puisque S{xX) est convexe compact, puisque X est convexe et puis-
que les fonctions ym (p.y-x} et pwr {p,y-X} sont continues et affines, (4) et
Te théorzme de minisup impliquent qu'il existe p € S(kx) tel que,

0 = inf ofS(x),y-x) = inf sup_ ({p,y-x) = inf ¢(p,y-X) . (5)
yex YEX pes(X) yex
Ceci montre que X est une solution de 1'inéquation variationnelle. »

Lorsque U est de dimension finie, nous pouvons remplacer 1'hypothése que X
est compact par une hypothgse portant sur S.

Définition 1

Nous dirons que S est "fortement coercive" sur X si

Yim  inf d.xy - . (6)
x| pes(x) X

et que S est "bornée" si
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1im  sup +on (7)

el
o pesix) X

Théoréme 2

Supposons que X soit un sous-ensemble convexe fermé d'un espace de dimension
finie U et que S soit une correspondance semi-continue supérieurement, fortement
coercive et bornée de X dans U* a valeurs convexes compactes non vides. 11
existe une solution Xx € X de 1'inéquation variationnelle.

Démonstration

11 suffit, d'aprés la deuxidme partie de la démonstration du théoréme 1, de
démontrer 1'existence d'une solution x de (4). Montrons d'abord que toute solu-
tion X de (4), si elle existe, demeure dans une boule de rayon a. En effet,
prenons y, € X arbitraire. Alors X vérifie

0= 0(5(;(),310-)-() = 0(5(;),)/0) - 1nf_ (pa)—()- (8)
peS{x)
L'hypothése (7) implique 1'existence de constantes M et b telles que, si
x|l = b, c(S(x),yO) < MHyOHHxH. L'hypotheése (6) implique 1'existence de c, telle

que s |Ix] = ¢, inf [;T> > ZMHyOHHxH. Par suite, si a = max{(b,c),
peS{x)

toute solution x de (4) a une norme inférieure & a (sinon, (8) impliquerait que
0= —MHyOHHQH, ce qui est impossible. ) Donc, les solutions, si elles existent,
appartiennent & 1'ensemble convexe compact Xa = {x € X tels que |[|x]] = a}. Mais
de telles solutions existent d'aprés le théorzme 1. =

11.  INEQUATIONS QUASI-VARIATIONNELLES

Nous allons donner dans ce paragraphe une méthode de sélection d'un point fixe
d'une correspondance S.

Théoréme 1

Nous supposons que
X est un sous-ensemble convexe compact d'un espace de Hilbert U m

et que

S est une correspondance hémi-continue supérieurement de X dans X & valeurs
convexes fermées non vides (2)
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Considérons une fonction f: XxX - R vérifiant

(i) vy € X, x+ f{x,y) est semi-continue inférieurement
(i)  vx €X, yo f{x,y) est concave (3)

(iii) sup flx,y) = O.
yeX

Supposons enfin que la correspondance S et la fonction f soient liées par

la propriété

{x € X tels que a{x) = sup F{x,y) = 0} est fermé. (4)
y€S{x)

I1 existe alors x ¢ X solution de 1'inéquation quasi-variationnelle:
(i) x € s{x)

(ii) sup fx,y) = 0.
yesS({x)

(5)

Remarque 1

Les hypothéses (1) et (2) sont celles du théortme de Kakutani et les hypoth&ses
(1) et (3) celles du théorzmes 3 du paragraphe 3 (inégalité de Ky Fan). L'hypothase
(4) est une hypothgse de cohérence entre S et f.

Démonstration
Raisonnons par 1'absurde. Si l1a conclusion est fausse, on aurait pour tout
x € X ou bien a{x) > 0 ou bien x ¢ S(x). Dire que x £ S(x) dimplique qu'il
*
existe p e U tel que {p,x}y - o(S{x),p) > 0. Posons
(1) Vp ° {x€X tels que a(x) > 0} (6)
(i1) V{p) = {x € X tels que {(p.x} - o{S(x),p) > O}.

La négation de la conclusion s'exprime sous la forme

X c V0 U LGJU* vip). (7)
P

Les hypothéses (2) et (3) (i) impliquent que les ensembles V, et V(p) sont
ouverts. Puisque X est compact, on en déduit qu'il existe Pys--sPy tels que

n
Xc vy u itl] V(p;) (8)

et qu'il existe une partition continue de 1'unité {BO,B],...,Bn} subordonnée &
ce recouvrement.
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On introduit alors la fonction ¢:XxX ~iR définie par
n
olxy) = Bplx)flxy) + z B (x)(p;x-y). (9)
j=

Cette fonction ¢ est semi-continue inférieurement par rapport 3 x {gréce 3
(3)(i}), concave par rapport & y (grdce & (3)(ii)). Puisque X est convexe com-
pact (d'aprés (1)) et puisque sup o{y,y) = 0 (d'aprés {3)(iii)), le théoréme
3 du paragraphe 3 (inggalité de Knyan) implique 1'existence de X vérifiant

sup o{X,y) = O. (10)
yeX

Nous allons Contredire cette inégalité en prouvant qu'il existe y € X tel que

olX.5) > 0. (1)
On prend

¥y € S{x) aquelconque si afX) < 0 et vérifiant f(Xx,y) = 9%51
- (12)
si a(x) >0 (ce qui est loisible).
Puisque 30’51""’Bn est une partition de 1'unité, Bi(i) >0 pour au
moins un indice i = 0,1,...,n. L'inégalité (11) résulte alors des assertions:
(i) Bo(i) > 0 entrafne que f{xX,y) > 0
(13)
(ii) Bi(;) > 0 entratne que <p1,;-y> > 0.

Vérifions-les. Si Bo(i) > 0, alors X ¢ Vo et par suite, a(x) > 0, Donc
f{x,y) = Eéﬁl-. Si Bi(i) >0, alors X ¢ V(pi) et par suite, (Pi,i) > o(S(i),pi)

> (pi,y) car y € S(X). Donc (pi,i-y) > 0. .
Remarque &
11 est utile de donner des conditions suffisantes impliquant 1'hypothése (4).
L'une d'elles est de dire que la fonction a:x - a{x) = sup f(x,y) est
yes(x)

semi~continue inférieurement. Or le théor&me du maximum impligue que si la corres-
pondance S est "semi-continue inférieurement, alors a est semi-continue inférieure-
ment".

Définition 2
Nous dirons qu'une correspondance S d'un espace métrique X dans un espace

métrique Y est semi-continue inférieurement en @) si pour toute suite d'é&léments
X € X convergeant vers Xy et pour tout &lément y € S(xo), on peut trouver une
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suite d'éléments y, ¢ S(xn) convergeant vers y.

Proposition 1
Supposons que
(i) f:XxX -R soit semi-continue inférieurement (14)

{(ii) La correspondance S soit semi-continue inférieurement.

Alors la fonction a:x - a{x) = sup f(x,y) est elle-méme semi-continue
inférieurement. yesix
Démonstration

I1 nous faut démontrer que si une suite d'&léments x € X converge vers X,
alors a(xo) < 1im inf a(xn); fixons ¢ > 0.

n—<e

11 existe y ¢ S(xo) tel que, par définition de a(xo),
a(xo) = f(xO,Y) + ef2,

Puisque S est semi-continue inférieurement en Xps i1 existe une suite
d'€léments y, € S(xn) convergeant vers y.

Puisque f est semi-continue inférieurement, on en déduit qu'il existe N(e)
tel que pour tout n =N(e),

f(xo,y) < f(xn,yn) + g/2.

Puisque y € S(xn), on a f(xn,yn) < a(xn). Donc les inégalités ci-dessus
impliquent que a(xo) < a(xn) + ¢ dés que n = N{e).

12. EQUILIBRES NON COOPERATIFS DE JEUX A N _PERSONNES. (II)

Nous poursuivons 1'&tude des jeux non coopératifs & n personnes commencée au
paragraphe 4. Nous supposons cette fois-ci que si la coalition adverse 7 choisit
une multi-stratégie x' € I EJ, le iéme joueur est contraint de choisir une stra-

. J#i z R
tégie x' dans un sous-ensemble Si(x1) cE', o

Si est une correspondance de 1l ) dans E'. m
J#
Désignons toujours par fi Ta fonction de perte du i&me joueur.



42 Anatyse fonctionnelle non Lindaire et applications & L'équilibre Economique

DEfinition 1
no.
Nous dirons qu'une multi-stratégie x = {x],...,x"} € M E' estun quili-
i=1
bre non coopératif contraint si pour tout joueur i, on a

()« es.(x)

! (2)
(i) fi(xi,x?) = min fi(yi,xT).
yles,(x')
Théoréme 1 (Arrow-Debreu-Nash)
Nous supposons que
Yi € N, les ensembles Ei sont convexes compacts (3)
et que
¥Yi € N, Tes correspondances Si de jgi Ej dans Ei sont
hémi-continues supérieurement et semi-continues inférieurement (4)

3 valeurs convexes fermées non vides.

Nous supposons enfin que

¥i € N, Tles fonctions fi sont continues 5)
5

et les fonctions y1 - fi(y1,x1) sont convexes.

11 existe alors un équilibre non-coopératif contraint.

Démonstration
Posons
(i) x = el
.. n i g i
(i1) olxy) = 2 (Fi(x5x7) = Fily'ox ) (6)
'l:
n

(i) s(x) = 1 s.(x).

L'ensemble X est convexe compact. La correspondance est &videmment 3 valeurs
convexes fermées non vides, hémi-continue supérieurement et semi-continue inférieu-
rement. La fonction ¢ est continue, et pour tout x € X la fonction y » ¢(x,y)
est concave. De plus, ¢(y,y) = 0 pour tout y € X.

Le théoréme 1 du paragraphe 11 et la proposition 1 du paragraphe 11 impliquent
T'existence de x € X tel que
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1

(1) % = &8¢ () s,(3)

1 (7)
(i1) ¢ (X,y) = 0 pour tout y € S(x).

n
nads

i

La condition (7)(i) implique évidemment les relations (2)(i). On démontre
comme au paragraphe 4 que la propriété (7)(ii) dimplique la propriété (2)(i1). Donc
X est un équilibre non coopératif contraint. "

13. SYSTEMES DE PRIX D'EQUILIBRE WALRASIEN  (II)

Nous reprenons 1'&tude du mod&le général d'équilibre que nous avons traité au
paragraphe 5.

Le théor&me que nous allons démontrer est & la base des théorgmes d'existence
en théorie de 1'équilibre &conomique. I1 est commode de 1'énoncer dans le cas ol

n
U = R". Considérons le simplexe M = {x € R" tel que I x5 % 1}.
i=1

Théoréme 1 (Debreu-Gale-Nikaido)

Soit S une correspondance de M' dans R" & valeurs non vides. Si

(i) S est hémi-continue supérieurement
(ii) vx ¢ MY, six) - Rf est convexe fermé (1)
(ii1) vx ¢ MY, o(S(x),x) = 0 (loi de Walras)

i1 existe alors x € M" tel que S(x) N RT + o .
Démonstration

On introduit la fonction ¢ définie sur MMM par
olx,y) = -alS{x).y).

Cette fonction est concave par rapport & y (puisque y - o(S(x).y) est con-
vexe) et semi-continue inférieurement par rapport & x {puisque, S é&tant hémi-
continue supérieurement, x - o(S(x),y) est semi-continue inférieurement). Puisque
M" est convexe compact, le théorgme de Ky Fan implique 1'existence de X € M"
tel que sup o(%y) = sup oly,y) = 0 (d'aprés (1)(iii)), c'est-a-dire tel

yeMn yeMn
que
0 =< o(S(x),y) pour tout y ¢ M. (3)

Cette condition équivaut a
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0 = oS(x) - R, y) pour tout y €U (4)

puisque o(-RE,y) =0 si yc¢€ R2 et c(%RE,Y) = 4= si y £RD,  Puisque S(X) -
R" est convexe et ferms, (4) implique que 0 € S{X) - RE, c'est-a-dire que
s(x) NRT # 5.

Exemple:  Ezistence d'un 8quilibre de Walras

On considére une espace U = R" représentant un espace de biens; son dual

n oo
R" représente alors 1'espace des prix et M" - {p € R"  tels que '21 p1 =11}
‘|=
est 1'ensemble des prix positifs normalisés.
On donne un sous-ensemble Y ¢ R" de biens disponibles, ol
Y est un sous-ensemble convexe fermé tel que Y = Y—RE. (5)

Alors, sa fonction d'appui r{p) = oy{p) = sup <p,y> peut &tre interprétée
yey
comme la fonction de revenu maximum procuré par Y. Consid&rons maintenant I con-

sommateurs i = 1,...,I, . dont le probléme est de trouver x' € R" tels que la
somme des consommations x' soit disponibles, c.4.d.

I .
2 x' ey, (6)
i=1
Pour choisir une telle "allocation" x = {x1,...,xI}, nous supposerons que le
comportement des consommateurs est décrit de la fagon suivante

{a) e revenu r(p) est alloué aux I consommateurs, qui disposent donc de
r;(p) od

n
r(p) =z r.lp). (7
i=1

(b) chaque consommateur choisit un bien x1 dans 1'ensemble Di(P), o Di
est la correspondance de demande associant & tout p ¢ M" un sous-ensemble convexe
compact non-vide contenu dans 1'ensemble de budget

Bi(p) = {xi € RN tels que (p,xi)s ri(p)} (8)
du consommateur.

Le probleme se pose donc de vérifier s'il est possible de trouver un prix p
(gppe]é prix d'équilibre Wa1rasien) tel que tout consommateur puisse trouver
%€ D;(p) veérifiant !

X €y,

n M

i=1

Théoréme 2

Supposons {5),(7) et
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les correspondances de demande Di‘ sont hémi-continues supérieurement. (9)

11 existe alors un prix d'équilibre Walrasien.

Démonstration
n
On applique le théorgme 1 avec S(p) = - 2 Ditp) +Y (od x est rempla-
c& par p). 11
Alors S(p) = S(p) -IR? est convexe fermé puisque les Di(p) sont convexes

compacts et Y = Y4R2 est convexe fermé. La correspondance S est &videmment
hémi-continue supérieurement comme somme de correspondances hémi-continues supé-
rieurement. Enfin, puisque Di(p) C Bi(p), on en déduit que la loi de Walras est

- - n -
satisfaite. I1 existe donc p tel que 0 € S{p) = b Di(p) + Y et par suite,
n i=1
des ii € Di(ﬁ) tel que z ii €y, .
i=1
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